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Preambulo

N os tltimos anos a Fisica Experimental tem comec¢ado a ser reconhecida como
imprescindivel a uma moderna formacio dos estudantes quer de Fisica quer de
outras licenciaturas em que a Fisica se revela necesséria, além do mais porque possui-
dora de todo um conjunto de técnicas e instrumentos de medida imprescindiveis ao
desenvolvimento de muitos dominios cientificos.

Contudo, se € raro encontrar nas prateleiras das livrarias livros cientificos, mpis raro
¢ ainda a presenga de obras sobre Fisica Experimental, Técnicas, Métodos e Instrumen-
tos. Os temas experimentais, quando existem, sio de cardcter divulgativo e com o objec-
tivo de suscitar no grande piiblico o interesse pela Ciéncia a partir de experiéncias diver-
tidas. O livro que escrevemos pretende proporcionar aos estudantes dos primeiros anos
de cursos universitdrios com disciplinas de Fisica um apoio a realizacfo de experién-
cias e a sua interpretagdo. _

Para além de querermos dar uma resposta 4 auséncia de um texto de indole experi-
mental tivemos ainda como musa inspiradora o facto de qualquer um de nés se ter diver-
tido e aprendido nas longas horas passadas nos laboratérios de ensino ou de investiga-
¢do tentando escalpelizar a Natureza. Pensamos que a experiéncia adquirida e o gozo
vivido devem ser transmitidos aos nossos estudantes. Nao queremos esconder que umas
tantas vezes nos deprimimos com a rebeldia da Natureza ou com o fiasco das nossas
ideias.

O manual que conseguimos escrever nio € o golpe de génio do fim do século. Quase
tudo que aqui se encontra pode ser lido em vdrios livros e manuais, especialmente nos
editados por universidades inglesas e americanas. A vantagem deste texto reside em ser
feito com base no conhecimento que temos do curriculo das licenciaturas em Fisica no
nosso Pais, da preparagiio com que os estudantes chegam ao primeiro ano da Universi-
dade e do equipamento existente, facilmente adquirivel ou que se pode construir nos
Departamentos.

Como elemento secunddrio julgamos ser de grande ajuda, para nds e para os estu-
dantes, a existéncia de um texto que para além de um conjunto coerente de experién-
cias retina os inimeros acessdrios indispensaveis a vida de uma experiéncia tais como
indicacdes sobre os instrumentos mais utilizados, tabelas matemadticas, métodos de ana-
lise estatistica, unidades, constantes, etc.

Este livro destina-se a acompanhar o estudante no seu primeiro contacto com a reali-
zacdo de experiéncias, isto €, consideramo-lo como texto de apoio ao primeiro curso se-
mestral de Fisica Experimental. A sua existéncia ndo deve ser um convite i preguica:
o estudante ndo deve prescindir da sua pesquisa nos livros que estdo no laboratério ou
na biblioteca, vendo coisas que nos escaparam ou levianamente consideramos menos
importantes. A bibliografia proposta sobre outras experiéncias tem por objectivo incenti-
var a realizacio de trabalhos diferentes dos propostos neste manual.

Nio podemos terminar este preAmbulo, sem relembrar todos os colegas do Depar-
tamento com quem colabordmos nas diversas fisicas experimentais, ao longo de vérios
anos. Com eles debatemos inimeros problemas que abordamos neste livro. Como deve
funcionar um laboratdrio, que experiéncias fazer e como as fazer, como e quando as au-



tomatizar, que avaliacdo ¢ desejdvel nos cursos laboratoriais, tudo isto foi tema de dis-
cussdo na preparagdo das aulas e no seu decurso, em grupos de trabalho e comissdes e
quantas vezes lambém argumento das conversas ao café.

Este livro ¢ também reflexo do empenhamento do Departamento de Fisica no desen-
volvimento da componente experimental na aprendizagem de Fisica.

A colega Margarida Cruz um agradecimento especial pela colaboragdo na experién-
cia e na leitura sobre células fotovoltaicas.

Agradecemos a Junta Nacional de Investigacio Cientifica e Tecnolégica o apoio
prestado a publicagdo deste livro.

Os Autores

Conceigdo Abreu
Luis Matias
Luis Peralta



Introducao

O fio condutor deste texto € baseado nos seguintes pontos:

A importancia de ensinar a fazer experiéncias com rigor e submeter os resultados a
anélise matematica; '

O conhecimento sobre a Fisica € o resultado de anos de Experimentacio. Recordemos
que a Ciéncia moderna comegou com Galileu, considerado um experimentalista por
exceléncia, e que os prémios Nobel da Fisica dos iltimos anos foram concedidos a
experimentalistas, J. Friedman, H. Kendall e R. Taylor (1990), P. Genes (1991) e
G. Charpak (1992);

Os estudantes chegam & Universidade com um contacto episddico ou nulo com o
Laboratério, ndo estando portanto habituados a0 FACA VOCE MESMO;

A Fisica pode ser feita no laboratério, este ndo é um mero local de confirmagio. Se
bem que possuidores de escassos conhecimentos tedricos (considera-se como base o
décimo primeiro ano), os alunos podem progredir nos seus conhecimentos recorrendo
a experimentacio;

Os estudantes estdo ansiosos por fazer fisica experimental, e portanto nio é boa poli-
tica fazer da aprendizagem de base algo de muito aborrecido;

A fisica experimental como qualquer outro tipo de aprendizagem envolve o conheci-
mento e treino de um certo nimero de técnicas, que habilitam o aluno a fazer expe-
riéncias prodigiosas. Esta aprendizagem de base é inevitdvel em qualquer tipo de
estudo, é como o estudo do solfejo por que tém de passar todos os aspirantes a mi-
sicos;

Medir uma grandeza implica tomar dados, controlar o valor obtido e saber represen-
tar o resultado de modo a obtermos uma rdpida informacdo sobre o fenémeno em
observagdo;

Hoje quase todas as grandezas se medem com transdutores eléctricos, o que explica
a énfase dada ao estudo de circuitos eléctricos;

Apesar de vivermos num mundo fortemente automatizado, o primeiro contacto com
a experiéncia deve ser, na nossa perspectiva, o mais manual possivel, para que o estu-
dante sinta bem a realidade e as dificuldades quer no manuseamento dos instrumen-
tos quer na interpretagdo dos resultados. Uma segunda disciplina experimental deve
introduzir a automatizagdo, quer na aquisi¢io quer na andlise de dados.

Respeitando os pontos enumerados, temos ainda os constrangimentos com que nos

confrontamos ao elaborar um curriculo laboratorial para ser usado no primeiro ano de
uma licenciatura:

O grande mimero de alunos, ¢ a falta de docentes e de laboratérios obriga a sessdes
de laboratério de duas ou trés horas, sendo o ideal quatro horas ou mesmo uma manha
ou tarde;

As turmas de laboratério t€ém em geral quinze estudantes, trabalhando em grupos de
trés, existindo apenas um docente no laboratério. Este tem sido o modo cldssico de
funcionamento e nada nos leva a prever uma alteracdo se bem que outros modelos
fossem possiveis;
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= A presenca de um sé docente para cinco grupos de alunos com pouca experiéncia de
laboratério exige, para evitar a dispersdo do docente ¢ incentivar a interajuda entre
os estudantes, que o trabalho a executar em cada sess@o seja 0 mesmo para todos os
grupos. O trabalho seria muito mais proficuo se nos laboratdrios o professor fosse
coadjuvado por um monitor;

= A realizac@o simultdnea do mesmo trabalho por cinco grupos implica que o material
envolvido seja de baixo custo (de modo a permitir a sua multiplicagio); a inexpe-
riéncia dos estudantes aconselha que seja simultaneamente, simples, robusto e de ficil
reparagao;

= O estudante deve ser estimulado a fazer experiéncias, logo néio deve sentir-se excessi-
vamente incapaz perante a proposta de pesquisa. As experiéncias concebidas nio de-
vem ser desnecessariamente complicadas, devendo incidir sobre assuntos interessantes.

Assim, a escolha das experiéncias a incluir tem muito particularmente em conta a
necessidade de suscitar o interesse do estudante pela Fisica Experimental, tendo em
atenc@o os objectivos e os constrangimentos enumerados.

Objectivo e sequéncia das experiéncias

As experiéncias a realizar sdo apresentadas em blocos, obedecendo a seguinte filosofia:

u Um bloco zero iniciard o estudante na medi¢do de grandezas correntes como sejam
comprimentos, massas, densidades, tempos. Este bloco poderd ser ou nio ser execu-
tado consoante os conhecimentos dos alunos;

= O primeiro bloco, ao propdr uma experiéncia como a do péndulo simples, confron-
tard o estudante com a medi¢do de uma dada grandeza, neste caso a aceleragdo da
gravidade. Tendo em atencdo o valor que lhe é correntemente atribuido e as varia-
¢oes que esta grandeza sofre com a altitude € fécil constatar quio necessdria ¢ a atri-
bui¢do de uma incerteza ou erro & medida efectuada. O estudo da acelera¢fio da gravi-
dade em func¢io de outras grandezas permitird introduzir o estudante na construcio
de tabelas e tragado de grificos usando métodos de ajuste linear. Nogdes elementa-
res de estatistica, como média e desvio padrio, e determinagiio da incerteza com base
na propagacio de erros sdo usadas nesta pesquisa;

m O segundo bloco permite ao estudante progredir na andlise dos resultados, introduzin-
do através de uma experiéncia de contagem de desintegracfo radioactiva a nogfio de
distribui¢io normal e de testes de confianca. Esta experiéncia, envolvendo nogdes ele-
mentares de fisica da estrutura da matéria, conduz a uma incursio nos dominios da
microfisica, mundo sempre fascinante;

m No terceiro bloco, a realizar em vérias sessdes de laboratério, consoante a prepara-
¢do do estudante, manusear-se-do as grandezas eléctricas mais vulgares e os circui-
tos eléctricos bdsicos, que irdo permitir posteriormente a construcdo de transdutores
eléctricos, necessdrios ao estudo de outras grandezas ou fendmenos fisicos ndo eléc-
tricos como a temperatura e as ondas electromagnéticas;



= As experiéncias dos blocos quatro e cinco propdem a determinagdo de duas grande-
zas: a tlemperatura e a frequéncia de sintonizagéo de uma estacio de rdio, recorrendo
a transdutores, utilizando as nogdes de circuitos obtidas no terceiro bloco e a analise
de dados do primeiro e do segundo blocos. Consequentemente, permite uma integra-
¢ao dos conhecimentos obtidos anteriormente;

= O bloco seis serd dedicado a ptica geométrica em que os olhos funcionam como
transdutor natural. Este bloco permite aquelas experiéncias simples, que seriam pos-
siveis em qualquer escola secunddria, como seja a construgio de protétipos de teles-
copios e microscépios. A compreensio do que é a reflexdo e a refracgiio e a medida
de distancias focais serdo elementos de base que possibilitario a construgdo de tais
prototipos. Esta experiéncia pode ser enriquecida com visitas de estudo aos telescé-
pios que existem em quase todas as cidades com Observatérios e cuja existéncia passa
despercebida a maioria dos estudantes.

= O bloco sete serd dedicado ao estudo da transformacdo de energia solar em eléctrica
recorrendo a células fotovoltaicas. A compreensio do funcionamento das células en-
volve um pouco de fisica da matéria condensada e no¢des de mecanica quéintica.

Em cada experiéncia existe:

= Uma introdugdo resumida sobre o objectivo da pesquisa, que deve ser sempre comple-
tado com o estudo de uma ou vdrias leituras ou apéndices do manual devidamente
referenciados, permitindo uma compreensio da Fisica envolvida, o funcionamento dos
instrumentos de medida necessdrios e referindo a bibliografia. A remissio do desen-
volvimento teérico para outra parte do livro destina-se a evidenciar a tarefa laborato-
rial proposta;

m Virias propostas de medidas a realizar;

= Sugestoes sobre 0 modo de representar e tratar as medigdes feitas;

» Um dado nimero de exercicios que simulam as medidas efectuadas, com o objectivo
de criar o espirito de que ao modelo fisico estd associado um modelo matematico e
que este modelo fisico/matemdtico permite a simulagdo de qualquer experiéncia. Os
exercicios t€m todos resposta, com o objectivo de comunicar um pouco de veloci-
dade inicial, os exercicios assinalados com I estio total ou parcialmente resolvidos
no fim do livro;

» Experiéncias assinaladas com um ou mais asteriscos #, conforme o grau de dificul-
dade, poderdo ser executadas em fungiio da disponibilidade de tempo, do interesse do
estudante e do equipamento existente;

m Experiéncias simples assinaladas com indice zero (0), aconselhadas aos estudantes
que ao l€-las as considerem iteis no confronto com os seus conhecimentos pessoais.

Ao reexaminar os blocos propostos vemos que este conjunto de experiéncias sim-
ples permite contactar com varios campos da Fisica: mecanica (péndulo), electricidade
e ondas (sintonizador de ondas rddio), termodinimica (temperatura), radioactividade
(estatistica de contagem), astronomia (lentes e construcdo de instrumentos de Optica),
fisica do estado sélido (célula fotovoltaicas), facultando niio sé uma aprendizagem labo-
ratorial como um conhecimento de fenémenos fisicos interessantes.
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Muitos outros grupos de experiéncias podiam ser propostos, privilegiando outras op-
¢oes. A nossa pode ser descrita de modo resumido como: fazer experiéncias viajando
pela Fisica com meios econdmicos.

Na parte dedicada as no¢des de Fisica necessérias 2 pesquisa somos omissos sobre
a inser¢do histérica. Os estudantes tém em quase todas as licenciaturas disciplinas de
Histéria das Ciéncias onde é analisada a evolugio desta, ndo sendo em geral menospre-
zados os factores politicos, econémicos e sociais que influenciaram o seu desenvolvi-
mento, e como o proprio desenvolvimento da Ciéncia actuou sobre os factores enunciados.

Organigrama do manual

Este manual é composto de quatro partes:

= A primeira parte, assinalada com uma rede cinzento-cladro, ¢ dedicada i descri¢éo das
experiéncias.

= A segunda parte, assinalada a cinzento-médio, ¢ um conjunto de leituras sobre temas
de fisica e andlise de dados.

A terceira parte, na forma de apéndices, engloba notas sobre os instrumentos e

métodos frequentemente envolvidos nas experiéncias. Encontra-se assinalada a

]

A quarta parte agrupa as tabelas de constantes, factores de conversdo, igualdades e
expressoes matemdticas, sistema de unidades, isto &, tudo o que pensamos facilitar a
vida no laboratério e estd assinalada a SR TamSSaTIo

@

Como fazer uma experiéncia

Quando se faz uma experiéncia vérias coisas a podem rentabilizar e convém que o es-
tudante as conhega para as ndo descurar e tirar o melhor proveito do esforco dispen-
dido. Em primeiro lugar deve ter-se gosto em realizar a experiéncia! Uma vez preenchi-
do este requisito, um outro que a primeira vista pode parecer descabido é o de ter um
livro de bordo ou logbook . Finalmente, é necessdrio preparar a experiéncia.

Mas o que é preparar uma experiéncia de Fisica?

Uma vez que algo nos intriga é natural que comecemos por pensar qual a Fisica en-
volvida e alinhar umas tantas ideias. A seguir devemos reflectir sobre o material a usar.
a sua disponibilidade, construgio ou aquisi¢io. Para aferirmos o que sabemos sobre o
que queremos experimentar e se as opgoes feitas foram as convenientes devemos contro-
lar matematicamente o fenémeno. Devem ser feitos cdlculos sobre os valores minimos

' Usaremos o itdlico para os termos estrangeiros.



e méximos que as grandezas podem tomar, estabelecidas relacdes provdveis entre as
grandezas e resolvidos alguns exercicios relacionados com a experiéncia.

A medida que vamos reflectindo nestas coisas vamos tomando apontamentos e o
local ideal para o seu registo é o loghook.

No caso concreto das disciplinas de fisica experimental ou aulas préticas quando se
vai para o laboratério deve ja existir um esbogo do que se pretende fazer. O inicio da
sessao ¢ 0 momento propicio para esclarecimento de dividas surgidas aquando da prepa-
ragio da experiéncia. Seguir-se-d uma avaliacdo do material disponivel e a sua dispo-
si¢do de modo a permitir as medi¢des previstas e a transcri¢do para o loghook do es-
quema geral da experiéncia e das caracteristicas relevantes do material utilizado.
Procede-se as medigoes registando os valores, devendo fazer-se alguns cdlculos, ainda
que preliminares, para ver se os resultados que se estdo a obter s@o coerentes com o que
se esperava.

No inicio do curso os estudantes sentem-se inseguros e pouco habilitados a mexer
nos aparelhos. A atitude a tomar é vencer estes receios € com cuidado e bom senso ten-
tar fazer as ligagOes e mexer nos botdes, lendo sempre as legendas que os acompanham.

Uma vez finalizadas as medidas procede-se a construgio de tabelas, aos cdlculos
precisos, ao tracado de gréficos, etc. Finalmente tiram-se conclusdes sobre a experién-
cia efectuada, tecem-se criticas caso seja necessario e discute-se com o professor e 0s
colegas, no laboratorio, corredor ou bar, os resultados obtidos.

Se o resultado obtido for pouco ortodoxo ou se a experiéncia falhar, é necessdrio
saber avaliar o que se passou, podendo esta andlise ser tdo interessante como o sucesso.

A medida que o curso progride e se adquirem mais conhecimentos as experiéncias
serdo mais atraentes e o laboratdrio passard a ser um local agradavel.

Como deve ser o logbook

# Caderno de capa rigida para resistir a um semestre de laboratério sem ter um aspecto
de velho e poder ser guardado numa estante para uso posterior em qualquer das disci-
plinas de fisica experimental;

As folhas ideais sdo quadriculadas alternadas com algumas de papel milimétrico, per-
mitindo uma apresentacdo arrumada dos célculos, a construcdo de tabelas e esque-
mas sem recorrer a régua. A presenca de folhas de papel milimétrico torna mais rigo-
rosos os griaficos desenhados;

Apesar do trabalho ser realizado em grupo, cada elemento deve ter o seu caderno,
pois no futuro cada um vai precisar dos elementos nele registados e serd cdmodo nesse
momento ter o seu loghook;

Respondendo ao argumento de que durante a aula, por falta de tempo, se escreve tudo
desordenadamente, propde-se que uma parte do caderno, seja utilizada para os regis-
tos feitos aquando das medigdes, isto é, que se crie uma zona de rascunho, tendo o
cuidado de registar a data e a experiéncia a que se referem. Podem fazer-se registos
em dias diferentes e convém nfo misturar tudo sem primeiro analisar se foram realiza-
dos nas mesmas condig¢des e se pertencem a mesma experiéncia;

|



22

m A existéncia de logbook evita, porque em parte os substitui, a realizacio sistemdtica
de relatdrios, guardando-se estes para situacdes especiais;

» No exame final pode ser considerado como mais um elemento de avaliacdo do traba-
lho desenvolvido pelo estudante durante o ano;

w A extensdo do uso do loghook a todas as fisicas experimentais permitird ao estudante
ter um dptimo instrumento de trabalho no fim da licenciatura, que serd sem divida
util para os que seguirem a op¢io de Fisica Experimental.

Como deve ser o relatério de uma experiéncia

Realizada uma experiéncia deve elaborar-se um relatério sobre o objectivo da sua
realizaciio, registo e discussfio dos resultados obtidos. O destino deste relatério pode
ser a publicagio numa revista, a apresentaciio numa conferéncia, o instrumento de
base para uma discussdo com o professor e com os colegas ou um modo eficaz de
conservar uma memoria sobre um esfor¢o que nos permitiu melhor compreender
Fisica.

Como deve ser um relatério?

Como regra de ouro deve ser claro e conciso. A estrutura genérica pode ser muito
variada, Uma, correntemente aceite, consta de uma introdugio com o objectivo da expe-
riéncia, 0 método e o equipamento usados para atingir o objectivo. No caso de parte do
equipamento ou do método serem de concepgdo especifica para a experiéncia deve ser
detalhadamente descrito e ilustrado, podendo ser inserido em apéndice, para ndo que-
brar a sequéncia. Segue-se o registo dos valores obtidos com referéncia aos respectivos
erros de medida e representados se possivel em tabelas ou quadros, analisam-se os dados
e apresenta-se o resultado dos cdlculos. O resultado final deve ser apresentado, sempre
que possivel, sob a forma de grificos que o evidenciem e que facilitem a discusséo.
Conclui-se sobre o éxito ou fiasco da experiéncia realizada. Se no decorrer do relatério
for necessirio referir outros trabalhos, no final deve apresentar-se uma bibliografia com
o titulo do artigo, o nome dos autores e a revista ou livro onde foi publicado.

Esquema de um relatério

Titulo ANATOMIA DE UM RELATORIO
Autores Estudante A e Estudante B

Disciplina FISICA EXPERIMENTAL Y  Ano 2000
RESUMO

Sintese dos objectivos e dos resultados obtidos.

INTRODUCAO

Consideragdes gerais, hipdtese a testar, objectivos a atingir e importincia da expe-
riéncia, invocagdo de outras experiéncias que j4 se realizaram sobre o mesmo pro-
blema.



FUNDAMENTO TEORICO (breve)
METODO E EQUIPAMENTO

RESULTADOS

Valores obtidos, erros que os afectam, tabelas, cdlculos e gréficos.

DISCUSSAO

Andlise sobre a concordincia dos resultados com a hipétese da introduc@o, comparagio
com os valores teéricos ou outras experiéncias, discussdo das diferengas obtidas, pos-
sivel minimizacdo dos erros, tentativa de compreensdo do fracasso obtido se tal for o
caso, proposta de outras vias para estudar o problema.

BIBLIOGRAFIA E REFERENCIAS

Nota: Fazer o relatério com um programa de tratamento de texto confere-lhe um bom
aspecto que pode facilitar a leitura. Mas se um computador nio estiver disponivel ou o
estudante ainda ndo dominar um processador de texto é perfeitamente aceitdvel um rela-
tério bem manuscrito.
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EXPERIENCIA 0
Medicdo de Grandezas Elementares

N as medigdes propostas determinam-se valores para grandezas elementares e manu-
seiam-se instrumentos simples. Os resultados devem ser baseados em diversas
medigoes, afectados do erro e expressos em unidades do Sistema Internacional (SI).
Assim o resultado final é dado por

[valor da grandeza)] % [erro] [unidade]

e deve ser apresentado s6 com os algarismos que forem significativos.

O valor do erro é estimado com base na andlise dos vérios tipos de erros: leitura,
estatistico ou de calibragio, tomando-se o que for maior. Os erros sistemdticos, como o
erro de zero, se puderem ser avaliados devem também ser considerados e o valor da
medida corrigido. '

Sempre que possivel, é interessante analisar os limites de aplicabilidade dos méto-
dos de medida sugeridos e indicar outros alternativos aos propostos.

0.1 Pesquisa proposta

1 Medigdo de didmetros, volumes e dreas.
2 Medic¢ido de densidades.
3 Medigio de intervalos de tempo.

A prossecucio desta pesquisa implica o estudo de

m  Aquisicdo, Andlise e Tratamento de Dados (Leitura 1);
Medidores de Comprimentos (Apéndice 4);
Sistema Internacional de Unidades (TABELAS).

0.2 Equipamento necessario

Régua, craveira, palmer, balanca, varios objectos de formas geométricas diversas e dife-
rentes materiais, fio de prumo, plano inclinado, cronémetro de centésimas de segundo.

0.3 Experiéncias sugeridas

1 Medir espessuras
Qual serd o didmetro de um cabelo?

A espessura de um cabelo pode ser medida usando um palmer. Fazendo algumas medi-
¢oes pode determinar-se o valor mais provavel (média) para o didmetro.
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EXPERIENCIA 0

Estimar o erro de leitura. Comparar o erro de leitura com o erro estatistico no caso
de fazer vdrias medigdes. Estar alerta para problemas como a dificuldade de posicionar
o cabelo entre as esperas do palmer sem afectar a grandeza a medir.

Determine o didmetro de um vulgar fio eléctrico. Compare este valor com o obtido
para o cabelo. Diferem de quantas ordens de grandeza?

A espessura do cabelo pode ser medida com uma craveira? Porqué? E o didmetro
de um fio eléctrico? Existirdo outros métodos para fazer este tipo de medigio?

2 Medir volumes /
Qual é o volume de um clip?

Um método para o determinar consiste em endireitar o ¢lip o melhor possivel. Medir o
didmetro (d) com um palmer ou com uma craveira e o comprimento (L) com uma régua
ou craveira. O seu volume serd dado aproximadamente pelo volume de um ci-

2
lindto v:w(%) L.

Fazendo vdrias medi¢Ges obtenha o valor mais provavel (média) e o erro estatistico
que o afecta (desvio padrdo da média). Estime o erro de leitura. Qual o valor do volume?

Como proceder para avaliar o volume de um clip que se encontre «torto»? (ver ex-
periéncia sobre a medida de dreas). Se optarmos por medir o volume do clip recorrendo
a uma proveta graduada com édgua, devemos evitar que se formem goticulas de ar em
torno do metal. Que tipo de erro provoca esse volume de ar?

Compare os volumes de um clip e de um copo de 4gua.

3 Medir dreas com uma balanca
A experiéncia consiste em medir de forma indirecta a drea A, de uma superficie irre-
gular. Para o fazer é necessério dispdor de uma placa do mesmo material e igual espes-
sura, mas com uma forma regular, cuja drea A, se possa medir facilmente (por exem-
plo um rectangulo). Entdo a razio das dreas das duas placas é igual a razdo das massas
das mesmas.

De facto se ambas as placas sdo do mesmo material a sua densidade é idéntica

Notando que o volume das placas é igual ao produto da drea pela sua espessura x,
que € idéntica para ambas as placas, tem-se

Proceda de modo a poder discutir o erro que afecta a medida.



MEDICAO DE GRANDEZAS ELEMENTARES

4 Medir densidades!
Qual é a densidade do latdo?
A densidade de um material é definida como sendo a razio entre a massa e o volume

No caso de uma liga metélica como o latio (cobre e zinco), a densidade da liga pode
ser expressa em termos da densidade de cada um dos elementos constituintes (ver exer-
cicio 0.1)

1 I 1
— =W, — + w; —
Pliga P P2
mn, s > o
As constantes W= —— € Wy = ——— 8d0 as proporgoes, €m massa, com
m+ 1, o+ g

que cada um dos elementos constituintes entra na composic¢io da liga.

A experiéncia consiste em determinar a densidade de uma peca de latdo (de forma
irregular), e a partir desse valor estimar a percentagem em que cada elemento entra na
liga. Os valores das densidades sdo

Pc.=8.96 g/lem? e py, =T7.13 glom?

Arranjemos uma peca em latdo (por exemplo uma bola, de preferéncia irregular),
uma balan¢a e uma proveta graduada. O volume da pega de latdo (que deverd ser macica)
pode ser medido com uma proveta graduada (com pelo menos | cm? de precisio), semi-
-cheia com dgua. O volume da peca € igual a diferenga de volumes medidos antes e
depois de mergulhd-la na dgua. O peso da peca é medido com uma balanga cuja preci-
sdo deverd ser pelo menos da ordem de 0.1 g.

Como se deve proceder para que o erro da medida seja inferior a 1%?

5 Determinacio do centro de massa de figuras geométricas

As coordenadas do centro de massa (CM) de uma associa¢do de corpos pontuais (xcy,
Yems Zew) s@o fungdo das massas m; e posicdes (x, v, z;) individuais

3 mx; P Sy g Sz
= Yem = o

3 m; 3 m; > n;

Xem =

' Designa-se indiferentemente densidade ou massa volimica.
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EXPERIENCIA 0

Para um corpo macico, a definicio do CM ¢ andloga, substituindo os somatérios
por integrais em ordem ao elemento de massa dm. Se a aceleragio da gravidade g for
idéntica para todos os pontos do corpo, entdo o centro de gravidade, ponto em que se
considera aplicado o peso, coincide com o centro de massa.

No caso de corpos homogéneos com formas geométricas regulares, o centro de
massa € o centro geométrico do corpo. Quando se associam diversos corpos deste tipo,
o centro de massa global pode ser calculado a partir das coordenadas dos CM de cada
componente, considerando-se toda a massa ai concentrada.

Se o corpo homogéneo possui cavidades ou recortes regulares, a sua contri-
buicdo pode ser avaliada considerando o corpo recortado como a associacdo de
um objecto maci¢o com um recorte de massa negativa (correspondente 4 massa
retirada).

Para realizar esta experiéncia devem-se dispor de chapas com formas regulares e
espessura constante (contendo ou nfo recortes) e de um fio de prumo para marcar a ver-
tical. Suspendendo cada chapa por diversos pontos da sua periferia e tracando a verti-
cal que passa pelo ponto de suspensdo, € possivel determinar o centro de gravidade como
o ponto de interseccdo das diferentes direcgdes. As marcagbes podem ser feitas sobre
um papel vegetal colado a placa.

Tente estimar os erros associados a esta determinagiio e compare os resultados
obtidos com as coordenadas tedricas do CM obtidas a partir da geometria das figuras.
O célculo do CM tedrico tem erro? Comente.

6 Medir intervalos de tempo
Na queda por um plano inclinado quem chega primeiro?

A energia mecdnica dos objectos em movimento € dada pela soma das energias ciné-
tica e potencial.

A energia cinética de objectos ndo pontuais é a soma da energia cinética de rotagio
e da energia cinética de translagfo. A energia cinética de translagio de um objecto que

tem velocidade de translagio v é E, = % my?. A energia cinética associada a um mo-
vimento de rotagdo com velocidade angular w expressa-se em termos do momento de
inércia [ por Eg = % Iw?. A energia potencial de um objecto é dada por mgh.

No caso de um objecto que cai rolando por um plano, a velocidade angular o relacio-
na-se com a velocidade de translagio por v = wR, em que R € o raio do corpo em rela-
¢do ao eixo de simetria. Havendo conservaciio de energia mecénica, a medida que o
corpo cai a energia potencial perdida € convertida em energia cinética. Se for & o des-
nivel no plano inclinado, temos com base no principio de conservacdo da energia

mgh = > mv?+ 5 Iw
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Na figura indicam-se os momentos
de inércia em torno do eixo de simetria
para alguns objectos que podem rolar.
De uma forma geral, um corpo que role
e que tenha um eixo de simetria, tem um
momento de inércia dado por I = BMR?,
sendo 3 um factor adimensional.

Para a realizacéo da experiéncia sdo necessdrias esferas, cilindros e aros de vérios
metais (por exemplo latdo, ferro e aluminio), com raios e massas iguais ou diferentes.

A experiéncia consiste simplesmente em largar os objectos numa calha inclinada,
com cerca de 1 m de comprimento. Com um cronémetro manual e precisdo de centési-
mos de segundo, deve medir o tempo dispendido por cada um deles para percorrer uma
mesma distancia.

Organize os resultados da experiéncia na forma de uma tabela.

Os resultados obtidos correspondem 2 expectativa inicial?

Quem chega primeiro?

Qual a precisdo da resposta?

Procure explicar de uma forma simples e intuitiva o que observou e 0s erros que se
cometem neste tipo de medigdes.

Esfera

MR’

2
5

Sugestoes Técnicas

Se quiser construir uma pega de forma particular ou de um material diverso dos forne-
cidos, informe-se da possibilidade de utilizar a oficina da sua escola. Se esta ndo exis-
tir, tente fazer a peca com as ferramentas que todos temos em casa para 0s pequenos

concertos domésticos.

0.4 Exercicios

0.1 ™ Encontrar a relagdo existente entre a densidade de uma liga p,, ¢ as densidades
dos dois elementos que a constituem p; e p, em termos das propor¢gdes em massa o,
e ws.

0.2 Tomando a forma genérica do momento de inércia para os objectos que rolam por
um plano inclinado, deduza qual € a percentagem de energia de rotagio e de translagio
na energia cinética total. Faca uma aplicagio ao caso de aros, cilindros e esferas.

0.3 Suponha que tem a sua disposi¢@o dois cilindros que exteriormente sio idénticos,
isto é, tm as mesmas dimensdes e exactamente o mesmo peso. Sabe-se que um dos
cilindros € de ouro enquanto que o outro é uma imitagao feita de prata com uma fina
pelicula de ouro. Conceba uma experiéncia simples ndo destrutiva para descobrir qual
dos cilindros é de ouro. (Nota: os cilindros nio tém que ser macigos.)


ver errata
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0.4 Pretende-se determinar a energia cinética E, = 5] mv? de um corpo a partir dos va-

lores medidos para a massa e velocidade

mtdm= (1.25+0.05) x 10! kg
vEdv = 0.87£0.01 m/s

em que os erros dados sdo erros estatisticos.

a) Calcule o valor da energia cinética. ;
b) Calcule o erro estatistico absoluto.
¢) Calcule o erro estatistico relativo.

R:ia) E.=473x102J b)3E.=022x102J c¢)5%

0.5 Pretende-se calcular a componente da aceleracio da gravidade g ao longo de um
plano inclinado a = gsenB, em que 6 € o dngulo que o plano faz com a horizontal. Os
valores experimentais afectados do erro estatistico sdo

g+8g=978+3 cm/s?
6 + 86 = 0.859 +0.002°

a) Calcule o valor da aceleracéio.
b) Calcule o erro estatistico absoluto.
¢) Calcule o erro estatistico relativo.

R:a=14.7 cm/s* b)6a=0.1cm/s? ¢) 0.7%

0.6 A temperatura de uma sala foi medida em intervalos de cinco minutos durante uma
hora. Os resultados obtidos, expressos em grau celsius, foram:

21.1, 22,0, 21.5, 21.8, 21.7, 21.3, 20.9, 21.0, 21.2, 21.5, 21.2, 21.0

a) Qual foi o valor médio da temperatura durante essa hora, o desvio padrio e o
desvio padrido da média?

b) Suponha que durante o intervalo de tempo em que se fizeram as medidas as varia-
¢Oes na temperatura ficaram-se a dever a trocas de calor com o exterior (por exemplo
portas ou janelas que se abriram). Nesta situagfo a grandeza desvio padrio da média s,
tem o significado fisico de erro na medida da temperatura? Porqué?

R: a) <T> = 21.35°C, s=0.35°C, s, = 0.10°C  b) Nio, porque as variacdes observadas no va-
lor da temperatura s@o devidas a causas fisicas e ndo se devem ao método de medicao.
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Estudo do Péndulo Simples e Determinacio
da Aceleracio da Gravidade no Laboratério

péndulo simples é o modelo simplificado
de um corpo oscilante seguro por um fio, LIS LSS S
em que se considera a massa do fio despreza-
vel, e as dimensdes do corpo pequenas quando
comparadas com o comprimento do fio. No la-
boratério ¢ normalmente usada uma pequena
esfera de massa M e raio r suspensa por um fio
inextensivel de comprimento /;. Quando se afas-
ta a massa da sua posi¢do de equilibrio e depois
se abandona, o péndulo vai oscilar com um
movimento periddico de periodo T em torno da
posi¢ao de equilibrio, descrevendo o centro de
gravidade um arco de circunferéncia de raio
I =1+ r. A posi¢io do péndulo é dada em cada
instante pelo dngulo que o fio faz com a vertical 8, sendo positivo no sentido directo.
As tnicas forgas que actuam a massa sdo o seu peso Mg vertical e a tensdo no fio T.
Recordando que numa circunferéncia o comprimento do arco s é dado por /6, po-
demos escrever para a componente tangencial do movimento a equagio

d(16)

dt?

—~Mgsenh =M

Se considerarmos que o angulo 0 ¢é suficientemente pequeno para admitir a aproxi-
magdo senf~#, entdo a simplificagio da expressio anterior permite obter a equacio do
oscilador harménico simples

d0 . e
a7 +wiB=0 com mr,—\l{

O periodo do movimento, nesta aproximacio, é entdo dado por
e
Ly=2myL

sendo uma fungd@o exclusiva do comprimento do péndulo e da aceleragio da gravidade
no local.

No entanto, para éngulos em que a simplificagio ndo ¢ vdlida, o periodo do pén-
dulo passa a depender da amplitude mdxima de oscilagdo através da expressio

0y 1 3 (8(,' ]
2 (M0 ) b I d UG
sen ( 3 )+ 53 g sen' (=5 J+

_ 1
T_T{}[l+23k
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Para amplitudes inferiores a 40° e para a precisdo com que ¢ medido o periodo no
laboratério (da ordem de 0.1%), basta considerar a influéncia do primeiro termo da
série, que na sua forma aproximada vale

1
T= T[,( Lf=s eg) (8,em radianos)

O conhecimento do periodo, comprimento e amplitude méxima do péndulo permite
calcular o valor da aceleragdo da gravidade no laboratério. O valor obtido pode ser com-
parado com o valor de referéncia ao nivel do mar dado por

g =9.78032 (1+0.0053025 sen’$—0.0000058sen?2dh) m 52

A correcgio devida a altitude i (em metros) a que se encontra o laboratdrio é dada
aproximadamente por

Ag=-0.1967h % 105 m s2

Uma série de outros efeitos afectam igualmente o valor do periodo. A forga de im-
pulsdo devida ao ar altera o periodo das oscilagdes da forma dada pela expressao

T=Ty|l +—

I Par J
2 p péndulo

em que p é a densidade.
A influéncia da massa do fio de suspensdo no periodo é dada por

34 sendo M a massa do péndulo e m a massa do fio. O efeito do amortecimento para peque-
nas oscilagdes pode ser estimado por

-142

T, ]2

=1 [1_(471‘7

em que T € o tempo de relaxagdo, metade do tempo necessdrio para que a amplitude se
reduza a 1/e do seu valor inicial.



ESTUDO DO PENDULO SIMPLES E DETERMINAGAO DA ACELERACAO DA GRAVIDADE NO LABORATORIO

1.1 Pesquisa proposta

1

%]

BE M B B

Determinar como o periodo de um péndulo simples, de comprimento fixo, de-
pende da amplitude da oscilagdo.

Determinar como o periodo varia com o comprimento do péndulo.

Medir a aceleragdo da gravidade no laboratério.

A prossecugdo desta pesquisa implica o estudo de

Estudo do Péndulo Simples (Leitura 2);

Aquisicdo, Andlise e Tratamento de Dados (Leitura 1);

Medidores de Comprimentos (Apéndice 4);

Consulta da tabela sobre os valores da aceleragio da gravidade em funcio da la-
titude geografica (TABELAS).

1.2 Equipamento disponivel

Péndulo simples de comprimento varidvel com uma base onde se pOssa marcar uma es-
cala angular ou uma folha de papel polar (facultativo), cronémetro (precisdo aconselhada
nao inferior a 1/100 s) ou cronémetro electrénico baseado numa célula fotoeléctrica
associada a um sistema de aquisigio com computador.

1.3 Experiéncias sugeridas

1 Preparacio

O que entende por comprimento do péndulo?

Deve comegar por estabelecer um modo que permita determinar com rigor 0 compri-
mento do péndulo, a incerteza nessa medida e como medir a amplitude de oscilagio.

2 Estudo da variacio do periodo do péndulo com a amplitude de oscilacio

Com um péndulo de comprimento médio (50 ¢cm) determina-se a dependéncia do perio-
do com a amplitude de oscilagio, medindo perfodos para amplitudes de 5° a 50° (minimo
de 6 valores). Para cada amplitude o amortecimento das oscilagBes durante a medi¢do
do periodo deve ser estimado.

Para pequenas oscilagoes pode-se afirmar que o periodo é independente do dngulo de
oscilacdo?

Usando o valor normal da gravidade para o laboratério e recorrendo 3 férmula aproxi-
mada de T em fung@o de 0, pode construir-se uma tabela com Top Ty € T e das suas
diferencas em percentagem.

Determine T;, e g a partir de um grifico de T em fungdo de 67, Discuta a validade

da expressdo aproximada T, = 27 '\fgf Avalie o efeito do amortecimento e se achar ne-

cessdrio tome-o em consideragio.

35



36

EXPERIENCIA 1

3 Estudo da variaciio do periodo com o comprimento do péndulo

Alterando o comprimento do péndulo estude como o periodo varia com esta grandeza.
Um grifico de T(I) e um de T?(/) podem ajudar a tirar facilmente uma conclusdo. O ni-
mero de medidas deve ser de modo a permitir tragar um gréfico e ajustar uma fungio
aos dados (a amplitude de oscilagdo 6y, fixa, terd de preferéncia um valor inferior a 20°).

4 Medicéo de g no laboratério

Com um péndulo de um metro determina-se a acelerag@o da gravidade g. Deve-se reflec-
tir sobre o niimero de oscila¢des a tomar de modo a que a medida venha afectada de um
erro inferior a 1%. A amplitude de oscilagdo adequada é inferior ou da ordem de 10°.

Porque razdo se aconselha o uso de um péndulo de 1m? O que sdo pequenas oscila-
¢oes para este péndulo?

5 Avaliacao de efeitos secundarios na medig¢ao de g

Os efeitos da ac¢do do ar, da massa do fio de suspensdo, da amplitude de oscilagdo e
do seu amortecimento sobre o periodo de oscilagao podem ser calculados. Se conve-
niente, o valor de g obtido deve ser corrigido.

Sugestoes Técnicas

m Escolher um fio indeformével para sus-
pensdo do péndulo. Nao usar fio de nylon.
Os fios metdlicos ndo podem ser usados
devido a resisténcia adicional introduzida no
ponto de suspensdo. A suspensdo do pén-
dulo deve ser tal que o plano de oscilagdo
nfo rode durante a medi¢io. O modo de lan-
camento do péndulo deve ser suave e repro-
ductivel. Sugere-se o uso de um anteparo.

= Para medir o periodo € mais pratico tomar
como instante inicial e final o momento em
que o péndulo passa pelo ponto médio da
oscilacdo, isto é, no ponto em que o angulo
¢ zero. Deve-se desprezar a primeira passa-
gem. Notar que a precisdo na medi¢do ma-
nual do tempo apenas depende do tempo de reacgdo do operador (de 0.1 a 0.2 s) e ndo
da precisido do cronémetro (que pode ser da ordem do ms).

= A
T

= Se 1 é o tempo gasto em n oscilagdes completas, o erro com que se mede o periodo 7'
¢ inferior ao erro & com que se mede 7. O erro em T serd &/n. Portanto, pode aumentar-
-se a precisdo aumentando o numero de oscilagdes. Esta técnica ndo € aconselhavel para
grandes angulos. Porqué? Sugere-se que com um cronémetro cldssico se efectue em cada
experiéncia um conjunto de 5 medigoes de 10 periodos.
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= Para melhorar a medida do comprimento do péndulo deve usar uma régua ou fita
métrica para medir o fio de suspensdo e um palmer ou craveira para medir o didmetro
da esfera e o sistema de suspensdo. E mais pratico fazer a medi¢do do comprimento do
fio com este esticado na horizontal.

= Se quiser determinar a densidade do péndulo deve usar a balanga que existe no labora-
torio e o palmer ou craveira.

1.4 Exercicios

1.1 Usou-se um péndulo simples para medir g tendo sido feitas 20 medidas do periodo
T. A média e o desvio padrio da série de valores obtida sdo respectivamente 1.82 s e
0.06 s. Dez medigdes do comprimento € deram uma média de 822.7 mm e um desvio
padrdo de 2.4 mm. Calcule o valor de g e o seu desvio padrio.

R: 981l ms2 0.15ms=,

1.2 Numa experiéncia de péndulo simples, cujo objectivo é medir g, obteve-se o periodo
com 2% de erro relativo e o comprimento com 1.5%. Qual é a precisdo do valor de g?
R: 5.5%.

1.3 & Calculou-se o valor da gravidade esperada para um dado local, admitindo-se que
a densidade média da crusta terrestre é 2.67 g/cm®. O valor obtido foi 9.800235 m/s2.
Calcule a anomalia gravimétrica (diferenca entre o valor medido e o valor esperado)
que seria produzida se sob esse local existisse um jazigo esférico de cobre centrado a

I km de profundidade. Use uma densidade média do minério de 3.20 g/cm® e um raio
de 200 m para a dimensao do jazigo.

R: Ag=1.42x10-5m/s>

1.4 De quanto varia o valor de g conforme a medicio é feita na base ou no topo da torre
Eiffel (altura aproximada 320 m).

R: g diminui de 9.86 x 10-* m/s2.

1.5 Demonstre a expressiio:

= 1 Par
e Tyl #5 - Por
Y v 2 pp{-ura’u."u ]

Sugestdo: sabendo que d < D, o desenvolvimento em série permite escrever

I
(1+x)?2=1+=x

2
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1.6 Porque razdo os corpos pesam mais nos Polos?

R: Devido a forma da Terra que é aproximadamente um elipséide achatado nos pélos e também
devido & auséncia da forga centrifuga originada pelo movimento de rotagio do Globo.

1.7 Usando a aproximag@o mais simples para a acelerac@o da gravidade como resultado
da atracgio de uma massa pontual,

GM ;
§= 27

determine:

a) A massa da Terra sabendo que o seu raio vale aproximadamente 6400 km. Use
£=9.800 m/s?,
b) A variagdo da gravidade com a altitude para corpos na vizinhanga da superficie
do Globo.
¢) Usando o resultado anterior, determine a variacdo com a altitude do periodo de
um péndulo simples.
Ag

R: a) M:=6.016x10% kg h)A—h =-3.06x10% s c)

A Tn / To

— 50 m-!
AR =1.56X10"°% m

1.8 O periodo T de um oscilador harménico simples com amortecimento € fungéo da
massa m do oscilador, da constante de restituigdo k e do parimetro de amortecimento b

a4 | =12

L]

Cada um dos pardmetros foi medido experimentalmente e os erros calculados sdo
estatisticos

T=2w

k+dk = 0.11£0.01 N/m
m+dm = 0,500+0.005 kg
b+8b = 0.062+0.008 kg/s

a) Calcule o valor do periodo.
b) Calcule o erro estatistico absoluto.
¢) Calcule o erro estatistico relativo.

R:a)T=14s b)odT=1s5 c)7%
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Analise Estatistica dos Dados de uma Experiéncia

ual a importincia de uma distribui¢io de probabilidades? Como resposta leiamos
Q um extracto do romance de Rothman':

... Everyone present had one theory, if not two. Aside from the blue, red, and abstract cover
hypotheses, there was the «strong, clean design» hypothesis, which I have never entirely unders-
tood. Its advocate maintained that «best covers sold the best and the ugliest covers sold the
worst». Jonathan Piel proposed that «man and machine» covers were most popular. Yet another
editor made the novel suggestion that contents were more important than cover: every issue with
a major policy article or a math article or a computer article sold better than average. She bols-
tered her case by pointing out that at most newsstands the cover of Scientific American is buried
behind Popular Mechanics. )

The discussion went on for one and a half hours. As the other editors argued, I sat there
morosely trying to image a similar gathering at the editorial offices of Cosmopolitan, where all
covers to emerge are essentially identical. «Every centimetre of cleavage sell 90 000 copies. Blue
mascara sells better than brown. Sex after marriage in the upper left-hand corner does not do as
well as how to carry on an extramarital affair.» I couldn’t buy it. After sufficient grumbling 1
was given the floor. It would be impressive to say I was duelling off the cuff, but I am not so
brave and had come prepared. When the sales figures were given to me I did the first thing any
physicist (probably even Feynman) would do: make a histogram that showed the number of
issues selling a given number of copies. Why?

If you don’t want to call it instinct, call it training. It seemed obvious that the factors influen-
cing the sales of a magazine are many: the weather, the cover, the contents, the mood of the buyer,
the budget deficit, a chance romantic encounter at the newsstand, perhaps the phases of the moon.
In fact there must be so many factors influencing sales that it becomes impossible to isolate any
one of them, and the result is essentially random.

For this reason I knew that even if some light pattern existed, it would be buried in statistical
noise and extremely difficult to detect. On the other hand, if the newsstand sales were experien-
cing genuinely random flutuactions, that should be pretty easy to show by a histogram. Physicists
are unscrupulous opportunists, so I opted for the easy way out. Within about 15 minutes I had
my answer: the 22 issues for which I had data formed a Gaussian distribution, at least as close
to a Gaussian distribution as you could hope for with only 22 points.

You may not have heard the term Gaussian distribution, but you have heard the terms nor-
mal distribution or bell-shaped curve. They are synonyms; many random processes result in
Gaussian distribution, so many that the bell-shaped curve has become the symbol of random-
ness...

Com o texto torna-se evidente que se propde o estudo de distribui¢des de probabi-
lidades, mas aplicadas a situacdes fisicas.

""Tony Rothman, A Physicist on Madison Avenue, ed. Princeton University Press, 1991. O autor é
fisico e escritor, num dado periodo da sua vida pertenceu ao conselho editorial da revista Seientific American.
Rothman ensina relatividade na Universidade de Harvard.
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Uma amostra de 1, niicleos de um dado elemento radioactivo com probabilidade de
desintegra¢do N, decai no tempo de acordo com a relagio

n(t) =nyge™

A radioactividade ¢ em si mesma um fendmeno de natureza estatistica, portanto ideal
para estudar conceitos como:

— média e desvio padrio,
— probabilidades de distribuicdo de acontecimentos,
— testes de confianga.

O declinio radioactivo, devido as suas caracteristicas, n grande e A pequeno, condu-
zindo a uma média . = nA\ finita, rege-se por uma distribuicio de probabilidades do tipo
Poissoniano. Podemos assim analisar o que se entende por este tipo de comportamento
e as vantagens que dai advém.

A maioria dos processos apresenta um comportamento normal ou gaussiano quando o
nimero de acontecimentos € grande. A distribuicio de Poisson tende para a distribui-
¢do normal quando a média p € grande.

2.1 Pesquisa proposta

I Com uma amostra de nicleos de Y'Cs determinar o valor médio e a va-
ridncia do nimero de desintegragdes que ocorrem num dado intervalo de
tempo.

2 Estudar o tipo de distribuiciio de probabilidades a que a amostra obedece.

3 Testes de confianca sobre os resultados.

A prossecucido desta pesquisa implica o estudo de

w Aquisicdo, Andlise e Tratamento de Dados (Leitura 1);
Radioactividade (Leitura 3);

Funcionamento do Detector Geiger-Muller (Apéndice 5);
Nocdo de dngulo sélido (TABELAS).

]

2.2 Equipamento necessario

Detector de Geiger-Muller, sistema de contagem de impulsos eléctricos, fonte ra-
dioactiva fraca de '*7Cs (~10* Bg, T,z = 30 ano), ¢ um osciloscépio (opcio-
nal).
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2.3 Experiéncias sugeridas

1 Montagem de um sistema de contagem de radiacdo

Moléculas de gis
ionizadas

Radiagao

ionizante é) N ‘é : -ié = ’;" \ & _V_
0 P [ /
T'. I ]
Electries Kas do,
Fonte - R Unidade de
radioactiva contagem
Citodd
AT ]
%
Fonte de

alta tenséo

Colocar o detector em situagio de contagem, aplicando ao detector a ddp indicada sobre
o mesmo e ligando o sistema de contagem. Uma fonte radioactiva é colocada em frente
da janela do detector. Devem cumprir-se todas as medidas de seguranca indicadas junto
da fonte radioactiva. Se tiver disponivel um osciloscépio e estiver familiarizado com o
seu funcionamento, pode observar nele o sinal dado pelo detector.

2 Verificacdo da aplicabilidade da distribuicio de Poisson

A probabilidade de ocorréncia de uma contagem cujo o resultado é n, segundo a distri-
buicdo de Poisson é dada por

P(n,p) = % e

em que p ¢ a média da distribuicdo. Afastando o detector da fonte e usando um tempo
de contagem breve é possivel obter uma taxa de contagem média da ordem de 4 ou 5.
Com base num grande mimero de contagens, N> 50, pode evidenciar-se o cardcter pois-
soniano da distribui¢@o a partir da comparagdo entre o grifico de probabilidades experi-
mentais e o grafico tedrico, ambos em funcio de n.

Calculando a média e o desvio padrdo da amostra, podemos ainda verificar se o des-
vio padrdo estatistico coincide com o previsto pela distribuicdo de Poisson, i.e., se
s =1, e discutir se a desintegragdo radioactiva obedece ou néo a este tipo de distribui-
¢do. Para este efeito pode ser usado o teste do x2%.

3 Verificacido da aplicabilidade da distribuicio gaussiana e teste do y?2

Construa-se uma amostra de N>50 medidas com uma taxa de contagem da ordem de
200, Este valor obtém-se aproximando o detector em relacgio a fonte e com um tempo
de contagem maior que na experiéncia anterior. Calculando a média <n> e o desvio
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padrdo s da amostra, podemos verificar que o desvio padrio estatistico coincide com 0
previsto pela distribui¢io de Poisson. '

Tragando um histograma com intervalos de largura s ou de % ilustra-se como os
valores se distribuem em torno da média e verifica-se como os valores experimentais
se comportam em rela¢@o a uma distribui¢do de Gauss. Segundo esta distribuigéo, a pro-
babilidade de ocorréncia de uma contagem x (ou n) é dada por

(x—pp

2a0?

1
PO = me ©

Se o fenémeno apresenta um comportamento gaussiano entdo os acontecimentos dis-
tribuem-se em torno da média da amostra X de acordo com certos valores de probabili-
dade dados nas TABELAS. Por exemplo,

19.15% entre [E,E+%]

68.27% entre [ x-s, x+5 ]
95.5% entre [ x-2s, x+2s ]

A comparagio entre o histograma das probabilidades experimentais f;mdi4¢ e tedri-
cas fiesrerade permite avaliar a hipétese formulada. E possivel usando o teste do 2, em
que

[r _esperado __ fr' mecicler ]2
i ;

X’=2
I

f ‘.(“.\'pc'i'ﬂ:fu

determinar o nivel de significincia do resultado (consultar a tabela de x? na sec¢do das
TABELAS).

4 Aplicacio da distribuicfo t de Student

Considerando apenas os 10 primeiros valores da amostra anterior, podemos avaliar a
validade de tomar o desvio padrdo da amostra como V. Para isso calcula-se o valor da
XL

variavel 7= e aplica-se o teste t de Student (consultar nas TABELAS os valores

de confiangca em funcio do nimero de valores da amostra).

5 Experiéncia * — Determinacéo da idade da fonte

Para uma dada medida de taxa de contagem, se medirmos o dngulo sélido segundo o
qual o detector vé a fonte radioactiva e se for dada a eficiéncia do detector e a activi-
dade inicial da fonte, pode estimar-se a idade da mesma.
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2.4 Exercicios

2.1 Calcule o niimero de niicleos e a probabilidade por unidade de tempo de um nicleo
se desintegrar numa amostra de 1 pg de '¥7Césio. O periodo deste isétopo é 30 ano.
O nimero de Avogadro existe nas TABELAS. Perante os valores encontrados discuta
se este fenémeno pode ser previsto de acordo com a probabilidade de Poisson.

R Npgerens = 4%10'3, A=7.3x10-"s-1. O niimero de acontecimentos n .0 ¢ um niimero grande o
que satisfaz, conjuntamente com o valor de A, as condi¢des daquele tipo de distribuigap, isto €&,
a média de desintegractes por segundo n\ é finita.

2.2 Uma determinada instalagdo para detec¢do de raios césmicos regista em média 4
eventos em 30 segundos. Calcule a probabilidade de se observarem em 30 segundos
a) zero eventos
b) pelo menos 1 evento
c) apenas | evento
d) apenas 4 eventos

R: a) P(0)=0.0183 b) P(n21)=1-P(0)=0.982 c¢) P(1)=0.0733 d) P(4)=0.1954

2.3 Com um contador Geiger-Muller fez-se um conjunto de 20 medidas, de 1 minuto
cada, do nimero de desintegragdes de uma fonte radioactiva. Os resultados obtidos fo-
ram os seguintes

197, 216, 182, 167, 180, 223, 190, 188, 209, 195,
186, 208, 177, 195, 198, 194, 202, 201, 200, 205

a) Calcule o valor médio <x>, o desvio padriio s e o desvio padrio da média s, da
amostra. '

b) Faga um histograma dos dados (sugestdo: divida a amostra em classes de largura
igual a s).

¢) Verifique que para esta amostra é aproximadamente vilida a relagdo s = Vexs.
Que tipo de distribuicéo tedrica prevé que se adapte a estes dados?

d) Usando o teste do x? verifique a seguinte hip6tese a um nivel de significincia de
0.1: a amostra foi retirada de uma populagio com distribui¢do normal de valor
médio p=196 e desvio padrio o = Vu = 14.

R: a) <x>=195.7, s=13.5, 5,=3.0. ¢) Distribui¢io de Poisson. d) Dividindo a amostra em 6 inter-
valos de largura igual a 14 e centrados em 196 obtemos um ¥?=0.465. A um nivel de signifi-
céncia de 0.1 o valor limite do x2 para 4 graus de liberdade é de 7.78>0.465, logo a hip6tese é

aceilte,

2.4 Suponhamos que trés experiéncias concorrentes tinham medido a vida média da par-
ticula 7 tendo chegado aos seguintes resultados

experiéncia 1 : 7=0.302 £ 0.007 ps
experiéncia 2 : 7=0.28 £ 0.04 ps
experiéncia 3 : 7=0.315 £ 0.009 ps


ver errata

ver errata


EXPERIENCIA 2

Calcule o valor médio dos resultados das trés experiéncias, e o erro a ele associado.
E licito neste caso, fazer-se uma média simples dos resultados? Porqué?

R: <7>=0.30610.005 ps; ndo deve ser feita a média simples pois trata-se de resultados de expe-
riéncias diferentes e com erros que ndo sao da mesma ordem de grandeza (a experiéncia 2 é menos
precisa que as outras duas).

2.5 Wt Considere o declinio radioactivo de uma fonte cuja actividade é medida em in-
tervalos de 15 s. O nimero de contagens feitas em cada intervalo é indicado na tabela

t/s 1 15 30 45 60 75 90 105 10 135
N 106 8 98 75 74 73 49 38 37 22

a) Determine a vida média da fonte a partir de um ajuste linear aplicado a lei do
declinio radioactivo.

b) Classifique a qualidade do ajuste a partir do valor de x? reduzido que obtém.
Rra)t=111.1£0.1 s b) O x? reduzido vale 1.96, valor que é um pouco alto, podendo signi-

ficar que a forma da curva de ajuste ndo é a melhor, podendo contudo ser aceitdvel.

2.6 As distribui¢tes das notas nos anos lectivos de 1990/1991 e 1992/1993 de uma ca-
deira de Fisica Experimental encontram-se no quadro

notas 0_2 4 68 10_ 12 14 16__18 20
ano 1990/1991 1 12 4 10 5 30 33 21 6 4
ano 1992/1993 3 5 11 8 20 53 70 38 13 2

Verifique se as distribui¢des das notas sdo compativeis com distribuicdes normais,
a um nivel de significancia de 0.05 e 0.001.

R: Néo.



EXPERIENCIA 3

Osciloscopio, Medicdao de DDP,
Tempos e Diferencas de Fase

i

objectivo deste bloco € essencialmente a familiarizagdo com o osciloscépio.
Conhecer as muiiltiplas situagdes em que este instrumento se revela um auxiliar
precioso na medi¢éo de diferengas de potencial (ddp), tempos, frequéncias e diferencas
de fase (ddf). Comparam-se as medig¢Ges de ddp feitas com o osciloscopio e as feitas
com multimetros. O osciloscépio permite o estudo das principais caracteristicas das ddp
varidveis no tempo produzidas por geradores de sinais.
Uma ddp que varia no tempo de modo periédico é caracterizada por parimetros
como

V() valor da ddp em cada instante
Vv, amplitude mdxima
T periodo
f=1/T frequéncia
w = 27f frequéncia angular
b fase
Vi =2V, amplitude de pico a pico
P i» Vvalor eficaz ou RMS (Root Mean Square). E o equivalente
Vi l ‘PW{.')a‘r conu‘nuo.da ddp alle.mz} ql:le provocaria a mesma dissipacio
1 L de energia numa resisténcia.

Entre muitos sinais possiveis, os mais usuais em circuitos eléctricos sio os sinais
sinusoidais,
V(r) = Vysen (wr + ¢)

em que a ddp eficaz ¢ dada por V= % =0.707V,.

A diferenca de fase ¢ entre dois sinais sinusoidais x(t) e y(t) de igual frequéncia
pode ser medida a partir da sua composigéo, produzindo no osciloscépio a figura de um
elipsdide de equagio

x*y? Qxy

~yach = 2
?—FF_E LOS(b—Sen(b

No caso de =0°, b=+ 90° e $=180° a equagio anterior assume formas particula-
res € se a=b a elipse transforma-se numa circunferéncia.
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Para medir uma ddf ¢ arbitraria, de-
ve fazer-se a medigdo das amplitudes Y,
e Y, como indicado na figura. Para a
elipse a cheio tem-se

Ib! =sen(Y/Y))
enquanto que para a elipse a tracejado,

alongada entre o 2° e 4° quadrantes, a
ddf é dada por

Ibl=180° —sen'(Y./Y))

Quando se realiza a composicio de
dois sinais sinusoidais com frequéncias distintas,

x=Acos (0, + o) com fi=w,2m = T,

y=Bcos (v, + ¢y,) com fi=w, /27w = 1T,
obtemos as FIGURAS DE LISSAJOUS. Estas t€m uma forma caracteristica que de-
pende da razdo entre as frequéncias dos
sinais e do valor da diferenca de fase ini-
cial, Adg = dor —do,. A razio entre as
frequéncias dos dois sinais € igual a ra-
zdo entre o nimero de pontos de tan-
géncia ao eixo horizontal e vertical.

b n.* de arcos tangentes ao eixo horizontal

fe n.° de arcos tangentes ao eixo vertical —

3.1 Pesquisa proposta

| Observar ddp continuas e alternas.

2 Medir diferencas de fase.

3 Medir relagdes entre frequéncias.

4 Medir ddp em circuitos resistivos simples.

A prossecugiio desta pesquisa implica o estudo de

O Osciloscépio (Apéndice 1);

Multimetros (Apéndice 2);

Fontes de Tensdo e de Corrente Eléctrica (Apéndice 3);
Primeiros pardgrafos dos Circuitos Eléctricos Bésicos (Leitura 4).



OSCILOSCOPIO, MEDICAO DE DDP, TEMPOS E DIFERENCAS DE FASE

3.2 Equipamento necessario

Osciloscépio de dois canais de 20 MHz (OSC), multimetro digital, fonte de tensdo con-
tinua ou pilhas, dois geradores de sinais periddicos, resisténcias.

3.3 Experiéncias sugeridas

1 Regulacio do ponto luminoso no ecra do OSC

Verificar que todas as escalas estao na posigio de calibradas (controlo CAL nos botdes
que seleccionam as escalas TIME/cm e V/cm). Ligar o OSC e obter no ecrd um traco
continuo de boa qualidade éptica usando o potenciémetro de INTENS e FOCUS. Se usar
um tempo de varrimento grande (s/cm) pode observar-se em vez de uma linha um ponto
a deslocar-se horizontalmente.

2 Medicdo da resisténcia interna do OSC

Com um ohmimetro digital pode medir-se a impedéncia de entrada seleccionando suces-
sivamente as entradas DC, AC e GD.

3 Medicéo de ddp

Com o modo TRIGGER seleccionado em AUTO e assegurando-se que se esti no modo
Y-T, podem medir-se as ddp aos terminais de pilhas ou de uma fonte de tenséo conti-
nua, escolhendo sucessivamente o comutador de entrada do OSC em DC, AC e GD. Se
0 OSC tiver a opgio INVERSOR podemos estudar o seu efeito. A medi¢do das mesmas
ddp com um voltimetro digital nas escalas de valores maximos da ordem de 2 ¢ 20V
permite confrontar as caracteristicas destes dois medidores de ddp e discutir as dife-
rengas e as analogias. Os valores medidos devem ser registados com o erro de leitura.

4 Funcionamento do frigger e medicio de frequéncias

Com o TRIGGER no modo AUTO e usando o gerador de sinais para obter um sinal sinu-
soidal, pode observar o que sucede para cada posi¢o do selector de entrada do OSC (DC,
AC, GD), medir o periodo e calcular a frequéncia do sinal escolhido. Regule a frequéncia
do sinal para um valor inferior a 1 kHz. O mesmo sinal deve ser observado com o OSC
em modo TRIGGER NORMAL, que permite avaliar a ac¢io do LEVEL e SLOPE +/-.

5 Caracteristicas dos sinais de ddp variaveis no tempo

Observar no OSC sinais sinusoidais, triangulares e quadrados de frequéncias da ordem
do kHz. Medir as respectivas amplitudes de pico a pico, maxima, periodos e frequén-
cias, usando o trigger no modo AUTO ou NORMAL. Comparar os valores das ddp com
os medidos com o voltimetro digital. Registar os sinais, discutir os valores obtidos e
estabelecer as relagbes matemdticas entre as ddp medidas com os dois aparelhos.
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6 Ponta de prova

A ponta de prova é usada como atenuador de tensdo, pois introduz uma resisténcia de
0 M() em série com a resisténcia de entrada do OSC. Se a ligarmos 4 entrada do OSC
e observarimos por exemplo o sinal que é dado no OSC pela saida CAL 0.2 V (saida
TESTER ou qualquer outro sinal de tensdo), podemos registar a ac¢do do comutador
x1 e x10 da ponta de prova e confirmar se a resisténcia desta é o valor acima referido.
O OSC deve ser utilizado no modo Y-T e com o trigger em modo AUTO.

7 Observacio simultinea de dois sinais ‘

Com o OSC em modo Y-T' e DUAL, ligando duas saidas sinusoidais de um mesmo gera-
dor de sinais as entradas Y1 e Y2 do OSC podem observar-se ambos os sinais nos
modos TRIG I, TRIG I, ALT e CHOP. Medir a diferenca de fase (ddf) entre ambos os
sinais e estabelecer entre eles, se o gerador permitir, uma diferenca de fase ¢ = 90°.
O modo Y-X permite confirmar o valor da ddf. Regule a amplitude dos sinais de modo
a obter quer uma circunferéncia quer uma elipse. Devem representar-se 0s sinais em
modo Y-T e em modo Y-X.

8 Medicio de ddp em circuitos resistivos

Regulando uma fonte de tensdo para 10 V
e aplicando esta ddp a um circuito do tipo
da figura, montado numa base de contac- "
tos eléctricos, pode-se registar a ddp aos 10V GD
terminais de todas as resisténcias e discu- =
tir o valor obtido a partir da medi¢do com
0 OSC e com um voltimetro digital. Este
circuito também permite verificar as regras
de associagdo de resisténcias.

9 Experiéncia+ — Figuras de Lissajous e batimentos

Usando dois geradores de sinais periddicos e seleccionando dois sinais sinusoidais com
as frequéncias f, e f; numa razio da ordem de 1/2 ou 2/3, obtém-se figuras de Lissajous
no OSC se seleccionarmos o modo ¥-X. A partir delas confirma-se que ¢ possivel medir
a frequéncia de um dos sinais sabendo o valor da do outro.

Usar dois sinais de ddp sinusoidal dados por geradores diferentes, v,(t)=Acosw,t e
v,(t) = A cos w,t, em que as frequéncias w, e w, ndo sdo muito diferentes, por exemplo
numa razdo de 5/4 ou 6/5. No modo ADD (adicao de sinais) observam-se BATIMEN-
TOS e confirmam-se as equagdes

V(f) = V|(f) + VZ(I) - A mod COS mmed't
em que

A od = 24 COS Opoat COM Wpoa = (0] —02)/2 € Wy = (0 + 3)/2
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O sinal final € modulado em amplitude. Esta situacio é o caso mais simples da
modulag@o porque envolve uma s6 frequéncia, .. Individualizar e representar a onda
transportadora e a de sinal. Discutir a importincia deste procedimento.

3.4 Exercicios

3.1 M Considerando o esquema para o tubo de raios catddicos, estabelega a relagdo entre
a ddp V, aplicada as placas e o deslocamento AX do ponto luminoso no ecrd. O poten-
cial do &nodo € V,=500 V, o comprimento das placas horizontais L, é 3 cm, a distin-
cia d entre elas € 0.7 cm e a
distancia L, ao alvo € de 20 cm.
Confronte, se possivel, estes valo-
res com os dados no catdlogo do L, Ly=20cm .
OSC que usou no laboratério. | ¥~
O feixe de electrdes entre as pla- | ]
cas estd sujeito a uma forga cons- Ei I l O g ] Y
tante e por isso descreve ai uma

trajectdria parabdlica que passa a
rectilinea quando sai dessa zona.
Numa primeira aproximagio con- X
sidere que os electrbes descrevem

sempre um movimento rectilineo a partir do ponto O. Que erro se comete devido a esta
simplificagdo?

alvo

+++++++++
AX

3.2 % Com base no circuito do sistema de atenuadores na entrada do OSC, construido
a partir de divisores resistivos, calcule a atenuagio de Al, A2, A3, B1 e B2. Verifique

SmV

50mv 900K

500K
110K | Al

M| [B1
E # osv _IM C =
Vent 750K .
-L 10K| | A2 ™ Amplific. | placas 'Y

330K | B2

Lmsc =]

5

&

"

1IK] | A3

K
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que em qualquer escala, o circuito de entrada do osciloscépio € aproximadamente equi-
valente a uma resisténcia de 1 M{).

No esquema exemplifica-se o cir- 200K 150K
cuito equivalente quando se ligam Vot T
em série os atenuadores Al e B2. 110K 330K | | M| | | Amplific. | placas ¥
R: Al=1/10, A2=1/100, A3=1/1000,

 E—

Bl=1/2, B2=1/4.

3.3 M Considere a situacio em que as placas de deflexdo horizontal (eixo XX) se aplica
uma tensio V,,(t) correspondente a escala de 0.5 ms/cm e as placas de deflexao vertical
(eixo YY) a tensdo sinusoidal v(t)=2.0 sen(6283t) V. A ddp V(1) é aplicada no instante
t=t, e nesse instante v(t) é crescente e tem o valor de 0 V.

Faca um gréfico da figura que observaria no OSC, resultante da composig¢ido dos
dois movimentos (sobre os eixos X e Y), indicando as escalas utilizadas.

Repita o grifico quando a escala horizontal é de 5 ms/cm. Explique a necessidade
de seleccionar as escalas de acordo com o sinal em observacio.

Ainda no mesmo gréfico represente a figura que se obtém quando no instante
to, V(to)=2 V.

3.4 Na entrada horizontal (canal 2) do OSC aplica-se um ddp sinusoidal v,(t)=2 sen(6283t) V
e na entrada vertical (canal 1) uma ddp também sinusoidal v,(t)=2 sen(6283t+¢) V. Utilize
a escala vertical de 1 V/cm em ambas as entradas e a escala horizontal de 0.5 ms/cm. Faga
um gréfico da figura que se veria no ecrd como resultado da composi¢io das duas ddp
para diferencas de fase ¢ com valores 0, w/2 e 7 rad.

3.5 M Considere duas ddp, V,=5.0 cos(1256t) V e V,=2.0 cos(1256t+m/2) V. Como
serdo visualizadas num OSC em modo Y-T e em modo X-¥ com escalas seleccionadas
de 2 ms/cm e 2 Vicm.

3.6 Esquematize um circuito que lhe permita medir a resisténcia interna de uma fonte
de tensio, sabendo que nominalmente esta tem um valor entre 10 e 100 (.

3.7 Com o galvanémetro da figura, pre-

tende-se construir um voltimetro com es- R1 R2

calas de 3 Ve 10 V. A deflexdo mdxima

ocorre para uma intensidade de corrente 10V 3V SOnA
de 50 pA. R =2K5

a) Quais sio os valores convenientes
para as resisténcias R1 e R2?

b) Na escala de 10 V qual serd a
resisténcia interna do voltimetro?

¢) Serd o voltimetro adequado para medir uma ddp aos terminais de uma resistén-
cia de 1 MQ? Justifique a sua opinido.

R: a) R2=57K5, R1=140K b) 200K c¢) Nio, 80% da corrente passaria pelo voltimetro.
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Circuitos Eléctricos Simples I

N os circuitos eléctricos resistivos, capacitivos e indutivos a relagio entre a intensi-
dade da corrente e a ddp € linear. Num circuito puramente resistivo a ddp em fun-
¢80 da intensidade de corrente é dada por

wit)=Ri(r) ‘

em que R € a resisténcia. A ddp aos terminais da resisténcia estd em fase com a cor-
rente que a percorre.

Num circuito com um condensador a ddp aos seus terminais estd relacionada com
a corrente que o percorre do seguinte modo

ol = % i dt

em que C € a capacidade do condensador. A ddp estd atrasada de /2 em relagiio a cor-
rente.

Num indutor a ddp aos seus terminais é dada pela derivada da corrente que o per-
corre

vty =L @
dt
em que L € o valor da indutncia. A ddp estd adiantada em relacdo A corrente de /2.
A andlise destas relagdes conduz a formulagdo do conceito de impedancia Z para
08 circuitos em que as correntes e ddp tém uma variago periddica sinusoidal. Tem-se
assim para cada um dos componentes

ZR=R Zcz'_l— Zsz(x)L
joC

em que j representa a unidade imagindria, j = V- 1. Usando a representagiio complexa
para sinais sinusoidais v(f) = vye /v, i (1) = iyeortd, a lei de Ohm continua a verificar-
-se, agora em termos de impedincias

v(t)=2Zi(r)

Nesta equagao apenas tem significado fisico a parte real (ou imagindria), e por isso,
em termos de amplitudes tem-se

Vo= IZIIU
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A anélise dos circuitos faz-se com base nas leis de Kirchhoff (lei dos néds e lei das
malhas), no teorema de Thévenin e no principio da sobreposigao.

A associaciio de vdrios destes componentes lineares permite construir circuitos
com objectivos precisos. Associando resisténcias com condensadores podem cons-
truir-se:

1 Integradores e diferenciadores de sinais consoante num circuito RC série se toma
o sinal de saida aos terminais do condensador ou da resisténcia. As equagdes que des-

crevem estas ac¢Oes sdo respectivamente
f

dV.(1)

L -
Vi) = 5= [Vindt e V() =RC =

2 Filtros de altas ou baixas frequéncias com uma associa¢do RC. Em ambos os fil-
tros a frequéncia de corte f. € aquela em que se tem V./V, = 1N2 =0.707. Esta condi-
¢io conduz a uma frequéncia de corte dada por f, = T%E . Os filtros também podem

T
ser construidos com base em associacdes de resisténcias com indutores, circuitos RL ou
de condensadores com indutores, circuitos LC,

3 Circuitos ressonantes a partir da associagiio de condensadores com indutores,
devido ao facto destes componentes apresentarem desfasamentos opostos da ddp em

s . N 1
relaciio a corrente. A frequéncia de ressondncia f,., vem dada por f,, = ——.
- 2wVLC

4.1 Pesquisa proposta

1 Estudo de v(t) em fun¢fo de i(t) em circuitos puramente resistivos. Associagdo
de resisténcias e constru¢iio de divisores de tenséo.

2 Estudo de v(t) em fungdo de i(t) em circuitos capacitivos. Observagio da dife-
renca de fase entre ddp e corrente. Associagdo de capacidades. Construgdo de
filtros RC de frequéncia e de circuitos diferenciadores e integradores de sinal
com componentes RC.

3 Estudo de v(t) em fungdo de i(t) em circuitos indutivos. Observagio da diferenga
de fase entre ddp e corrente em circuitos RL e CL.

A prossecugdo desta pesquisa implica o estudo de

m Circuitos Eléctricos Bésicos (Leitura 4);
Cédigo de Resisténcias e Capacidades (TABELAS);
Fontes de Tensio e de Corrente (Apéndice 3).
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4.2 Equipamento necessario

Osciloscopio de 20 MHz, multimetro digital, fonte de tensdo continua, gerador de sinais
(o gerador em uso pode apresentar uma dada resisténcia interna conforme o sinal escolhi-
do), resisténcias, condensadores e um indutor ou um transformador em que o secundé-
rio € usado como indutor.

4.3 Experiéncias sugeridas

1 Relagiio ddp — corrente numa resisténcia e teorema da sobreposi¢io

Com o circuito junto pode medir-se a ddp
entre AB. Fazendo a medida com ambas as

Rl RZ' A R‘i
fontes ligadas e uma de cada vez, somando R Ve
os valores parciais, demonstra-se a utilidade @ v, K| Ry @ V2
B

do teorema da sobreposi¢do na resolu¢io
dos circuitos compostos de varias fontes de
tensdo ou de corrente. Pode iniciar-se o es-
tudo com ambas as ddp a 10 V e continuar com duas ddp v(t)=6 sen (6280t) V em
fase. Posteriormente usando a mesma amplitude em ambas as fontes mas desfa-
sando-as de 90° e 180°. As medidas sdo feitas recorrendo a um osciloscépio. Se
necessdrio, deve entrar em conta com a resisténcia interna das fontes na construciio
do circuito.

2 Relacio ddp - corrente num condensador

Com um circuito andlogo ao da figura, estuda-se ao osciloscépio
a relagdo entre a corrente e a ddp no condensador quando por
exemplo v(t)=6 sen wt e a frequéncia varia entre 1 kHz<f<5 kHz.
A corrente € medida a partir da ddp na resisténcia.

O estudo deste circuito capacitivo pode ser feito a partir de
uma tabela em que figure a frequéncia, a ddp aplicada, a ddp na
resisténeia, a diferenca de fase entre i e V, a impedéncia experimental em funcdo da
frequéncia calculada a partir dos dados anteriores e a tedrica calculada a partir dos valo-
res nominais dos componentes ou dos valores medidos com um multimetro (alguns mul-
timetros t&€m capacimetro incorporado).

Substitua-se a resisténcia de 100 ) por uma resisténcia de 1 k{). Que altera-
¢do se introduz na ddp nos dois componentes e na diferenga de fase entre corrente
e ddp no condensador? Para o circuito na sua totalidade qual a diferenga de fase
(ddf) entre a corrente e a ddp aplicada? A medigao da ddf entre a corrente e a ddp
no condensador € aconselhdvel e para tal, a medida da ddp em R e em C com o
osciloscépio deve ser feita quando a ligagdo & massa se situa entre os dois com-
ponentes.
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3 Medir capacidades

Um modo de estimar o valor de uma capacidade desconhecida € usar um circuito do
tipo do anterior e determinar a impedancia a partir da medida da corrente e da ddp no
condensador para uma dada frequéncia desde que se verifique a condi¢do R > |Zc|, pois
nesta situacdio a medida da ddp aos terminais da resisténcia permite calcular a corrente
dado o valor de R.

Um outro método simples ¢ o de, no circuito anterior, variar a frequéncia de modo
que as amplitudes das ddp na resisténcia e no condensador sejam idénticas. Nessa situa-

¢do, a igualdade R = & permite calcular o valor da capacidade. Usando os dois

métodos podemos aferir o valor nominal dado para a capacidade. As medidas reali-
zadas devem ser afectadas dos respectivos erros. Discutir a aceitacdo ou ndo da dis-
crepincia com base nos critérios de rejei¢do de observagdes ou nos intervalos de con-
fianca. Se ndo for conhecida, admita uma tolerdncia de 10% para o valor da
capacidade.

4 Descarga do condensador

Dimensionando convenientemente um circuito RC podemos observar a descarga do con-
densador a partir da medida da ddp aos seus terminais pois: Vc¢(t) = V,eVKC, quando o
circuito é alimentado por uma ddp quadrada de 5 V de amplitude maxima e frequéncia
da ordem de 1 kHz.

Compare-se e discuta-se o valor da constante RC nominal, com a medida com o
osciloscopio a partir da leitura do intervalo de tempo necessdrio para que a ddp se reduza
de 1/e. Porque se aconselha este intervalo de tempo? Para fazer as medigOes usam-se
ambos os canais do OSC, o que permite a observagio simultdnea do sinal do gerador e
do sinal aos terminais do condensador.

Quando se usam geradores de sinais ndo devemos esquecer que as saidas de sinais
de tipos diferentes podem ter resisténcia de saida diversas e de valor ndo desprezivel
em relacfio a resisténcia de carga colocada no circuito.

5 Circuito integrador

Considere-se o circuito da figura alimentado por uma ddp

quadrada de 5 V de amplitude e | ms de periodo. Obser- R
ve-se ao osciloscopio a ddp aos terminais do condensa- 100K
dor e comparando-a com a do gerador pode individuar-se @ v, o B
que tipo de operagdo este tipo de circuito executa. A re- 10 nF—y—
presentacdo na forma grafica facilita a interpretagédo do l

que se «vé». E conveniente observar a acg¢do deste cir-
cuito para outros tipos de sinal, por exemplo triangular e
sinusoidal.

b —— 2 ——8
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6 Filtros RC

Com o circuito RC exemplificado na figura, o estudo
da amplitude da ddp aos terminais da resisténcia em c
fun¢idc da frequéncia permite observar a acgio de fil-
tro de passa-alto, determinar a frequéncia de corte T

experimental e compard-la com o valor teérico. 6@ \I: 10K| [R

O estudo da evolucdo da ddp aos terminais do
condensador em fungdo da frequéncia permite igual-
mente definir o comportamento de um outro tipo de
filtro e compara-lo coni o primeiro. Para este tipo de
estudo sugere-se que use uma resisténcia de 100K. E aconselhavel a representacio gri-
fica de ambos os casos.

be—— < — 8

7 Experiéncia # — Relacio ddp-corrente num indutor

Um circuito do tipo do esquema, em que i=1,,5en wt ¢
Imax=2 MA permite estudar o comportamento do indutor.

Neste estudo pode seguir-se uma metodelogia idéntica a L
+ ~50 mH
usada para estudar um condensador. :()
Observemos ao osciloscépio a amplitude e a fase do R
10K

sinal no indutor em relagfo a alimentagio quando se varia
a frequéncia entre 1 kHz e 40 kHz. O que se passa aos
terminais da resisténcia? Discuta o acordo entre a expe-
riéncia ¢ o modelo matemdtico segundo o qual um indutor é um diferenciador de
corrente.

8 Experiéncia * — Circuito ressonante LC

Montando um circuito com um condensador de ~ 10 nF em série com um indutor de
~50 mH e usando um osciloscépio para medir as ddp e ddf aos terminais do condensa-
dor e do indutor, podemos estudar o fenémeno da ressonincia variando a frequéncia
entre 2 e 5 kHz. Um miliamperimetro permite medir a intensidade da corrente e a res-
sondncia é bem evidenciada num gréfico de i(f). O que se pode entender por ressonén-
cia? Qual a poténcia eléctrica dissipada neste circuito?
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4.4 Exercicios

4.1 Considere o circuito da figura.

R
a) Usande o teorema da sobreposi¢io '.? -
esquematize os dois circuitos parciais @ iv R, R, CDZ ok
que permitem calcular a ddp entre A , e, LIOK
e B. B

b) Usando os esquemas anteriores quais
serdo as ddp V'ag, V7 € a ddp final V,p?
¢) Se medirmos a resisténcia R, com um voltimetro de resisténcia interna 100 k()
e um amperimetro inserido em série no ramo de R, com uma resisténcia interna
de 10 Q, qual € o erro na medi¢do de R,?

R:b) V=3V, V'p=5V, Vig=8V, ¢)+0.1%.

4.2 ™ Suponha que no circuito da figura se fecha R{
o interruptor I;, mantendo I, aberto, e que o con- I {
densador no instante inicial ndo esta carregado. *

\A C Ry

a) Ao fim de quanto tempo a ddp as extre-
midades do condensador atinge o valor de
3v?

b) No instante calculado na alinea anterior,
qual € a intensidade de corrente que per-
corre o circuito?

¢) Depois de esperar um intervalo de tempo suficientemente longo para se consi-
derar que o condensador se encontra completamente carregado, fechou-se igual-
mente o interruptor I,. Nesse instante qual ¢ a intensidade de corrente que passa
a percorrer R,?

d) Mantendo o circuito na configuragio da alinea anterior, para que valor tenderd a
ddp as extremidades do condensador?

R:a)t=0.3s, b)i=0.606 mA, c)i=4.55mA, d) Ve=Vg,=125V

R|=33kQ Ry=11kQ C=100pF
V,=5V

4.3 O gerador do circuito fornece uma

onda quadrada V,(t) representada no C=220F *
grafico. Admita que Vr<V¢. Desenhe a BT |
onda de saida Vy(t) e explique o tipo de R |

y “() pique o fIpo (%) 100 T2 3 Hums
operagao matematica que este circuito T . | !
executa. Quais os valores maximos de o e

ddp obtidos?

R: Derivada. O sinal serd como um impulso de amplitude igual & ddp atingida no condensador
durante um perfodo. Uma vez que o condensador se carrega & ddp de entrada, o sinal de saida
terd a amplitude mdxima, isto &€, 10V,
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4.4 % O gerador da figura fornece uma ddp trian-
gular de acordo com o grifico. Que operagio
matemadtica pode ser feita com este circuito?
Qual o aspecto grafico do sinal aos terminais do
condensador C?

R: Integrag¢io, arcos de pardbola positivos e negativos.

4.5 Nas duas figuras estdo ilustrados circuitos

com indutores. Em ambos a indutincia tem um
valor de 5 H e a fonte de corrente fornece uma L
corrente i(t)=2sen(1000t) mA. i L n()
a) No circuito sem resisténcia qual a expres- R
sdo da ddp aos terminais do indutor e qual

o valor méximo da ddp?

b) No circuito da direita pode-se medir a ddp aos terminais de qualquer dos compo-
nentes usando um osciloscépio. Como o ligaria para controlar simultaneamente
as ddp aos terminais de L e R? Para fazer uma medicio de L que valores seriam
os adequados para R?

N 1 "l \ ¢) Dos trés esquemas propostos qual
1 s
representa a relagdo ddp-corrente
; ! ! num indutor? Tente explicar.

" & R:a) V,...=10V, b) R=5K, ¢)B
4.6 Um circuito RC série é percorrido por uma corrente sinusoidal de frequéncia
f=100 Hz. Se for R=500 k2 e C=1 nF poderemos usar um osciloscépio de 1 MQ) de
impedancia de entrada para medir a queda de tensdo no condensador?

R: Neste caso niio podemos usar este osciloscGpio pois a impedéincia de entrada é da mesma or-
dem de grandeza da impedancia do condensador |Z| = 1.6 M(Q).

4.7 M4 No circuito da figura as impedéincias Z,, Z,, Z e Z, encon-
tram-se dispostas em ponte de Wheatstone.

a) Determine o circuito equivalente de Thévenin da ponte rela-
tivamente aos pontos A e B.

b) Determine a condigdo de equilibro da ponte, isto &, a rela-
¢d0 a que tém que obedecer as impedancias Z; para que
Vai—Vp=0.

¢) Suponha que dispunha de um gerador de tensdo sinusoidal,
¢ que pretendia usar a ponte para medir a capacidade C, de
um condensador, com o auxilio de um condensador de capacidade C conhecida
e de duas resisténcias R, e R, (esta de valor varidvel). De que forma disporia os
vdrios elementos no circuito?
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Circuitos Eléctricos Simples I1

diodo € um elemento em que ndo se

verifica uma relacio linear entre a ddp y"l’;‘_
e a corrente. Quando polarizado directa-
mente este componente deixa passar a cor- 30
rente «quase» sem interferir. Quando pola-
rizado de modo inverso a sua resisténcia é . 20
praticamente infinita. Na realidade, para
conduzir o diodo necessita de uma ddp de Polimate  '107) Felmizmsn
polarizacio (cerca de 0.7 V para diodos de : |

Si) e apresenta uma resisténcia de alguns 05 0 o5 10 15V%/V
ohm. A tensdo de polarizagdo, que depende
do material da jungdo, varia com a tempe-

ratura. Para diodos de silicio a variagio é de
~0.7 Vi

aproximadamente —2.1mV/°C. R
Num circuito simples de um diodo em série A A /\
com uma resisténcia, quando aplicada uma ddp

sinusoidal s6 um ciclo passa para o exterior:
tem-se a rectificacdo de meia-onda.
A associagdo de quatro diodos de acordo
com o esquema representado abaixo & esquerda, permite a passagem integral do sinal,
¢ a rectificagdo de onda completa. A associacdo desta ponte de diodos com um conden-

sador, cuja capacidade tenha um valor conveniente, permite transformar uma ddp alterna
numa ddp quase continua, como representado no esquema da direita.

O T
[]R = r J {

A queda da tensio de saida devida & descarga do condensador designa-se por ondula-

¢do residual e vale aproximadamente V, =~ em que V, é a ddp mdxima de sai-

T
V T ?
’ 2RC
da e T € o periodo da ddp sinusoidal de entrada.
Um amplificador operacional (amp op) é um circuito integrado que apresenta um
ganho diferencial elevado. O esquema que representa este compeonente (figura da es-
querda) ilustra apenas os dois terminais de entrada e o terminal de saida. No amp op
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ideal o ganho € infinito, A, = v,/(v, —v.) = oo, e as correntes de entrada sdo nulas,
i, =i = (. Na figura da direita identificam-se todas as ligacdes, incluindo as de polari-
zagdio, para um amp op real.

h
v_ Ajuste de zero lE O 38 ndo ligado
v+:Dv° Entrada inversora v_ 2[ KA 741 :|7 v+ #+12V)
= 3 (ou equivalente) 6 .
Entrada néo inversora v, ~[] [1” Saida v,
V (-12V) 4 :l5 Ajuste de zero

Na configuracdo mais simples o amp op funciona como comparador com apenas
duas ddp de saida, +V,, e -V, conforme a diferenga entre as entradas € positiva ou nega-
tiva. Em circuitos com realimentagdo, como exemplificado nos esquemas a seguir, o
amp op funciona como um amplificador em que o ganho é controlado pelos componen-
tes ligados no circuito.

)

Ri

O uso de amp op permite ainda executar operacdes elementares como por exemplo,
somar sinais.

5.1 Pesquisa proposta

Estudo da relagiio entre ddp e corrente num diodo.

Rectificagiio de meia onda e total de ddp alternas.

Obtencio de ddp constante a partir de ddp alterna de tipo sinusoidal.
Construgdo de amplificadores de ganho controldvel usando circuitos integrados.

Wb —

60 A prossecugio desta pesquisa implica o estudo de

m Circuitos Eléctricos Bdsicos a partir do pardgrafo Diodos (Leitura 4).

5.2 Equipamento necessario

Osciloscépio de 20 MHz (OSC), multimetro, fonte de tensdo continua, gerador de
sinais (o gerador em uso pode apresentar uma dada resisténcia interna conforme
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o sinal escolhido), resisténcias e condensadores, diodo de silicio e amplificador
operacional tipo 741 ou equivalente.

5.3 Experiéncias sugeridas

1 Curva caracteristica de um diodo

Com um circuito andlogo ao da figura, alimentado com uma

ddp de 0 a 3 V, estabelece-se a curva caracteristica I(V) de um

diodo de silicio e de um diodo de arsenieto de gélio (emissor @ 1|1K
de luz vermelha). A ddp e a corrente no diodo medem-se com =

o multimetro digital. Porque razdo se introduz uma resisténcia

no circuito?

2 Rectificaciio de meia-onda

Descrever a ac¢dio de um diodo de Si quando o circuito anterior é alimentado com
ve= 8 sen wt V de frequéncia 1 kHz, observando a ddp na resisténcia com o OSC em
entrada DC. Qual a razio da escolha da entrada DC?

3 Alisamento

Montar um circuito andlogo ao anterior mas em que a resisténcia é substituida por um
condensador com uma capacidade de-33 nF. Observar a ddp aos terminais de C e medir
a oscilagdo residual comparando-a com o valor esperado teoricamente (lembremo-nos
que a resisténcia de entrada do osciloscépio € 1 M(2). O que se passa quando em para-
lelo com o condensador se coloca uma resisténcia de 100 k?

4 Rectificacdo de onda completa

Deve registar a ac¢do de um circuito rectificador de onda completa quando é alimen-
tado com uma tensdo sinusoidal. Como funciona? Qual serd uma das aplicagdes eviden-
tes de um rectificador de onda completa associado a um condensador?

Podemos obter um efeito espectacular se em vez de uma ponte de quatro diodos
de silicio usarmos LEDs de cores diversas e sinais de frequéncia da ordem de alguns
hertz.

5 Circuito comparador HIEV
Polarize convenientemente o amp op. Com o circuito da fi- iOK

gura observe no osciloscdpio o sinal de saida e interprete a

ac¢do do circuito integrado quando 2 entrada inversora € apli- RLA
cado um sinal v, =4+5sen2nfr V, com uma frequéncia de @

| kHz.
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6 Circuito amplificador

Monte o circuito da figura e polarize o amp op. Esco- R
lha o valor das resisténcias de mode a ter um ganho Ry
de —0.1. L

Monte um outro circuito que proporcione um ganho
de 11. O que significa o sinal menos no primeiro ganhe?

5.4 Exercicios ‘

5.1 a) No circuito da figura o diodo ¢ de silicio e
a tensfo de funcionamento € 0.6 V. Qual a
ddp aos terminais de R;?
b) Que corrente percorre R;?
¢) Que poténcia € dissipada no diodo?

R: a)Vy=2.6 V, b) i3=24 mA, c¢) P,=67.7 mW

5.2 ™ Considere o circuito rectificador de meia onda da
figura, em que R =100 k{2, C=100 nF, v,=10 sen(6280t) V
e o diodo é ideal.

a) Descreva qual a fung¢io do diodo no circuito. Re-
presente graficamente a tensdo que se deve obser-
var aos terminais da resisténcia em fungdo do
tempo.

b) Qual a amplitude da oscilacdo residual, fazendo as seguintes aproximagoes: i) a
descarga do condensador através da resisténcia R dura um ciclo completo; ii) a
corrente de descarga é constante e igual ao seu valor inicial.

¢) Supondo que o interruptor P € aberto no instante em que a ddp aos terminais do
condensador atinge o miximo, qual serd o tempo necessério para que se descar-
regue a 1% da ddp inicial?

R: b) V=1 V, ¢) t=46 ms

5.3 % Considere o circuito da figura, em que a
bobina L de induténcia 1.50 H cria um
campo magnético.

a) No momento em que se liga a fonte de ‘(D gh
corrente esta varia de acordo com o
grifico de i(t). Qual serd a ddp aos ter-
minais da bobina uma vez estabele- 0
cida a ligagdo.

b) A bobina é feita de um enrolamento metilico capaz de dissipar 5 W. O que suce-
dera a bobina quando se estabelece a ligagio?

[ S

thts


ver errata

ver errata
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¢) Explique como um diodo de silicio ligado em paralelo
com a bobina, impede o acidente da alinea anterior. +

d) Porque razdo o diodo sé funciona durante o intervalo de ‘() %
tempo em que a corrente varia?

R: a) V. =7.5 kV, b) queima-se porque teria de dissipar 18.8 W,
¢)ip=04 pA e P=0.12 uW, d) Se i ndo varia ndo se gera ddp e o diodo néo se polariza.

5.4 Considere o circuito representado na figura.

a) Deduza a expressdo de ganho do circui- R
to. Qual é o ganho quando R,=1K e R
R,=4K7? 1
e Vg

b) Indique valores razodveis para R, e R,
de modo que o ganho seja —1/5. O que
significa o sinal menos?

c) Considere agora o segundo esquema.
Descreva porque razdo este tipo de cir-
cuito tem sempre um ganho igual ou su-
perior a um.

R: a) A,=-4.7, b) por exemplo Rj=1K e R,=5K
C) AV:(R]+R2)ER[:R21"R|+ 1>1.

5.5 ® Considere o circuito da figura

R;=15kQ Rp=3kQ R;= 10kQ

a) Calcule o ganho do amplificador quando o interruptor se encontra aberto.

b) Se V=2V, qual serd a ddp medida pelo voltimetro V?

¢) Fechando o interruptor € com V,=1 V qual é a ddp medida pelo voltimetro?

d) Que operacio aritmética faz o amp op na situagdo da alinea anterior?

e) Substituem-se V, e V, por fontes de tensdo varidvel, em que v,(t) é uma ddp qua-
drada de 5 V e =10 kHz e v,(t) uma ddp triangular de V=5 V e =40 kHz.
Represente esquematicamente a ddp de saida em funcdo do tempo.
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5.6 Mostre que para o circuito da figura a tensao C
de saida é proporcional ao integral da tensdo de I*
entrada. R
1 Vs
R V,=— — |V,dt.
RC ]

5.7 Recorrendo ao teorema da sobreposicido calcule o
valor da tensdo de saida V, em funciio das tensdes V,
V, e das resisténcias. Considere também o caso parti-

cular em que B, o B
R, R;

. Que opera¢io desempenha

neste caso?

Ri+R; Ry Vg—ﬁv,se Ky, o Bi _entdo fica V, = Ry (Vs=V)).

R| R3+R4 R] R| R3 R|

O circuito nesta configura¢io designa-se por amplificador diferencial.

R: V_.. =

5.8 a) Calcule o ganho do circuito em fungiio da fre-
quéncia.
b) Qual é o ganho do circuito para corrente conti-
nua? Que conclusdes tira quanto a funcdo desem-
penhada pelo condensador C?

R: a)IAI:I+~L b} 1A |— | quando w — 0.
2 1

|+ ——————tx
(wC)?

5.9 Pretende-se usar um diodo de Zener i

D R I
saida de uma fonte de alimentagdo para se —
obter uma tensao estabilizada a 5 V. O gera- & jks
dor fornece uma tensdo V,=9 sen(2wft) V I Fei ]

com f=50 Hz.
a) Que valor deverd ter a resisténcia R, se a intensidade de corrente mdxima que se
pretende retirar da fonte for de 250 mA (admita que a queda de tensdo no diodo
D, quando este conduz é aproximadamente igual a 0.7 V).
b) Calcule aproximadamente a poténcia dissipada na resisténcia R.
c) Qual € a poténcia mdxima fornecida pelo circuito ao exterior?

R:a)R=132{ b)P=083W ¢)P=125W
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Qual Sera a Temperatura das Maos?

omo medir temperaturas sem recorrer ao cldssico termémetro de merciirio?
Os transdutores eléctricos, isto é, sistemas que transformam sinais mecinicos, tér-
micos, magnéticos, musculares ou de qualquer outra natureza num sinal eléctrico reve-
lam-se ideais para a construgdo de instrumentos de medida. Isto porque manusear sinais
cléctricos € muito simples tendo em ateng@o os poderosos meios electrénicos que hoje
existem. O uso de um simples multimetro ou osciloscépio permitird a observagio e a
medi¢ao de um grande nimero de grandezas. O recurso a circuitos integrados como os
amp op facilita a medigdo de pequenas variagdes e a implementacio de sistemas de
alarme e controlo.

Entre os possiveis transdutores de temperatura propomos a utilizagio da alteracio
da ddp de polariza¢do dos diodos de silicio e a variagio da resistividade de certos mate-
riais com a temperatura.

Os diodos tém uma tensao de polariza¢do a partir da qual conduzem sem introdu-
zir quase resisténcia no circuito. Esta tensdo de polarizagio é uma caracteristica do
material de que € feito o diodo, sendo aproximadamente 0.7 V para diodos de silicio.
Este valor pode sofrer pequenas variagdes consoante o método de fabrico mas ele é
essencialmente fungio da temperatura, apresentando para o diodo de silicio um coefi-
ciente AV/AT = — 2.1 mV/C.

A resisténcia eléctrica R de um condutor filiforme € directamente proporcional ao
seu comprimento L e inversamente proporcional & sua secgdo recta S: R = pL/S. A cons-
tante de proporcionalidade p designa-se por resistividade e depende das caracteristicas
materiais do condutor, mas ndo da sua forma geométrica. A resistividade depende tam-
bém da temperatura a que o condutor se encontra. Para muitos condutores metilicos a
resistividade (e consequentemente a resisténcia) apresenta uma variacio com a tempe-
ratura do tipo

p(n = p{}(l + AT + BATE + ...}

onde p, € a resistividade do condutor medida a uma temperatura T}, o e B sdo cons-
tantes e AT = T — Ty, Para pequenos intervalos de temperatura, ¢ dependendo do tipo de
material, podemos escrever uma forma mais simples dada por

p(T) = po(1 + AT)
onde a passa a ser designado por coeficiente de temperatura da resistividade.

Os termistores sdo componentes semicondutores cuja resisténcia é também fun¢ao
da temperatura, embora nio de uma forma linear. Para os termistores de coeficiente



66

EXPERIENCIA 6

negativo de temperatura (NTC) a resisténcia pode ser aproximadamente determinada
pela férmula

ke T

em que 3 € uma constante positiva, Ry € a resisténcia do termistor & temperatura Ty e T
€ a temperatura absoluta em kelvin. A temperaturas «altas» esta férmpla pode ser sim-
plificada

R=R(]e Bl

O coeficiente de temperatura da resisténcia « pode ser definido para um termistor
a partir da expressao

6.1 Pesquisa proposta

Construir um circuito transdutor que dé uma temperatura na forma de ddp.
Calibrar o sistema transdutor estabelecendo a relagdo V(T).

Uso de termdmetros de resisténcia.

Construgdo de alarmes.

Linearizacio de grificos.

LS S

RS

A prossecucdo desta pesquisa implica o estudo de
= Andlise, Aquisi¢do e Tratamento de Dados (Leitura 1);

Circuitos Eléctricos Basicos, a partir do pardgrafo sobre Diodos (Leitura 4);
#» O que é Temperatura (Leitura 5).

6.2 Equipamento necessario

Termdmetro de mercirio, sistema térmico com temperatura varidvel entre 0 e 100°C,
fonte de corrente construida com base num transistor e um diodo Zener, fonte de ddp
continua, multimetro digital, circuito integrado 741 ou equivalente, diodo de Si e de
AsGa, um fio de tungsténio, resisténcias de vdrios valores e um termistor NTC (por
exemplo PHILIPS ref. 2322640/90005).
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6.3 Experiéncias sugeridas

1 Montagem de um circuito electrénico para transdutor de temperatura

Nesta experiéncia usa-se um diodo como sensor de temperatura.
Para que o diodo funcione correctamente, a corrente que o atravessa
deve-se manter constante e para isso usa-se uma fonte de corrente.
Esta obtém-se associando um diodo Zener a um transistor e polari-

zando-os de acordo com o esquema da figura.

O diodo Zener quando polarizado inversamente apresenta aos
seus terminais uma ddp constante que é caracteristica do diodo
usado. Assim, os potenciais da base e do emissor do transistor ficam
fixos porque Vge=0.7 V com o transistor em condugdo. Ajustando
a resisténcia do emissor obtém-se a corrente desejdvel e estabilizada.

O circuito seguinte constitui um transdutor de temperatura em
que o sensor &, como jd referimos, um diodo. No esquema a fonte

+12V

10K

-12v

de corrente anteriormente explicada € ligada a este circuito no ponto X.

A primeira operacdo a realizar € a cali-
bragdo do termdmetro, isto &, estabelecer a
relagdo V(T). Para isso comegamos por cali-
brar o sistema nos extremos da escala.
A medida das temperaturas padrio ¢ feita
com um termometro de merciirio conven-
cional ao qual o diodo deve ser ligado ter-
micamente . Ajustando-se R, é possivel ter
a saida uma ddp nula a 0°C (temperatura do
gelo fundente). Colocando o diodo em con-
tacto com dgua em ebulicio (cerca de
100°C), faz-se o ajuste do ganho do amp op
através das resisténcias R; e R, por forma a

obter um transdutor em que a sensibilidade é 10 mV/°C. A medi¢iio da ddp de saida
faz-se usando um voltimetro digital. Deve escolher a escala de maior sensibilidade com-

pativel com a medicéo.

2 Determinacfo da curva de calibracio de um transdutor

Como nfio temos garantias que o nosso transdutor seja linear, torna-se necessério medir
a ddp em funcio da temperatura para uma série de valores intermédios da escala.
Fazendo variar a temperatura do banho entre 100 e 0°C obtém-se um conjunto de pon-
tos V(T), a curva de calibragdo. O método dos minimos quadrados deve ser usado para

+]2V

R,

R,

560

W aswall

0.5 mA

10K

-12V

determinar os coeficientes da melhor recta que se ajusta aos pontos experimentais.

1 O diodo deve ter as extremidades soldadas a fios eléctricos e a parte nio isolada, diodos e contactos,

deve ser protegida com uma cola «Araldite» ou verniz, por exemplo.
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Discuta se os desvios observados entre os valores experimentais e os valores ajus-
tados t€m um cardcter puramente estatistico, ou se também tém um cardcter sistemdtico.

Compare, usando o teste de x?, os dois modelos estudados para descrever a varia-
¢do da resisténcia com a temperatura: modelo linear para condutores e modelo expo-
nencial para termistores. (Note que com [ constante, a resisténcia R é inversamente propor-
cional a ddp).

Qual € o erro mdximo que se obtém com este termdémetro?

3 Circuito comparador como sistema de alarme ;

A saida do circuito anterior pode juntar-se um comparador que forneca um sinal que
polarize um LED. O circuite pode ser concebido por forma a assinalar a situagcdo em
que a temperatura medida no dfodo ultrapassa a temperatura média das méos, valor da
ordem dos 34°C.

4 Termoémetros de resisténcia

O termistor NTC, o fio de tungsténio e o termometro de mercirio sio colocados, aco-
plados termicamente, dentro do vaso com dgua e gelo. Apds ter-se atingido a tempera-
tura de equilibrio entre a 4gua e o gelo (ou seja 0°C) é medido o valor da resisténcia do
termistor e do fio de tungsténio com o ohmimetro digital. Inicia-se entdo o aquecimento
do conjunto, e mede-se com o ohmimetro digital os valores das resisténcias a vdrias
temperaturas.

Deveri ter-se em atengio que o valor méiximo suportado por algumas NTC é inferior a 100°C

e deve ser respeitado!

Com os dados experimentais sdo construidos dois graficos, um para a resisténcia
de tungsténio, e outro para a NTC, aos quais se podem ajustar respectivamente as
expressoes

R =R(1+aAT) e  R=RyePT
Podem discutir-se os problemas de linearizagao grifica de fungdes ndo lineares como

¢ o caso da exponencial, o valor dos pardmetros e os erros com que estes sdo determi-
nados.

6.4 Exercicios

6.1 Considerando a figura apresentada na experiéncia | calcule o valor de R, de modo
a que a tensdo no catodo do diodo D, seja 642 mV. Considere que para 20°C a tensdo
dnodo/citodo é de 600 mV. Calcule R4 de modo a ter uma sensibilidade de 10 mV/°C
quando R,=33 k().

6.2 Uma lampada de filamento de tungsténio apresenta uma resisténcia eléctrica
R,= 65 (), quando medida a temperatura ambiente (20°C). Sabendo que em condi¢des



QUAL SERA A TEMPERATURA DAS MAOS?

normais de funcionamento com a tensao alterna da rede de 220 V a lampada dissipa por
efeito de Joule 60 W, estime a temperatura atingida pelo filamento. O coeficiente de
temperatura da resistividade do tungsténio é o« = 0.0045°C-".

R: T=1177C.

6.3 Um condutor de cobre apresenta uma resisténcia R = 0.50 {2 quando medida a 20°C.
Sabendo que o coeficiente de temperatura é o = 0.0038°C !, determine o valor da resis-
téncia quando medida a 100°C.

R: 0.65 ().

6.4 & Um transdutor de comprimento é formado por um fio de didmetro constante, com
contactos eléctricos nas duas extremidades e ao qual se ligou um cursor que permite um
contacto eléctrico nos pontos intermédios. Pelas suas caracteristicas, a resisténcia eléc-
trica do fio € directamente proporcional ao seu comprimento. Pretende-se construir um
circuito amplificador de forma a medir num voltimetro digital uma ddp, que em mV
seja numericamente igual ao valor do comprimento a medir.

Admita que o fio transdutor apresenta um comprimento total de 110 ¢cm e uma resis-
téncia eléctrica igual a 5.5€). O circuito transdutor deverd ser alimentado por uma ddp
de 12 V. Considere ainda que o «zero» da escala de comprimento se encontra a 5 cm
do fim do fio. No circuito de amplificagio deverd constar um ajuste do zero da escala
do voltimetro (i.e. quando o cursor se encontra na posi¢do «zero» da escala de compri-
mentos, devera ler-se 0 V no voltimetro).

6.5 Para medir a intensidade de um feixe de raios X construiu-se um transdutor seme-
lhante ao detector Geiger. Este é formado por um tubo cilindrico em cujo eixo existe
um filamento.

Entre a parede do tubo e o filamento estabelece-se uma elevada ddp, o transdutor e
electronica associada estdo representados na figura.

O feixe de raios X atravessa o transdutor paralelamente ao seu eixo, sem incidir nas
paredes, e interactua com moléculas do gds que enche o tubo, formando ides positivos
e electrdes que ao se deslocarem sob a acc¢fo do campo eléctrico, originam uma cor-
rente eléctrica. O feixe € suficientemente intenso para que esta corrente se possa consi-
derar continua.

O feixe da origem a produgio de 10" electrdes por segundo (g, =—1.6x 10-1°C).

a) Determine a corrente que atravessa a resisténcia de 100 M{) e a tensé@o aplicada
a entrada ndo-inversora do operacional (considere o operacional como ideal).

b) Calcule o valor da resisténcia R para que a tensdo a saida do amplificador seja
de 1V.

¢) Exprima a sensibilidade do circuito completo em Volt por nA.

d) Pretende-se associar a saida do circuito anterior um comparador ligado a um
diodo emissor de luz (figura), por forma que se acenda uma luz de alarme quando
o niimero de electrdes produzidos exceder o valor de 2.5x10'0. A tensio de com-
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paracdo V. deve ser fornecida pelo divisor de tensdo esquematizado a direita da
figura. Faca o esquema do circuito completo explicando sumariamente o seu fun-
cionamento.

e) Diga qual o valor de R' adequado para se atingir o objectivo proposto em d).

Alta tensfio 1K
/
—aX 5V
N
10K
%
100M
R Ve
R:a)l=16nA, V=016V b) R = 5K3 c) 1/1.6
d) Ligar o ponto a V,, & entrada + do amp op 2 e o ponto a V. a entrada inversora do mesmo
amp op.



EXPERIENCIA 7

Vamos Ouvir Radio!

facto dos indutores introduzirem
uma diferenca de fase entre a cor-
rente € a ddp que é simétrica da que é in-
troduzida pelos condensadores, permite
construir circuitos ressonantes. Os cir-

2
L,
[

. o & . C
cuitos LC série ou paralelo tém aplica- [
¢bes que exploram este comportamento.
Usando as representacdes comple- LC Série Ly By

xas, as impedéncias do indutor e do con-
densador séo respectivamente dadas por Z; =jul e Zq= —ﬂwC Assim, a impedincia
complexa de um circuito LC série é dada por

ZLC‘ :J"{J.]L o (,_}LC

e do circuito LC paralelo por

Em qualquer dos casos a frequéncia de ressonéncia € igual a

1 1

Gy B e ou .
°= Tic fo= 2 Ic

No caso do circuito LC série Z;—0 quando w—wy, € no caso do circuito LC para-
lelo Z; > quando w—wy.
A impedéancia total de um circuito RLC é Z=R + Z, .
Num circuito simples LC paralelo ao aplicarmos ~
uma ddp V, obter-se-ia para a frequéncia de ressonin- ’
|

cia fy que V,—V,. Na realidade isto nio sucede
porque o indutor possui sempre uma pequena resistén-
cia R;. A figura dd4 uma representaciio realistica do 6@ c”—
indutor.

A resisténcia do indutor impede que o valor de |Z, ¢
se torne infinito, desta forma V| nunca atinge o valor
V.. Se representarmos a razdo da ddp de saida pela de
entrada Vi¢/V, em fung¢io da frequéncia f obtém-se uma curva com um méximo para a
frequéncia de ressonancia f=f,.
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Os circuitos LC série estudam-se
de modo-andlogo aos LC paralelo.
Devido ao seu comportamento em
funcdo da frequéncia estes circuitos
sdo usados como filtros de passa
banda de frequéncia, isto é, permi-
tem sintonizar estreitas faixas de 0.707
frequéncia, cuja sensibilidade de se-
lec¢do é dada pelo factor de quali-
dade Q.

Sejam f; e f, as frequéncias para
as quais se tem V,c/V, = 1/N2. De-
fine-se factor de qualidade Q, como
Q =folAf = fo/(f2~f1) em que Af = f,
—f1 € a largura da curva. O factor de
qualidade € assim uma medida relativa da largura da curva. Quanto mais elevado é o
valor do Q mais “apertada” é a curva, logo mais selectivo é o filtro. No filtro R—-LC

L

paralelo tem-se Q = wy RC e para o filtro RLC série Q = w, R

e

7.1 Pesquisa proposta

Obtencdo de curvas de ressonéncias.

Determinagido do factor de qualidade Q de filtros de passa banda.
Construgdo de um receptor de radio simples.

Estudo de caos com circuitos simples.

W N —

A prossecuciio desta pesquisa implica o estudo de

m Ondas (Leitura 6);
e Circuitos Eléctricos Bdsicos (Leitura 4);
= Bandas de Radiofrequéncia (TABELAS).

7.2 Equipamento necessario

Um gerador de sinais sinusoidais, um osciloscopio, componentes vdrias (resisténcias,
condensadores e indutor). Para o rddio: fio para fazer a bobina e uma ferrite, conden-
sador de capacidade varidvel, diodo de Ge, resisténcias, condensadores, um amp ope
um par de auscultadores.
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7.3 Experiéncias sugeridas

1 Curva de ressonancia do circuito LC paralelo

Na figura € proposta uma configuragio R
em que uma resisténcia de carga R se —:—1
encontra em série com um circuito LC 1K
paralelo. Propde-se a obtengdo da curva @ @)
de ressondncia com o osciloscépio.
Para se obter V,¢/V, em funcio da
frequéncia f aconselha-se o uso da
ponta de prova do canal 1 para medir a
ddp a saida do gerador de sinais e a ponta de prova do canal 2 colocada de forma a medir
a ddp entre a entrada do circuito LC e a massa. Variando a frequéncia do gerador mede-
-se no osciloscopio os valores méximos de V¢, V,, e o periodo do sinal. Deve escolher-
-se um numero de medicdes suficientemente grande para que a curva se apresente bem
definida. Os intervalos em frequéncia entre duas medig¢des consecutivas ndo necessitam
ter sempre a mesma largura, sendo conveniente serem mais apertados em torno do
maximo.

C e
100 nF—T7—

2 Factor de qualidade do filtro LC paralelo

O circuito da experi€ncia anterior pode ser usado como um filtro passa-banda. Para ava-
liar da sua sensibilidade deve determinar-se experimentalmente o factor Q de qualidade
do circuito e comparar com o valor tedrico previsto 2mfuRC.

Se ndo coincidirem, qual pode ser a razdo da diferenga?

3 Curva de ressonincia do circuito LC série

Para o circuito LC série pode ser feito um estudo andlogo ao do circuito LC paralelo j4
realizado na primeira experiéncia. Quais as diferencas de comportamento? Qual a sensi-
bilidade deste filtro? O factor de qualidade experimental concorda com o tedrico 2mf,L/R ?

4 Um circuito de radio simples

A experiéncia consiste na montagem de um circuito muito simples de rddio. O circuito
proposto na figura pode dividir-se em quatro blocos bdsicos: antena, circuito de sinto-
nizagdo, circuito de desmodulagdo e amplificacio.

G 100 pF 0A90
75 espiras sobre
3 i a C
errite 2 7
B=1lcm 400 pF ¢ 300 pF K Auscultadores

tipo telefone
1K (alta impedéncia)
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No bloco de sintonizagdo reconhece-se o circuito LC paralelo da experiéncia 1, mas
agora dotado de um condensador de capacidade varidvel que permite escolher a fre-
quéncia de ressondncia. Este circuito é alimentado pelas correntes induzidas na antena
pelas ondas electromagnéticas emitidas pela estagio que pretendemos sintonizar. No
caso de estarmos num local em que existem emissdes de rddio muito potentes, podere-
mos usar como antena um pedago de fio de 1 ou 2 m de comprimento. Caso contririo
€ aconselhével usar uma antena de maior comprimento. A ligagio do ponto de massa
do circuito sintonizado a terra melhora em alguns casos as condiges de recepgio.

O acoplamento entre a antena e o circuito sintonizado LC pode ser feito através de
um condensador C, de pequena capacidade (10-100 nF). Este acoplamento evita o apa-
recimento de uma capacidade parasita em paralelo com o circuito de sintonizagio (intro-
duzida pelo circuito antena-terra), o que reduziria a selectividade do aparelho. Por outro
lado desta forma também se isola a antena de quaisquer componentes continuas da fonte
de alimentagdo. Uma vez seleccionada a frequéncia da onda portadora de radiofre-
quéncia (RF) com o circuito LC, é necessario desmodular-a onda a fim de retirar a com-
ponente de audiofrequéncia. A desmodulagdo da onda est4 a cargo do diodo que detecta
a onda e de um condensador C, que filtra a componente de RF. O sinal audio é entio
amplificado, e a escuta pode ser feita com um par de auscultadores.

5 Experiéncia ++ — O caos em fisica!

Um circuito RLC pode funcionar como oscilador anar-
moénico cadtico na varidvel ddp se no circuito existir um
componente de comportamento ndo linear. Este compo-
nente pode ser um condensador. Se usarmos um diodo
varicap, a capacidade que este apresenta é fungdo da ddp
aplicada de acordo com

CO —
W= (1+Vig)

em que ¢ e y sdo pardmetros caracteristicos do diodo.
Neste caso o sistema de equagdes que rege o comportamento do circuito é
di

L-E+I.R+VD=V(I)

dvp _ ise o diodo ndo conduz

¢ dt 0 se o diodo conduz

em que i € a corrente no circuito e v(f) = v,sen2ft, f a frequéncia de ressonincia,
vp ddp no diodo e C a capacidade do diodo.

! Para saber mais sobre Sistemas Dindmicos e Caos consultar os artigos originais de M. J. Feigenbaum
publicados no J. Stat. Phys. 19(1978)25 e J. Stat. Phys. 21(1979)665 € o artigo relacionado com o trabalho
proposto Period doubling and chaotic behaviour in a driven anharmonic oscillator, P. Linsay Phys. Rev.
Lett. 47(1981)1349.
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Um circuito do tipo do representado no esquema, em que o gerador fornece uma
ddp sinusoidal reguldvel até 2 MHz e em que a tensdo varia de forma continua entre 0
e 10 V permite estudar o comportamento cadtico. Comega-se por ajustar o gerador para
a frequéncia de ressonincia do circuito com uma ddp da ordem de 100 mV.

Quando a amplitude do sinal de entrada é pequena, o sinal & saida é atenuado mas
tem a mesma frequéncia do de entrada. A medida que se for aumentando a amplitude
da entrada, o sinal de saida comega por apresentar duas componentes com frequéncias
e amplitudes diversas, e sucessivamente quatro, oito até que atinge uma forma com-
plexa que pode conduzir a um comportamento cadtico. Toda a andlise deste circpito pode
ser feita com um osciloscépio em modo Y-T e Y-X.

Registando a amplitude dos sinais nos pontos de bifurcac¢ao, pode observar-se a par-
tir de certa altura se a relagdo entre amplitudes sucessivas

AnH _An = 8

An+2 _Arr+l
€ vilida. Podendo determinar-se a ordem da «constante universal» &, cujo valor é
4,6692016.

7.4 Exercicios

7.1 % Mostrar que o factor Q para o circuito LC paralelo é dado por Q = w,RC.

7.2 a) Calcule a atenuagio | A 1=1V,/V, | do filtro RCL da fi- R
gura. Para que frequéncia se obtém a atenuagdo minima?
b) Calcule o factor de qualidade Q do filtro. L

<
<

wl - A, C

R:a)lAl= wC ; para wg = L__ tem-se : ]
R? + (wL~1/wC ) JLC

IAI=0 b) Q= w, %
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Observacao ao Longe e ao Perto

comportamento de um grande niimero

de sistemas 6pt1cos.. que pod’em ser in;lg;w 6,
estudados com base na 6ptica geométrica, é /
regido por equagdes bastante simples.
Quando um raio luminoso incide numa
superficie de separagdo entre dois meios de o
indices de refracg¢io distintos n, e n, (na fi- 2

gura n,>n,) pode sofrer reflexdo e/ou re-
fraccdo. Todos os raios se encontram no
mesmo plano e os dngulos medidos em rela- ; i
¢do a normal obedecem a lei da reflexo: ik s
0, =0" e a lei da refrac¢do: nsenB; = n,senb,.
A reflexdo com espelhos esféricos rege-se pela equagio

5

Raio
reflectido

!

I 1 1 Objecto
F

ho

em que d, é a distincia objecto, d; é a distancia B

imagem e f a distincia focal. Imagem

Para lentes delgadas convergentes ou diver-
gentes tem-se uma equagdo andloga

A

\n

e— f —>
-d; ———

Objecto

A

ho F F Imagem
-
f "

dn di
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Nio se deve esquecer que as distincias sdo positivas ou negativas conforme as con-
vengOes usadas quer para os espelhos quer para as lentes.

A poténcia de uma lente € o inverso da sua distancia focal em metro e a unidade de
poténcia, em éptica fisioldgica, € a dioptria. A ampliagfo transversal de um espelho ou
de uma lente é dada por

_ altura da imagem (h;) _ % d;
" altura do objecto (h,) T d,
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A amplia¢io angular de uma lente delgada

¢ dada por
o' d | N
M _—— = ] = R A ;:'1*1 L o
0 f L I VA
M T
N € a distAncia de visdo minima, L a distin- TF fed;; o
cia imagem-olho ¢ 6 o dngulo segundo o qual 4_':? J7 \UJ
se vé o objecto sem o auxilio da lente. Esta ’ A
L >

expressdo toma aspectos particulares para o ‘
caso do telescépio e do microscdpio.

8.1 Pesquisa proposta

1 Estudar a formacfo de imagens dadas por espelhos e lentes.

2 Determinagéo de distincias focais e da ampliacio transversal e angular,

3 Construgido de protétipos de microscopio e telescdpio, e determinagio das suas
caracteristicas.

A prossecucdo desta pesquisa implica o estudo de

s Optica Geométrica (Leitura 7).

8.2 Equipamento necessario

Banca de 6ptica, fonte de luz branca ou laser, diafragmas, espelhos céncavos e conve-
xos, prismas, lentes delgadas convergentes e divergentes, objectos luminosos, alvos, es-
calas graduadas, transferidor, nivel de bolha.

8.3 Experiéncias sugeridas

Experiéncia 0 - Estudo do comportamento éptico de espelhos planos e curvos, pris-
mas e filtros

Recorrendo a uma fonte de luz ou a um laser associados a um diafragma com 3 ou mais
fendas gera-se um sistema de raios paralelos que permite o estudo da reflexdo, refrac-
¢io, reflexdo total, determinagfo directa do indice de refrac¢io de meios transparentes.
No caso dos espelhos curvos podem determinar-se as distincias focais e os raios de cur-
vatura. A combinagdo de filtros permite o estudo da nogdo de cor.

O registo das observagoes faz-se sobre folhas de papel onde se marca o trajecto dos
raios luminosos.
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1 Determinacéo da distdncia focal das lentes

Na banca de éptica, bem nivelada, coloca-se a lente e obtém-se a imagem de um objecto
convenientemente colocado em relagdo a lente. Para além deste processo directo pode
seguir-se 0 método de Bessel, no qual se recorre 4 formagio de duas imagens no mesmo
ponto movendo a lente em relagdo ao objecto, que se mantém fixo. Neste caso a potén-
cia é dada por P =4d/(d*> —e?) em que ¢ ¢ a distincia entre as duas posigdes da lente e
d a distincia objecto-imagem.

A poténcia (ou distdncia focal) das lentes divergentes P, é obtida a partir da
associacdo destas com lentes convergentes de poténcia conhecida P.. Pafa uma
associa¢do de lentes coladas tem-se Py = P, ,—P.. P, é a poténcia da associagio de
lentes.

No caso de as lentes estarem separadas

p- 1 __ Fdy-1
LA di—d(Bds =)

em que d € a distincia entre as duas lentes, 4, a distincia do objecto a lente divergente,
d, a distincia da lente convergente a imagem final e P, a poténcia da lente conver-
gente.

2 Construcio de um microscépio

Um modo simples de construir um microscopio composto ¢ usar duas lentes conver-
gentes de distincias focais pequenas (entre 0.03 e 0.15 m), montadas numa banca de
Optica de tal forma que a distincia entre elas permita a formacdo de uma imagem amplia-
da do objecto.

O objecto a ver deve ser colocado para além do foco da lente mais convergente mas
muito vizinho deste. Com este cuidado observar patas ou asas de mosca, ou qualquer
outro objecto de pequenas dimensdes. Determinar a ampliacdo e comparar com o valor
previsto teoricamente.

Explicar a ac¢iio do olho como transdutor de viséo.

3 Construcao de um telescépio

Pode montar-se um protétipo de telescépio recorrendo simplesmente a uma lente conver-
gente fraca (objectiva de f =0.50 m) e uma fortemente convergente (ocular f=0.05 m),
dispostas na banca de 6ptica de modo a permitir a visualizagcdo de objectos longinquos,
como janelas, antenas parabdlicas, etc.

Explicar a escolha proposta para as lentes. Estudar a ampliacdo angular utilizando,
se disponivel uma escala graduada e iluminada. Comparar o valor obtido com o pre-
visto teoricamente. Qual € o papel do olho humano?

Construcdo de um telescépio de refrac¢io capaz de dar uma imagem direita.
Estudar a ac¢do de uma terceira lente convergente de modo a tornar o telescopio mais
curto.
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8.4 Exercicios

8.1 Suponhamos que duas raparigas usam 6culos, uma devido a miopia e outra a vista
cansada. Em caso de piquenique num prado qual dos Geulos pode servir para atear uma
fogueira usando a luz do Sol?

R: Os de vista cansada. E uma lente convergente.

8.2 Uma lente divergente pode ser usada como lupa? Justifique com um esquema.
R: Nao.

8.3 De dois telescdpios de refrac¢io que diferem simplesmente no comprimento, qual
possui maior ampliagdo angular? Porqué?

R: A ampliacdo € igual porque depende apenas da razio entre as distdncias focais,
8.4 Como funciona um projector de diapositivos?

8.5 Pensa-se que as imagens virtuais sdo menos importantes que as reais, o que nao cor-
responde a realidade. Dos seguintes instrumentos diga quais sdo os que ddo imagens
virtuais: projector de diapositivos, mdquina fotografica, lupa, lentes de contacto, micros-
copio, telescépio astronémico, bindculos?

R: lupa, microscépio, telescépio e binéeulos.

8.6 M Calcule o indice de refrac¢do de um prisma de vidro e o erro estatistico que o
afecta, sabendo que um raio luminoso ao passar do ar (n, = 1.000) para o vidro sofre
uma refrac¢do. O angulo de incidéncia no ar é 6,= 6112° e o de refrac¢do é H,=36+1°.

R: a) n 4 = 1.520.1

8.7 Um raio de luz incide numa face do diamante (n,=2.42),
¢ refractado no seu interior e atinge uma das faces opostas
com um fngulo de incidéncia de 28».

Raio incidente

a) Com o diamante rodeado de ar, diga se o raio é par- . Anpulo ctilco
cialmente ou totalmente reflectido (este tltimo caso / '
encontra-se exemplificado na figura).

b) Responda 2 mesma questdo para um diamante mergu-
lhado em dgua (ng,,=1.33).

¢) Com base nos resultados anteriores diga justificando,
em qual dos meios o diamante brilha mais, ar ou dgua.

R: a) E totalmente reflectido. b) Nao € totalmente reflectido. ¢) Brilha mais no ar porque é onde
um maior nimero de raios é totalmente reflectido.
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Célula Fotovoltaica como Conversor de Energia Solar
em Energia Eléctrica

N uma célula fotovoltaica obtém-se energia eléctrica iluminando a zona sensivel da
célula com radiagio de comprimento de onda (cdo) adequado. A relagdo 1c(V¢),
em que I € a corrente eléctrica que atravessa a célula e V¢ a diferenca de potencial aos
seus terminais, permite determinar em que condig¢des a célula pode fornecer poténcia.
Esta relagdo, também designada caracteristica da célula fotovoltaica, varia com as condi-
coes de iluminagio da célula e pode ser determinada construinde um circuito que per-
mita simultaneamente medir as duas grandezas Ic e Vc.

9.1 Pesquisa proposta

1 Estudo do efeito fotovoltaico.
2 Calculo da poténcia eléctrica de uma célula fotovoltaica.

A prossecugdo desta pesquisa implica o estudo de

m Células Fotovoltaicas (Leitura 8).

9.2 Equipamento necessario

Uma célula fotovoltaica p-n de silicio, dois multimetros digitais, uma fonte de tensio
continua e uma resisténcia de 100 ().

9.3 Experiéncias sugeridas

1 Determinacao da curva caracteristica da célula fotovoltaica

Para determinar a curva caracteristica montar o cir-

cuito da figura. A resisténcia R representa a resis- — =
téncia de carga da célula e deve ter um valor tal que

a corrente I ndo exceda o limite maximo permitido  +
para a célula em questdo (R= 100 £2). A corrente I¢ @ ¥y
mede-se com um amperimetro digital introduzidono =
ramo da célula e aos terminais desta deve ler-se a 3 =
ddp V¢ com um voltimetro digital.

s
B
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EXPERIENCIA 9

Representa-se na forma gréfica a caracteristica Io(V¢) para uma célula fotovoltaica
fazendo variar a ddp aplicada ao circuito, V, entre —8 V e +2 V. Deve ter cuidado e
atencdo com os sinais da ddp e o sentido da corrente medidos pelos respectivos multi-
metros. Considerar as seguintes situacdes:

— sem iluminacio,

— iluminada por uma ldmpada de candeeiro,

— se possivel varie o cdo da radiagéio, por exemplo interpondo filtros adequados.

2 Calculo da poténcia de uma célula fotovoltaica ‘

Com a convengiio de sinais indicada no circuito anterior, a poténcia fornecida pela célula
pode ser calculada pelo produto —VcI¢. Usando os valores determinados na experién-
cia anterior, calcula-se a poténcia em fungdo de V¢ ou I¢ para a situagéo da célula ilu-
minada.

3 Célula como fonte de corrente

Determinar a impedincia de saida para a qual a poténcia fornecida é maxima e discutir
se este tipo de célula pode ser considerada como uma fonte de corrente.

9.4 Exercicios

9.1 Se a poténcia solar média recebida ao nivel do solo disponivel para conversdo em
energia eléctrica for da ordem de 1000 W/m?, para células fotoeléctricas com uma efi-
ciéncia € = 15%, qual € a 4drea que necessitamos para fazer funcionar:

a) Uma calculadora que consome 0.001 W
b) Um radio que consome 20 W

R: a) 0.07 cm? b) 1333 cm?

9.2 Uma célula fotoeléctrica quando iluminada directamente por luz solar apresenta uma
ddp em circuito aberto de 1.25 V e debita uma intensidade de corrente igual a 100 mA
quando em curto-circuito. Se o factor FS da célula for igual a 0.75, qual € a poténcia
méxima que pode ser retirada da célula?

R: P=0.094 W. i

9.3 Se o fotodiodo representado no circuito da B

figura fornecer uma intensidade de corrente \\‘\ v
Ip=10 mA quande iluminado, quanto vale a ddp >
de saida V, se R for igual a 560 (1. _ [

R:V,=-56V,









LEITURA 1
Aquisicdo, Analise e Tratamento de Dados

Fisica pretende explicar os fenémenos da natureza. Designamos por fenémeno

qualquer acontecimento, facto ou objecto externo observado directamente ou atra-
vés de dispositivos particulares. A ciéncia estd intimamente ligada com a observagéao
dos fenémenos e a medigdo das grandezas que os representam.

A observagio e a medigdo devem ser objectivas e independentes da pessoa que as
faz. A objectividade ndo é certamente fdcil, basta pensarmos que cada um de nds € parte
activa no processo de conhecimento e estamos sempre condicionados pelos nossos sen-
tidos e experi€ncias precedentes.

Podemos dizer, ainda que de um modo simplista, que a metodologia da Fisica se
baseia esquematicamente no seguinte:

e selecionar ou definir o fenémeno a estudar;

m descrever o fenémeno em termos de um certo nimero de caracteristicas designa-
das por grandezas fisicas, as quais se pode atribuir um valor numérico a partir do
confronto com a grandeza padrdo. Este confronto é designado por medicao e o
resultado de uma medigdo por medida. Medir uma grandeza significa atribuir um
nimero que expressa a relagiio entre ela e um padrdo a que chamamos unidade;

= obter a partir das medic¢des, informagdes que permitam estabelecer como as
diversas grandezas se relacionam,

w formular leis que governem o fenémeno observado ou confrontar previsdes ted-
ricas ja existentes com os dados obtidos experimentalmente.

Observagoes

N

Relagoes g
numéricas Teorias

~N S

Modelos

Das consideragdes feitas é facil concluir que os dados experimentais ou as medi-
¢Oes sio a base do conhecimento cientifico. Assim é muito importante formular metodo-
logias que nos permitam medir com objectividade, mas ¢ facil imaginar a quantidade
de factores que nos influenciam o processo de medida.

Aquisicio de dados e instrumentos

Como vimos um dos aspectos fundamentais da metodologia da Fisica consiste na aquisi-
¢do de dados (medig@o) e na avaliagdo da sua validade. Uma vez estabelecida a metodo-
logia, os instrumentos sio um elemento muito importante no processo de medida.
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Permitem confrontar a grandeza em estudo com o padrdo dando uma resposta quantita-
tiva. Podemos esquematizar os instrumentos como constituidos por:

um elemento revelador, sensivel & grandeza a medir — sinal de entrada;
um transdutor, que transforma a informacgdo obtida pelo revelador numa gran-
deza de ficil manipulagéo por parte do experimentador;

m um dispositivo que d4 visualmente ou graficamente o resultado da medida — sinal
de saida.

De forma genérica um instrumento de medida funciona como um transdutor que
transforma um sinal qualitativo e/ou inacessivel aos nossos sentidos num que podemos
quantificar.

pd

Fenﬁ;{neno Instrg::nento Observador
medida Y

O fenémeno X no exemplo da figura € a desintegragio de um niicleo atémico, o instrumento
de medida é um detector Geiger-Muller que através da ionizagio do gis traduz a passagem de
uma particula num impulso eléctrico, o sinal de saida, cuja contagem é interpretada pelo obser-
vador Y através da elaboragdo de um histograma.

Na relagio entre X e Y estd implicito o principio da causalidade, podendo dizer-se
que X € a causa de Y. As dimensdes fisicas do estimulo e da resposta ndo t&m de ser as
mesmas.

Por exemplo, se o sistema em questdo for um osciloscépio, ao sinal de entrada, uma diferen-
¢a de potencial, corresponde um sinal de saida, que é uma distdncia. Num termémetro de mer-
clirio tem-se igualmente como resposta a uma temperatura um sinal de saida que tem as dimen-
soes de um comprimento, a altura da coluna de merctirio.

Para um transdutor funcionar como instrumento de medida € fundamental a existén-
cia de uma TABUA DE CALIBRACAO que permita fazer uma correspondéncia bijec-
tiva entre os sinais de entrada e de saida X <> Y. De uma forma mais ou menos expli-
cita, uma medigfo é sempre uma comparagdo com um padrio.

A operagio CALIBRACAO é em geral obtida através de ensaios, em que se tomam
como sinais de entrada valores conhecidos de X (padrdes de medida) e se obtém como
sinais de saida os valores de Y. Muitas vezes verifica-se que a dependéncia X <> Y é



susceptivel de representagdo analitica, o que permite obter a validagdo da curva de cali-
bragdo a partir de um niimero muito reduzido de pontos. Uma vez realizada a calibra-
¢@0 admite-se que esta se mantém invariante no decurso do tempo.

Quando se utiliza um certo instrumento temos de conhecer as seguintes caracterfsticas:

intervalo de funcionamento;
tempo de resposta;
sensibilidade;

exactidio ou fidelidade;
precisdo ou rigor.

BE B A B B

Conforme a natureza das grandezas a medir, ou o objectivo da medicdo, assim se
da maior relevancia a um ou a outro dos atributos do instrumento, ja que é impossi-
vel a existéncia de um instrumento de medida perfeito. Um instrumento muito sensi-
vel € em geral, pouco rigoroso ou pouco fiel. Um instrumento fiel é em geral pouco
sensivel. '

Analisemos cada uma destas propriedades.

INTERVALO DE FUNCIONAMENTO refere-se ao valor minimo e mdximo que se
pode medir de modo que o aparelho néo seja danificado e que garanta que a resposta estd
ainda relacionada com o estimulo, isto €, define a dinimica do instrumento onde os valo-
res de X podem ser correctamente medidos, porque a curva de calibragio se mantém
valida.

TEMPO DE RESPOSTA € o tempo necessério para o instrumento responder ao esti-
mulo, o qual deve ser breve de modo a que quando receba um segundo estimulo j4 tenha
respondido ao anterior. O tempo de resposta ou caracteristico deve ser sempre inferior
ao tempo de variagdo das grandezas.

Por exemplo num osciloscépio de 10 MHz podemos medir sinais que se sucedem em inter-
valos de 107 s,

Existem situagdes em que se quer saber o valor num dado intervalo, e nestes casos
convém um tempo de resposta longo.

SENSIBILIDADE define-se como a razdo entre a variagiio na resposta Y a uma va-
dy
X

Um instrumento € muito sensivel quando uma pequena variagdo do estimulo X pro-
voca uma grande variacdo na resposta Y.

A sensibilidade também pode ser caracterizada pelo PODER RESOLVENTE, por
este entende-se o menor intervalo do estimulo AX que provoca varia¢do na resposta do
instrumento. Dois estimulos que ocorram num intervalo inferior ao poder resolvente sdo
indescerniveis para o aparelho de medida. O poder resolvente ¢ tanto maior quanto
menor for AX.

EXACTIDAO ou FIDELIDADE - um instrumento é exacto ou fiel quando realiza
a transdugdo perfeita do sinal de entrada X num sinal de saida Y, isto é, reproduzindo
exactamente a forma de X. Na prética ndo € necesséria a reproducio do préprio sinal
desde que se conhega a tdbua de calibragdo para se recuperar o estimulo X a partir da

riagdo muito pequena do estimulo X, S =
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resposta ¥. A este valor estimado podemos chamar x, um aparelho serd tanto mais fiel
quanto menor for a diferenca entre o valor estimado x e o valor verdadeiro X, ou seja,
quanto menor for o erro de fidelidade e; = |x-XI.

PRECISAO ou RIGOR é a propriedade que caracteriza a dispersdo das respostas Y
ao mesmo estimulo X. A resposta Y ndo depende s6 de X mas também de limitagdes in-
trinsecas ao préprio aparelho como atrito de molas, flutuagdes de niveis de tensao, histe-
rese magnética, oscilagdes mecanicas, etc. Estes factores fazem com que a resposta do
aparelho a estimulos idénticos ndo seja sempre a mesma, sendo necessarias diversas me-
di¢des e analisar como se distribuem em torno de um dado V. /

A sensibilidade de um instrumento pode ser melhorada sem introduzir modificacoes
radicais no instrumento. Aumentar o comprimento da agulha num multimetro analdgico,
ou associar um nénio a uma escala sdo exemplos de como a melhorar. O mesmo ji néo
acontece com a precisdo. Melhorar esta implica em geral a escolha de outro instru-
mento. Acontece que quando a sensibilidade é muito grande e a precisiio baixa temos
de fazer vérias determinacOes para controlar a dispersdo dos resultados. Quando o apa-
relho tem uma sensibilidade pobre este facto pode ocultar a falta de precisio.

Em geral na construcdo dos aparelhos procede-se de modo que uma das proprieda-
des ndo oculte a outra.

Vejamos o seguinte exemplo, quando se quer medir o comprimento de uma barra de aco
geometricamente bem definida, com uma régua vulgar cuja menor divisdo é¢ 1 mm, podemos falar
de sensibilidade ou poder resolvente de 0.5 mm. No entanto a precisdo na leitura pode ser facil-
mente superior, donde ser initil repetir a medi¢do. Se associarmos & escala principal da régua
um noénio de 50 divisdes a sensibilidade passa a ser de 1/50 mm. Entdo a precisdo de leitura ji
serd inferior e justificam-se vdrias medigoes.

Uma situagdo diferente € o caso de querermos medir na horizontal as posicdes do péndulo
em repouso e a um certo dngulo de afastamento da vertical. Devido as dificuldades de posiocio-
namento do centro do péndulo a precisdo do valor medido vai ser o factor dominante e néo se
justifica o uso de uma régua de grande sensibilidade, nem a associa¢do de um nénio.

Devido ao postulado da invaridncia espago-temporal das leis fisicas seria de espe-
rar que para um aparelho de grande sensibilidade e precisdo as medi¢des fossem perfei-
tamente reprodutiveis. Isto ndc acontece em geral devido ao fendmeno em si préprio,
gue pode depender de um grande nimero de factores e na medicdo consideramos s6
parte desses factores.

Por exemplo, no estudo do periodo de oscilagdo do péndulo em fungdo do comprimento,
desprezam-se em geral factores como: temperatura e humidade ambiente, impulsio do ar ou
massa do fio de suspensdo.

Adiante na andlise de dados estudaremos como interpretar e contabilizar a nio repro-
dutibilidade dos resultados.

Além das propriedades que ja4 enumerdmos sobre os instrumentos deve tomar-se
ainda em consideragdo o facto que, a operagio de medida pode alterar as propriedades
do sistema que pretendemos medir.

Ao nivel microscépico, esta limitacdo tem um caricter fundamental consubstan-
ciada no principio de incerteza de Heisenberg e nos fundamentos da Mecinica Quéntica.



A escala macroscopica a medicio também pode alterar o sistema a medir,

No caso da medida da espessura de um fio fino com um palmer é ficil, ao colocar ¢ ajustar
o fio entre as esperas, apertar aquele e alterar o didmetro que queremos medir.

Devemos estar atentos a estas fontes de erro e se néio as pudermos eliminar deve ten-
tar-se reduzi-las e quantificd-las. Na maior parte das situagdes e em funcio da precisio
requerida, um pouco de bom senso, um pouco de conhecimento sobre como funcionam
os aparelhos e um pouco de fisica ajudam quer a melhorar um dado processo de medida
quer a encontrar o processo de medida adequado aos objectivos a atingir com a medigio.

E Gbvio que existem outros casos em que as medicdes sdo muito dificeis e a sua
realizagdo € um verdadeiro golpe de génio.

Em resumo, medir uma grandeza significa, por interposicio entre o fenémeno e o
observador de uma metodologia e de instrumentos, atribuir um nimero (valor numé-
rico) a grandeza referido a um padréo (unidade). Como analisdmos, este valor vem afec-
tado pelas limitagdes e imprecisdes dos instrumentos e métodos (erro).

MEDIDA = [VALOR NUMERICO] + [ERRO] [UNIDADE]

Analise de dados

A realiza¢do de uma experiéncia implica a tomada de dados, que pode ser mais ou me-
nos automatizada. Uma vez adquiridos, estes dados tém de ser analisados de modo a
poder ter-se um resultado para a experiéncia, isto &, atribuir um valor numérico gran-
deza e saber medir o erro com que foi determinado.

Tenhamos em atengdo que os processos de aquisicio e andlise de dados, ndo sio
perfeitamente estanques. O melhor modo de controlar o desenrolar da propria experién-
cia € simultaneamente com a aquisi¢do fazerem-se registos na forma de tabelas e, ainda
que de uma forma preliminar, tragar gréificos e efectuar cdlculos. Estas operacoes deve-
rdo ser feitas de modo tdo claro que possamos detectar situagdes inesperadas que exi-
jam outras tomadas de dados ou correc¢des ao dispositivo experimental em funciona-
mento.

Conforme a natureza do fenémeno em estudo assim se deve optar por fazer
uma ou varias medi¢des das varidveis e decidir sobre a precisdo a exigir da medicio.
O exemplo seguinte ilustra a importancia do conhecimento do erro com que € feita uma
medida.

Consideremos a situagio em que numa experiéncia se suspeita que a velocidade da
luz no vazio nao tenha o valor estabelecido, isto é ¢=2.99792458 % 10° m s " Admitamos,
para facilitar a escrita, que ¢ é conhecido apenas com uma precisdo de milésimos, ou seja
2.998 x 10* ms™. O resultado da nova experiéncia deu o valor 3.000x 10% m s,
Medimos um valor maior para ¢ do que aquele correntemente aceite, 3.000 > 2.998.
Serd uma grande novidade?

Para respondermos que sim temos de saber algo mais: a precisdo do novo valor.
Vejamos trés situagdes possiveis, no estudo das quais se omite o factor x 108 m s .
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1.* Situagdo

O erro ou incerteza que acompanha a medida é de 0.005. Isto significa que podemos
dizer que a velocidade da luz tem um valor compreendido entre 3.000-0.005 < ¢ < 3.000
+0.005, isto é,

2.995< ¢ < 3.005
Portanto esta medida ndo pde em causa o valor 2.998, ja atribuido.

2.* Situagdo

A medi¢do deu um valor de 3.000 £ 0.]1. Neste caso a nova experiéncia propde
29<c<3l

Este valor é ainda compativel com o jd conhecido, mas a precisdo com que foi ex-
presso estd incorrecta e nio tem qualquer sentido fisico. Se uma grandeza é conhecida
com uma precisdo de milésimas, uma experiéncia que conduza a uma imprecisio nas
décimas ndo permite por em causa o valor aceite.

3.* Situacfo

A experiéncia é feita com um erro de £0.001. Tem-se neste caso
2.999 < ¢ < 3.001

Se o erro fosse mesmo 0.001 e se a experiéncia estivesse bem feita representaria
uma grande descoberta! Talvez fosse premiada com o prémio Nobel!

Em resumo, quando se obtém um dado resultado para um parimetro as reacc¢des
podem ser:

m A fisica convencional estd em boa forma;
m E preciso refazer a experiéncia;
= Fizemos uma grande descoberta.

Qualquer destes resultados estd condicionado pelo erro estabelecido para a medida.
Se a medigdo é feita pela primeira vez o resultado s6 terd igualmente interesse se sou-
bermos qual a sua precisdo. A moral da fibula é:

«Quando medir calcule o erro que afecta a medicdo ou a sua experiéncia ndo ser-
vird para nada.»

Embora, devido & nossa justa ambico de perfei¢io, seja contra a nossa natureza
reconhecermos que fazemos erros, comecemos por analisar de que forma podemos
cometer erros, com o objectivo de os reduzir ao menor nimero possivel e minimizar
aqueles que ndo conseguimos evitar.



Erros experimentais

A incerteza que acompanha um valor obtido experimentalmente é designada por ERRO
EXPERIMENTAL.
Estes podem classificar-se em 2 categorias:

m Sistemdticos;
& Acidentais ou Estatisticos.

Estudemos com algum detalhe a origem destes erros, como se medem e como
influenciam o resultado de uma medida.

Erros sisteméticos

Os erros sistemdticos referem uma perturbagdo que influencia igualmente todas as
medicOes de uma mesma quantidade. Este tipo de erro implica que o valor medido é
sempre maior ou menor que o valor real. Se conhecidos devem ser contabilizados ou
eliminados. Um erro por excesso deve ser subtraido e um erro por defeito adicionado
ao valor medido.

Tipos de erros sistematicos:;

s Observacional: como a paralaxe na leitura de uma escala devido ao mau posi-
cionamento relativamente ao observador. Reduzem-se bastante em sistemas auto-
maticos de aquisi¢do, onde a intervencio humana é praticamente eliminada.

m  Ambiental: quando um factor externo 4 experiéncia influencia a medida de modo
sistemadtico.

Por exemplo uma tomada de terra deficiente numa instalacfo eléctrica que introduz um nivel
de tensio de referéncia diferente de zero, ou uma temperatura ou pressio diferentes das previs-
tas para a validade de uma dada constante ou parametro.

w Tedricos: a introdu¢do de uma simplificagdo no modelo matemitico usado para
medir uma grandeza de forma indirecta.

Por exemplo, desprezar o efeito do atrito na determinagéo da aceleragfio da gravidade a par-
tir das oscilagdes de um péndulo simples.

= Instrumentais, de calibragiio e de zero: sdo inerentes ao aparelho de medida e re-
flectem falta de exactidio ou fidelidade. Vamos ver como se podem identificar
e contabilizar recorrendo a alguns exemplos baseados em situagGes que ocorrem
no desenrolar das experiéncias propostas neste manual.

Os erros instrumentais sdo devidos ao valor dos pardmetros que caracterizam inter-
namente o aparelho de medida, podendo em certas circunstincias alterar a propria gran-
deza que se quer medir.

O exemplo mais flagrante € a resisténcia interna dos multimetros usados na medi¢io de gran-
dezas eléctricas. Quando se usa um voltimetro para medir uma ddp aos terminais de uma resis-
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téncia R temos de nos assegurar que a sua resisténcia interna R; na escala escolhida seja muito
maior que R. Se for dez vezes superior, a resisténcia equivalente a associagiio da resisténcia e
10RxR
10R+R
cometer um erro sistemdtico de 9% por defeito na medi¢ao da ddp que deve ser contabilizado.
Se as duas resisténcias forem iguais o erro pode atingir 50%.

do voltimetro vale R,, = =0.9IR. Isto significa que no pior dos casos estaremos a

O erro de calibraciio provém de uma tabela de correspondéncia mal feita.

Por exemplo ao construir um termémetro marcar-se o traco de 100° na posicio de 98° e divi-
dir o comprimento entre 0 0 e 98 em 100 partes. Serd detectado quando se ¢omparar o termé-
metro em uso com um padrdo. Neste exemplo o erro sistemdtico ¢ por excesso e vale 2% em
qualquer posicdo da escala.

O erro de calibragio ¢ um erro sistemdtico de dificil deteccio uma vez que ndo €
frequente o confronto do instrumento com os padrdes.
O erro de zero consiste no posicionamento incorrecto do inicio da escala.

Como exemplos temos o caso do zero da escala do tambor do palmer nio coincidir com o
da escala principal ou ainda a situaciio em que se faz uma medida eléctrica com um multimetro
analdgico em que na escala escolhida a agulha ndo se posiciona em zero antes de se proceder &
medi¢ao. A diferenca deve ser medida e contabilizada no resultado final da medicio.

Um experimentalista tenta identificar, quantificar e se possivel eliminar os erros sis-
temdticos. Por vezes estes erros podem ser eliminados ou bastante reduzidos com uma
alteragdo no processo de medicio.

Se a leiturz de um comprimento estd afectada de um erro sistemético constante, como o erro
de zero, entdo a medigdo da distincia entre duas posi¢des nao terd qualquer erro sistemdtico por-
que estes cancelam-se quando se faz a diferenga entre a leitura dos dois pontos da escala.

Erros acidentais, aleatorios ou estatisticos

Estes erros revelam-se quando ao repetirmos uma medi¢do de uma mesma grandeza ob-
temos diferentes valores, reflexo da falta de precisdo ou rigor do instrumento de medida.
Uma parte dos valores obtidos € inferior e outra é superior ao valor real da grandeza.
Designa-se esta oscilacfo indiferentemente por acidental, aleatdria ou estatistica.

Podem ser ocasionados por:

m  Observacdo: sempre que ha intervencdo subjectiva do observador no processo
de medic¢do.

Como exemplo temos a leitura de uma escala, o accionar de um cronémetro ou o posicio-
namento de um cursor.

= Ambiente: todos os factores externos que influenciam o desenrolar de uma expe-
riéncia.
Por exemplo as flutuacées de tensdo numa fonte de alimentacio devida a oscilacées da tem-
peratura.
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= Natureza estatistica intrinseca do processo.
Por exemplo as desintegragdes de niicleos radioactivos, num dado intervalo de tempo.

Estes erros s6 tem significado quando se procede a um niimero de observagdes supe-
rior a um. Ao contrario dos sistematicos, os erros acidentais podem ser controlados re-
correndo a andlise estatistica se o mimero de observagdes for razodvel. Daf se designa-
rem igualmente por estatisticos.

Nas experiéncias em que se faz uma tinica medi¢do, apesar de nio ter sentido falar
em erro estatistico, € 6bvio que a medi¢do ndo é exacta, dependendo desde Jogo da
sensibilidade do instrumento usado. O erro que se comete na leitura de uma medida
devido ao limitado poder resolvente da escala designa-se por ERRO DE LEITURA.
Este vale metade da menor divisdo estimada nas escalas continuas, como a de uma
régua ou multimetro analdgico, e uma unidade de escala nas discretas, como a de um
cronémetro ou num multimetro digital. O erro de leitura representa o limite superior
da incerteza na medida. \

A figura esquematiza a diferenca entre erros sistemdticos e acidentais, exactidio e
precisdo numa medida. Os pontos representam a distribuiciio a duas dimensdes de valo-
res experimentais obtidos em observagoes repetidas da mesma grandeza.

Acidental Sistematico

Na representagdo da esquerda os valores distribuem-se aleatoriamente em torno
de um valor central ou esperado que quase coincide com o verdadeiro valor da
grandeza no centro do alvo. Nao ha erro sistemdtico. As orbitais dao uma ideia de
como os valores se espraiam. A medida da esquerda é exacta ou fiel, mas pouco
precisa.

A direita os valores apresentam uma menor dispersdo, o erro acidental é menor
e a medida € mais rigorosa. No entanto todos os pontos estio sistematicamente
deslocados do valor verdadeiro, o erro sistematico é elevado e a medida é pouco
fiel.

Numa experiéncia real podem ocorrer simultaneamente os dois tipos de erros.
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Erros absolutos e erros relativos

O valor do erro que acompanha o resultado de uma medigdio pode ser expresso nas
unidades da propria grandeza medida, situagdo em que se fala de erro absoluto.

Por exemplo, na medigdo de um comprimento com uma régua graduada em milimetros em
que apenas se pode estimar o erro de leitura, o erro absoluto vale 0.05 cme a medida representa-
-se por {=3.20 £ 0.05 cm.

Aquela representagio do erro ndo é a mais adequada para realizar a comparagdo do
rigor na medida de grandezas distintas. E por isso preferfvel muitas Vezes usar uma
representagio adimensional do erro, que se obtém fazendo a razao entre o erro experi-
mental e o valor medido expressa em percentagem. Este quociente designa-se por erro
relativo. A precisio da medida é mais intuitiva quando se dd a incerteza na forma de
erro relativo.

. ; 0.05
No exemplo anterior o erro relativo vale 320
por [ =3.20 cm * 3%.

=0.03 ou 3% e o0 comprimento representa-se

Anilise estatistica dos erros acidentais

«Nio percebo como uma ma medigdo pode ser transformada numa boa s6 porque a repe-
timos 1000 vezes.»

H. Bouasse (Professor na Universidade de Toulouse, 1924)

Esta frase é demasiado simplista. Quando uma medigéo € feita com um bom método
e quando os erros sistemdticos estdo controlados, a estatistica tem um papel importante
no controlo dos fenémenos aleatérios, como vamos Ver.

Histogramas e curvas de distribuicao

Ao fazer vérias medicoes da mesma grandeza podem ter-se resultados que sdo proxi-
mos ou que apresentam uma grande dispersdo entre si. No primeiro caso temos uma boa
reprodutibilidade ou boa precisdo e menos boa no segundo.

Para ter uma ideia clara e rapida da dispersdo dos resultados devemos visualiza-los
e um dos métodos mais usado com este objectivo € a histogramagio. Para construir um
HISTOGRAMA divide-se o grupo de medidas em intervalos de uma dada amplitude ou
bin, e conta-se o nimero de vezes que o resultado da medi¢do ocorre nesse intervalo.
O quociente entre este nimero (frequéncia) e o nimero total de medigdes € a probabili-
dade no intervalo. Num sistema de eixos ortogonais podemos representar a frequéncia
de ocorréncia f(x) em fungédo de intervalos da varidvel.

O histograma ou grifico de barras indicard como se distribuem as medidas
feitas.



Se o nimero de medigdes for grande
e se os intervalos forem pequenos o
histograma aproxima-se de uma curva
continua designada por CURVA DE
DISTRIBUICAO 6u simplesmente DIS-
TRIBUICAO.

A curva apresenta um perfil confor-
me a natureza da grandeza a medir e,
uma vez definido que tipo de distribui-
¢do controla a situagio, a estatistica per-
mite urh tratamento analitico dos resul-
tados da experiéncia.

Consideremos que se quer estudar a distribui¢fio das alturas dos alunos do primeiro ano
da Universidade. Podemos tirar conclusdes diversas conforme o nimero de observagdes.

Dos graficos juntos podemos dizer
que:

al) a representaciio de cada valor medi-
do num eixo horizontal de alturas ndo é
a mais adequada para a visualiza¢do da
dispersdo dos dados;

a2) o histograma da situagdo anterior
permite detectar uma aglomerac@o de al-
turas no intervalo entre 1.7 e 1.8 m, mas
o niimero de dados € insuficiente € a re-
presentacio é rudimentar;

b) o nimero de dados é agora 10 vezes
maior e o histograma é mais regular, su-
gerindo uma possivel distribuicdo para
as alturas. Pode dizer-se que a média se
situa entre 1.70 e 1.80 m;

c) aumentando o nimero de observagoes
e reduzindo a dimensdo do intervalo po-
demos visualizar melhor os dados e ver
que as alturas se distribuem quase sime-
tricamente em torno de um valor médio
com uma dada dispersdo;

d) o niimero de medic¢des é maior, donde
poder dividir-se os dados num grande ni-
mero de intervalos. A grandeza assume
uma variagdo quase continua, permitin-
do-nos falar de distribui¢do continua.
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Esta dispersdo dos resultados de uma experiéncia demonstra o cardcter aleatdrio do
processo de medida, o que nos permite encarar o resultado de uma medig¢do como sendo

uma varidvel aleatdria.
O universo de todas as concretizagoes possiveis desta varidvel é designado por PO-

PULACAO e o seu estudo estatistico é feito em termos de distribui¢es de probabili-

dades.
Em qualquer experiéncia dispomos de um conjunto finito de n observagdes (x |, X 5,

...X,) que designamos por AMOSTRA.
Comecemos por definir alguns conceitos bésicos de estatistica come: média, variin-

cia e desvio padréo.

Definicao de parimetros estatisticos — média e desvio padrao

Se temos uma amostra esta é caracterizada por um conjunto de pardmetros estatisticos,
dos quais os mais tteis sdo o valor médio ou média, a varidncia e o desvio padrio.
O valor médio ou MEDIA da amostra de n elementos é dado por

1
<X>=—2XX;
n

Quando num sinal de somatdrio (Z) ndo se representa os limites de soma, subentende-se que é de um

até ao valor maximo do indice.

Se a distribui¢do ndo € simétrica a média ndo corresponde ao valor mais fre-
quente (maximo da distribui¢do) a que chamamos MODA. Define-se ainda por vezes
a MEDIANA que & o valor da varidvel para o qual as 4reas da distribui¢do & es-
querda e a direita dele sdo iguais. Nas distribui¢des simétricas as trés varidveis coin-
cidem.

Frequéncia

A

Moda j \ Média X
Mediana

No caso em que se tem medidas repetidas ou quando estas se representem na forma
de histograma o valor médio de x é dado por

m
<X>=—ZX wX;
n =]



em que w; ¢ 0 nimero de vezes que se obteve o valor x;, ou seja, o contetido do inter-
valo (frequéncia), m o nimero total de classes e n o nimero total de acontecimentos.

A segunda caracteristica importante numa distribui¢o € a dispersdo dos valores em
torno da média, a qual dd uma ideia da precisio da experiéncia. Para a dispersdo pode-
mos usar no caso de uma amostra a nogdo de variéncia s2 e de desvio padrio s (roof
mean square), dado pela raiz quadrada da variincia,

\} T(x; — <x>)?
(n—-1) ;

O desvio padriio € expresso na mesma unidade que a grandeza.
O valor médio <x> e desvio padrdo da amostra s sio considerados como estimado-
res do valor médio W e do desvio padrio o da populagio.
A média <x> da amostra ¢ igualmente uma varidvel aleatéria. A varifncia s2 desta
grandeza € dada pela média da variincia da amostra :
51

2
855, =——
m n

em que s, € o desvio padrio da média.

Médias ponderadas

A defini¢do de média foi dada considerando que as varias medidas tinham igual preci-
sdo. Mas se tivermos diversas medidas, X |, X,,..., da varidvel X com diferente rigor, o
valor médio de X deve ser calculado de modo que os valores contribuam para a média
de acordo com o seu peso. Quanto mais precisos maior peso devem ter, definindo-se
média ponderada

R
g2

~oy ] e

em qu

Quando nos referimos a uma amostra ou populago usamos simbolos diferentes para
referir média e varidncia. Em resumo, os simbolos utilizados sio:

U — média real de uma distribui¢do ou de uma populagio.
<x>— média estimada para uma amostra.

varidncia real de uma distribui¢do ou populagio.

$? - varidncia estimada para uma amostra.

$%, — varifincia estimada para uma média.

o’
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Resultado de uma medicdo

Numa amostra com n medig¢des da mesma grandeza, em que n=210, o resultado final da
medi¢do ¢ a média < x >, afectada do seu desvio padrio s,
i > S

Para as amostras com um nidmero pequeno de observagdes nio tem sentido o cdl-
culo do desvio padrio e deve usar-se como medida de incerteza o maior desvio em rela-
¢io 4 média Ax, ou o valor médio dos desvios em relacdo a média  /

Az—; ¥lme—an]

Sendo o resultado final da medi¢do dado por
< dAX o =g Xomdnd

E obvio que nenhuma das expressdes anteriores se aplica a experiéncias de um
evento.

Nesta situagio o erro que afecta a medida € o erro de leitura, definido anteriormente,
e que se considera como o limite superior do erro estatistico. Em certos casos podemos
ainda definir o erro estatistico estimado pelo observador. Erro devido a intervengio
humana introduzir uma alteragiio superior ao erro de leitura.

Consideremos o seguinte exemplo. Se medirmos um intervalo de tempo com um crondme-
tro de centésimas de segundo o erro de leitura é 0.01 s e o erro cometido pelo experimentalista
no disparo manual é seguramente maior, da ordem de 0.1 s para um observador treinado. Assim,
o erro que afecta a medicfo é o erro estatistico provdvel da ordem de 0.1 s.

Nas situacdes em que o erro de leitura é superior ao erro estatistico estimado, pode
tentar-se reduzir o de leitura aumentando a sensibilidade da escala.

Por exemplo, aumenta-se a sensibilidade de uma escala milimétrica associando-lhe um nénio.

Quando numa medicio se individuam o erro estatistico e o sistemdtico o resultado
final deve expressar separadamente cada um deles anotando em parénteses a sua natu-
reza,

[grandeza] = [valor numérico] * [erro estatistico] + (ou —) [erro sistemdtico] [unidade]

Se os limites dos erros a esquerda e a direita do valor médio ndo forem iguais, 0
que € provivel quando existem erros sistematicos, pode evidenciar-se a ocorréncia
usando a notacgdo,

+[limite superior|

[grandeza] = [valor]
-[limite inferior]



Nio existem «receitas» para o célculo dos erros. Em cada situacdo tem de se fazer
um balango entre 0 bom senso, as potencialidades do equipamento, o tempo disponivel
e 0 objectivo da medicdo.

Adiante, no paragrafo dos algarismos significativos, discute-se o problema de como
apresentar numericamente o resultado de uma medigio.

Intervalo de confianca

Ao representarmos o resultado de uma medigédo da grandeza X por,

valor médio £ erro

estamos a afirmar que, se por um lado ignoramos o verdadeiro valor da grandeza X me-
dida, podemos no entanto afirmar com uma dada confianga, designada por probabili-
dade P, que o valor exacto de X se encontra no intervalo [valor-erro,valor+erro]. Este
define-se por INTERVALO de CONFIANCA para a grandeza X.

O grau de confianga « exigido numa dada estimativa ¢ varidvel, podendo ser da
ordem de 65%, 80%, 90% ou outros. No caso mais simples, em que se procede a uma
medi¢@o por leitura num instrumento de medida, se Ax é o valor de metade da menor
divisdo, ao representar a medicio por valor £ Ax define-se um intervalo com 100% de
confianca. Quando se representa o resultado por valorts, isto significa que, se a
distribuicdo for normal, o nosso intervalo de confianga corresponde a uma proba-
bilidade de ocorréncia de 68.3% do verdadeiro valor da grandeza no intervalo
[valor —s,,,valor + s,,].

Distribuicio de probabilidades

Quando temos uma varidvel aleatéria, a probabilidade de uma nova medida na amostra
se situar num dado intervalo pode ser prevista através da distribui¢do de probabilidade
da populacio.

Para distribui¢ces continuas tém-se as seguintes propriedades:

= P(x)dx dd a probabilidade de uma medigao ter um resultado entre x e x+dx;

b
B I P(x) dx dd a probabilidade do resultado ocorrer entre a e b;
a
= J P(x) dx = 1 dd a probabilidade do resultado ocorrer entre — oo ¢ +eo.

—oa

A certeza de um acontecimento corresponde a probabilidade um.
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Sabendo a probabilidade de ocorréncia P(x) pode calcular-se o valor médio da varid-
vel aleatéria L = JxP(x)dx.

No caso da varidvel ser discreta, isto €, apenas pode tomar N valores distintos x;,
os integrais de probabilidade passam a somatérios e tem-se:

m p; probabilidade da varidvel tomar o valor x;;
nXp,= 1
u 0 valor médio da varidvel é dado por i = X pix;.

As distribuicdes de probabilidade mais comuns em Fisica sao:
# Distribui¢do binomial;

u Distribui¢io de Poisson;

m Distribui¢do normal ou de Gauss;

m Distribuicdo t de Student;

u Distribui¢do de x2.

Entre estas vamos utilizar especialmente a distribuicdo de Gauss e de Student, a pri-
meira vdlida para amostras grandes e a segunda para amostras pequenas. Para n da or-
dem de vinte, as duas distribui¢des comegam a confundir-se.

Distribuicdo binomial

A distribuicio binomial descreve processos em que num dado niimero de tentativas idén-
ticas se tém duas possibilidades, ditas por exemplo sucesso e insucesso. Como exemplo
temos os langamentos de uma moeda, com a possibilidade de obter caras ou coroas. Se
a probabilidade de sucesso é p, a de insucesso é 1-p. Quando o nimero de eventos for
N, a probabilidade de ter n sucessos é dada pela distribui¢do de probabilidade binomial

N!

P.pN) = -

pn( l_p) N-n

Propriedades desta distribuigio:

= valor médio de sucessos: < n > = Np;
® varifincia: <n’-<n>2>=Np(1-p) e portanto o desvio padrio é dado o = VNp(1-p).

Distribuicio de Poisson
A distribuicido de Poisson descreve processos que tém também a possibilidade de

um SUCesso ou insucesso, mas em que nédo se controla o nimero de acontecimentos N.
Por exemplo, quando uma amostra de um dado elemento radioactivo se desintegra,



conhece-se s6 a probabilidade de desintegracdo. Como saber quantos serdo (niao quais
sdo) os nicleos que se vio desintegrar num dado intervalo? Este tipo de processo pode
ser descrito pela distribuicio binomial, desintegra-se ou néio se conhecermos o niimero
total de niicleos em jogo, ou pela distribuicdo de probabilidades de Poisson, se conhe-
cermos apenas o nimero médio de desintegracoes.

n

P(n, w) = et

n!
/

em que n € o nimero de sucessos e p 0 nimero médio de ocorréncias no intervalo de
observacio. No cédlculo das probabilidades deve comegar-se por calcular P(O,), que é
a probabilidade de ocorréncia de nenhum sucesso.

A distribui¢fio de Poisson € o limite da distribui¢do binomial quando o nimero de
eventos € grande e a probabilidade p de ocorréncia de cada evento isoladamente é pe-
quena. O nimero médio de ocorréncias é p=Np.

Propriedades desta distribuigio:
= 0 valor médio de acontecimentos < n > = W;
= a variancia é p. e portanto desvio padrio serd o = V.

Este dltimo resultado € muito interessante — nos processos tipo Poisson a incerteza é
dada directamente pela raiz quadrada do nimero de sucessos obtidos.

Distribui¢cio normal ou gaussiana

A distribui¢do de Gauss descreve o comportamento de um grande nimero de aconteci-
mentos aleatdrios com pequenas oscilagbes a esquerda e a direita do valor esperado.
E simétrica e apresenta uma forma caracteristica de sino, dada por uma expressdo do
tipo

Pequeno o

Frequéncia

) (x—p.]zn
P(x) dx = b e TR
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A constante 2% € um factor de normalizagdo. O valor de o controla a largura
TOo

da curva, se o for grande a curva € larga, se o for pequeno a curva serd estreita, de modo
a manter & condi¢do de normalizagdo, isto €, probabilidade total igual a um.

Propriedades desta distribuic¢io:
® a varidncia da distribui¢@o é o'%;

= a altura da curva para x = pfo é L do valor mdximo e a largura da curva a

Ve
meia altura (full width half maximum) é dada por FWHM =2.350;

m o valor mdximo da distribuigio é ! :

N2

m 0s valores 1o, 20,... dividem a drea sob a curva em vdrias regides. Uma vez que
as dreas representam probabilidades, as dreas parciais sdo uma medida de proba-

bilidade de obter medidas nestes intervalos.

Esta distribui¢do de probabilidades
prevé que as medidas ocorram do seguinte
modo

Frequéncia

19.15% entre [ p, p+o/2]
34.13% entre [, pto ]
68.27% entre [ p-o, pt+o ]
95.45% entre [ p-20 , p+2c | | |
99.73% entre [ p-30 , p+30 | e RS B e e

O desvio padrido o ndo cobre toda a dispersdo da varidvel aleatéria, mas sabemos
que a probabilidade de ocorrerem valores para além de p+20 € baixa, sémente 5% e
para além de p+30 56 0.3%. Isto € equivalente a dizer que a probabilidade acumulada
de ocorréncia em pt3c € 99.7%.

v ; VX ; TS
Uma mudanga de varidvel do tipo x' = ——— permite escrever a distribui¢io nor-
(o)

mal numa forma padrao, com média u=0 e varifincia o2=1, designada por distribui¢io
normal reduzida,

2

x"?

P(x') dx' = 2 dx

1
— e
\2m

Existem tabelas, e grificos baseados nas tabelas, que dao a probabilidade acumu-
lada para a distribuicio normal reduzida
r 2

F(x) = J e 2 dx'=P(x'<n)
0

i



A figura € a representa¢do grafi- 05

1.0
ca da probabilidade de excedéncia
unilateral (eixo das ordenadas a es-
. . ! 0.14 02
querda) ou bilateral (eixo a direita). 3 :
A 0.05 Fo.1 r W
\ X — P(x>1) P(Ix1>r)
Como P(x'>1) = P(Tp~ >r)= i 0,02
= P(x —pw>or) 0 eixo das abcissas re- 0.0033 0.01
presenta o nimero de desvios pa- i
a . v ; 0.02
drdo. e o 05 1 15 2 25 3

Para clarificar a utilidade da probabilidade acumulada analisemos o seguinte exemplo. O re-
sultado de 100 contagens do nimero de desintegragdes por segundo de uma fonte de *7Cs foi
de 300£20, em que 20 € o desvio padrio. A probabilidade do verdadeiro valor ser maior que
330 é 7.5%. Este resultado obtém-se a partir do grifico anterior considerando o ponto
& = 1300-330]

20
vével que o verdadeiro valor seja 330.

ou seja, r =1.5. Perante aquele resultado podemos concluir que é pouco pro-

A anilise de Gauss deve aplicar-se com cuidado, exigindo como condicdes:
= experiéncia bem feita de modo a que a média seja de confianca;

u cdlculo correcto do desvio, em especial quando reflecte o resultado da medida
de vdrias grandezas;

= dispor de um nimero de medi¢des que permita calcular correctamente os valo-
res anteriores. Se o nimero for pequeno é preferivel usar a distribuigdo t de
Student de que falaremos adiante.

Em certas condi¢des a maioria dos processos apresentam um comportamento nor-
mal ou gaussiano quando o nimero de acontecimentos é grande. A distribuicdo de
Poisson e binomial tendem naturalmente para a normal quando o niimero de aconteci-
mentos € grande. Como vimos a distribui¢do de Poisson também é um limite da bino-
mial. O quadro mostra como as distribui¢des se relacionam.

__ N g N-n : . N—o p=pN n
P(n,p, N)_m(l\l—n)!p (1-p) Binomial A’ Poisson P(ny) =%e—u
N—oo [L— oo
Gauss
(x—p)?
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Teorema do limite central

Vejamos porque razdo o estudo da distribuicao de Gauss ou normal é tdo importante,
quando estamos tentando controlar os resultados das experiéncias. Jd referimos que as
medicdes envolvem erros acidentais de vérias origens (leitura, ambientais, ...) assim o
erro final € uma resultante de todos os erros parciais, cada um com a sua distribuicdo.
Nesta situacdo revela-se muito itil o teorema do limite central. Segundo este teorema
uma soma X que tem origem em varidveis independentes x;, com i=1,2,3,...N, que obe-
decem a distribui¢des de média p; e desvio padrdo o, rege-se de acordo com uma dis-
tribuigdo que tem valor médio <x> = 2, varidncia o2(x) = Xo;? e qlie se torna gaus-
siana quando N—eo,

O exemplo seguinte ilustra este teorema. Se tivermos um processo de geragiio aleatéria de
5000 nimeros entre O e 10 obteremos uma amostra de média 5 e variancia 10. A sua representa-
¢do grifica revela uma distribuigio horizontal. Consideremos outros 5000 eventos que sdo a
X+ X2

2
triangular de média 5 e espraiando-se simetricamente entre 0 e 10. Se comegarmos a fazer as
médias primeiro com trés, depois quatro nimeros e assim sucessivamente vemos que a distribui-
¢do passa a gaussiana. A média de 12 varidveis geradas aleatoriamente é j& uma gaussiana de
média 5 e variincia 0.703. Os gréficos A, B, C e D representam respectivamente a distribui¢io

X1+ X, X, + X34 X ¥
1 2 1 4 3 exz 1

média de dois dos anteriores, isto é X= . A nova distribui¢do ji ndo é plana, mas sim

paraocaso X = x,, X = , X =

2 3 12

Distribuicdo t de Student

Esta distribui¢@io revela-se particularmente 1til para estabelecer niveis de confianga para
amostras de pequena dimensdo.

A distribui¢do de Gauss permitiu comparar o valor <x> médio medido para uma
dada grandeza com o valor esperado p usando tabelas que ddo a probabilidade dessa
ocorréncia. Contudo, em muitas situagdes, nao se dispde de um nimero de observagdes



N que nos permita ter uma estimativa fidvel do desvio padrdo, mas tao somente uma esti-
mativa aproximada que designamos por s,,. Nesta situagcdo teremos uma varidvel t dada por

A= . . - F ‘e PR
b= o que segue a distribuicio t de Student e que nos vai permitir estabelecer niveis

m

de confianca nas amostras pequenas

r(ntl
f(t,n): 2 ) 21 n+l /
irr(g) (%)=

em que n é o nimero de graus de liberdade.

Algumas propriedades da distribuicdo:

m valor médio p =0;
n_.

n-2"

m para pequenos valores de N é mais
larga que a gaussiana;

m varidncia o2 =

® muito sensivel ao ndmero de obser-
vagdes N, quando N—weo, 0251 e
portanto esta distribui¢io tende para a
distribui¢do normal reduzida.

O mimero de graus de liberdade é n=N-1 porque um dos pardmetros da distribui-
¢d0, o0 desvio padrio da média, é estimado a partir da amostra.

Os intervalos de confianga sdo construidos a partir da distribuicao para um dado
valor ty, calculando a drea unilateral P(t>t,), ou a bilateral P(ltl>t).

Na tabela de probabilidade da distribuicio t de Student sdo dados os valores criticos
de t, para varios valores de niveis de significincia e diferentes graus de liberdade n.
O valor de t, tabelado tem o significado de um desvio tys,, em relagdo a média, ja que
se tem no intervalo unilateral P(x<p+ ty8,,) e no bilateral P(p — t S <x<p+tyS,), como
se pode ver no excerto seguinte da tabela.

105
n
1 0.325 0.727 1.376 3.078 6.314 15.895  31.820
2 0.289 0.617 1.061 1.886 2.920 4.849 6.965
3 0.277 0.584 0.978 1.638 2.353 3.482 4.541
0.271 0.569 0.941 1.533 2.132 2.999 3.747
0.267 0.559 0.920 1.476 2.015 2.757 3.365

[=a WV, EE =N

0.265 0.553 0.906 1.440 1.943 2.612 3.143
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Convém notar que se x foi obtido fazendo virias medi¢des, entio s,, estima o erro

da média s, = f—"_ ,onde s? = ot DUx; - <x>)?2
VN N-1

Exemplo de aplicagdo do critério t de Student na medi¢do da resisténcia de um lote de 5
componentes cujo valor nominal dado pelo fabricante é 100 Q. O resultado de 5 medigoes deu
um valor médio de 105 € e um desvio padrdo da amostra s=7 €. Serd aceitivel o valor medido?
De acordo com o excerto da Tabela de probabilidades da distribuigiio t de Student, considerando
5-1 graus de liberdade, temos para t = (105-100)/7/V5 = 1.60, uma probabilidade correspondente
a um grau de confianca em torno dos 80%, o que é razodvel. /

Uma outra forma de usar a distribui¢io t de Student seria na obtenciio de um intervalo de
confianga a 96% para o verdadeiro valor nominal do lote de resisténcias. O valor critico dado na
tabela para 4 graus de liberdade vale t=2.999 e teriamos um intervalo de confianga dado por
<x>13.0s,, como s,=3.1, ter-se-ia 96<R<l14.

Se tivéssemos adoptado a distribui¢do gaussiana, o intervalo de confianga seria mais estreito
<x>*1.96s,, e portanto 99<R<111, o que niio expressaria toda.a incerteza na medigdo.

A distribuigiio t de Student é também usada como teste de verosimilhanga quando
se pretende avaliar, dispondo de poucos dados, a probabilidade de um ajuste ou modelo
matematico representar uma grandeza.

Distribuicao de x?
Se considerarmos uma sequéncia de varidveis aleatérias x|, X, ....X,, cada uma obede-
cendo a distribui¢do normal com média ., e varidncia o2, entdo a soma

2 _ [Xi—pil?
X>=2 ol

tem uma distribui¢io de probabilidade x? com n graus de liberdade.

PG ==—yx 2 e

Propriedades desta distribuic¢io:
= valor médio W = n;

= varidncia o? = 2n.

Note-se que cada parcela do somatdrio que define ¥2 tem uma distribuicio normal
q X ¢

(n—1)s?

reduzida. E possivel verificar a partir deste resultado que x2= , expressdo que

envolve a varidncia o2 e 0 seu estimador s? para uma amostra normal, tem uma distri-
bui¢do x? com n-1 graus de liberdade. Aqui o nimero de graus de liberdade pode ser
entendido como o nimero de parcelas independentes no somatério x2.



Esta distribui¢c@o tem particular importincia na determinac¢io da confianca no ajuste
de modelos aos dados de uma experiéncia. Os valores da probabilidade de x?, encon-
tram-se sob a forma de tabelas na seccio TABELAS.

Rejeicao de observacoes

Serd que todas as observagdes feitas sio de conservar?
Um critério de rejei¢iio possivel é o de Chauvenet. Se a probabilidade de urpa dada

e 1 . . .- -
medicao for inferior a e n € o numero de medigdes, pode rejeitar-se esse valor e re-

calcular a média e desvio padrio do lote dos restantes resultados.

Outro critério de rejei¢io possivel consiste em nido conservar todos os valores cujos
desvios fiquem para além dos £3o. Estes representam s6 (.33% no caso da distribui¢io
normal e os desvios maiores que 4o apenas uma probabilidade de ocorréncia de
6 x10-5.

Em certas situagdes também ¢ aceitdvel rejeitar as medidas que se encontrem nos
extremos de uma determinada grandeza fisica, pois esses valores podem corresponder
aos limites do aparelho de medida.

Por exemplo medidas de temperatura vizinhas de 100°C com um termémetro que sé estd
araduado até 100°C.

Os critérios de rejei¢@o sdo por vezes deixados ao bom senso do experimentalista e
ndo devem ser muito severos, para ndo se eliminarem resultados que, por pouco espe-
rados, sdo desprezados correndo-se assim o risco de deitar para o lixo nova fisica.

Propagacio de erros

Na maioria das experiéncias, para atribuir um valor a uma grandeza medem-se vdrias
quantidades independentes, e se cada uma delas estd afectada individualmente de uma
certa incerteza, estas incertezas parciais contribuirdo para a incerteza final com que se
determina a grandeza. No caso da medic¢iio da aceleragdo da gravidade com o péndulo
simples tem-se T= 2x ngi e portanto g é fungdo do quadrado do periodo T? e do com-

primento /. A incerteza na medida de T e / contribuem para a incerteza de g.

Assim, quando um valor é obtido a partir de operagdes algébricas, feitas sobre valo-
res medidos com um certo erro, a incerteza final desse valor é um reflexo (propagacgio)
dos erros parciais.

Vejamos como tratar analiticamente casos simples de propagacio dos erros.
Consideremos a medida da grandeza z a partir da medi¢do da varidvel x. Se z=x e x
apresentar uma incerteza +8x (este erro pode ser o desvio padrio, o desvio médximo ou
o desvio médio) a incerteza que afecta z serd 8z = 8x, mas se z=x>

(z£0z) = (x £ 8x)2 = x2 £ 2x6x + (6x)?
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como 8x € pequeno o seu quadrado ainda serd mais pequeno. Desprezando (8x)2, obte-
mos (z+6z)=x2+2x68x, donde z ser calculado com um erro 8z = 2x8x.
Na forma de erro relativo vem

Tentemos encontrar um modo analitico que seja utilizdvel para qualquer tipo de rela-
¢do entre duas ou mais varidveis.

Quando medimos uma grandeza o valor que se obtém f(x), niio é o valor exacto da
grandeza que designamos por f(x,).

A diferenca entre dois pontos vizinhos de uma fungiio pode ser expressa em série
de Taylor

+...+ 1 (Xx=x,)" onf
ik n! ax"

%) = fx0) + (x=x) 2 of

. 82F
T

X=X,
Aplicando esta relagio ao caso de uma medigiio em que o valor exacto ¢ f(x,) e o

D X—X,
medido f(x), se — <1, o que ¢ de esperar como resultado de uma experiéncia bem
Xo

feita, tem-se

ou Bf =f(x)-1f(x,) = Li 3x

X=X,

f(x) = f(x,) + (x-X,) %

X=X,

Vejamos como esta aproximagao permite deduzir regras de propagacio de erros. Se
f € funcdo de virias varidveis: X, y, z... independentes e medidas experimentalmente
com um certo erro, o erro &f = f(x,y,z,..) - f(X 0¥ 01 Zs..-) € dado por

of =9 x4+ O 5y 4 9 574,
dx dy Jz
Na equagdio anterior os valores 8x, 8y, 8z sdo o erro estatistico dado pelo desvio
padrao da média ou um seu estimador, conforme se tem muitas ou poucas medidas. Para
um pequeno nimero de medigdes (ou apenas uma) as medidas sio afectadas do maior
desvio em relagdo a média ou do desvio médio ou do erro de leitura: x + Ax, y + Ay,
z+ Az, ... Entio,

of

ax

of

75 Az di o LIMITE SUPERIOR DO ERRO para f.
Z

Ale

Ax+’ of ‘Ay-i—

Sempre que a dimensdo da amostra o permita, pode determinar-se o erro estatistico
das varidveis e deve tomar-se a varidncia da fungio para o cdlculo do erro estatistico
final

o(f) = ( ) o(x) + ( ol ) oxy) + ...
dy

Esta expressao obtém-se quadrando a equagiio que dd 8f aproximado pelo desen-
volvimento em série de Taylor, e desprezando os produtos cruzados, porque admitimos
que as diferentes varidveis ndo estio correlacionadas entre si.



Casos particulares para a expressio o*(f) e Af

f=xzxy g () =02 (x)+cy) Af = AX + Ay
fi. o) _ o’(x)  oi(y) A _ Ax | Ay

Xy 2oy - Wyl
f: i (‘}-E(f) = U—:(x) +(T3(y) _.‘A_t.._ — & + él

y 2 x2 y? If] x| Iyl

£ o) _ 2 0%(x) Af _ o Ax

X 2o e - " I /
f=sen x a(f) = cosi(x) - o(X) Af = Icos xIAX ou Icos x| sen Ax!
f=klog x o (f) = k- ‘liﬁj—‘? Af = Ikl A%

2 X

Quando nas expressdes matemdticas intervém constantes numéricas nio exactas
estas devem ser escritas com um nimero de algarismos tal que o erro relativo que intro-
duzem no valor da grandeza seja inferior, pelo menos uma ordem de grandeza, & con-
tribuicdo dos erros das outras varidveis.

; s . : 2n)H

Recorrendo ainda ao exemplo do célculo da aceleragdo da gravidade temos g = % em
que T=3.141593.... Pela lei de propagagio para o limite superior do erro, em termos dos des-

. s . AT ! ! /
vios médios das diferentes grandezas tem-se, Ag =2 Aw + L +2 at . Se al_ 5L, 103
g ™ { T [T
- Am .
entio TI deve ser da ordem de 10 e o valor de & a tomar é 3.1416 porque neste caso o erro

relativo introduzido pela aproximacgao de w é =3 x 105,

O que sio algarismos significativos

Quando se determina uma grandeza, quer a partir de uma medigio directa, quer de cil-
culos sobre grandezas medidas, o valor numérico final usado na representagio da medida
deve expressar a imprecisdo inerente ao resultado, ele deve conter apenas algarismos
significativos. Entendem-se por ALGARISMOS SIGNIFICATIVOS aqueles cujos valo-
res sio conhecidos com certeza mais o primeiro coberto pelo erro.

Na contagem dos algarismos significativos, procede-se da esquerda para a direita,
comegando no 1. digito ndo nulo e terminando no 1 algarismo que é afectado pela
incerteza.

No caso do primeiro digito i esquerda ser superior ou igual a cinco vale como dois
algarismos significativos.

O zero a direita do ponto decimal tem significado, enquanto que os zeros a esquerda
do ponto decimal ndo contam.

' Com as grandezas trigonométricas devem ler-se precaugoes especiais. Quando um dngulo € pequeno
o seu valor em radianos pode substituir o seno, isto é, em unidades de radiano sen 6=8.
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Por exemplo se a altura de um estudante ¢ 1.78 m, diz-se que o nimero tem trés algarismos
significativos, isto quer dizer que o erro na determinagio € da ordem de 1 cm. Se afirmdssemos
que a altura era de 1.780 m a medida teria quatro algarismos significativos. Em fisica 1.78 m ¢
1.780 m séo diferentes, mas 0.00178 km e 1.78 m 1€m o mesmo significado.

O conhecimento dos algarismos significativos de uma medida permite a manipula-
¢do de valores com incerteza, sem o conhecimento explicito do valor do erro.

Quando dois ou mais valores sdo usados num cdlculo o nimero de algarismos do
resultado final depende do nimero de algarismos significativos das parcelas.

Em todos os casos, o ultimo algarismo a direita no resultado ¢ dado pelo primeiro
afectado de erro.

Na soma e subtrac¢io de nimeros, o nimero de casas decimais do resultado € o
menor de entre todas as parcelas.

Se tivermos trés massas determinadas com precisdes diversas, como por exemplo m =67 g,
m>=0.0005 g e m;=7.45 g a massa total m,, s6 tem a precisio da medida com maior erro abso-
luto, neste caso um grama, correspondente 4 medida de m,.

Fazendo a conta como nos primeiros anos de escola, e assinalando com um sublinhado o al-
garismo afectado de erro, vé-se facilmente a razio de ser da regra enunciada

61
0.0005
+ 7.45
74.4505
Consideremos ainda outro exemplo em que os valores estdo explicitamente afectados de
erro. O peso de 1 dm? de dgua ¢ determinado com uma balanga cuja precisio € de ][I)U geo

contentor é um frasco de vidro pesado com a mesma balanga. Os resultados das pesagens foram,
para a massa do frasco 120.340 £ 0.001 g e para a 4gua mais o frasco 1120.345 +0.001 g. O peso
do decimetro cibico de dgua é 1000.005 = 0.002 g. O erro foi calculado com base na soma dos
desvios das duas pesagens e define o iltimo algarismo significativo,

Quando se multiplicam ou dividem nimeros, o resultado final tem um nimero de
algarismos significativos igual ao de menor nimero das parcelas.

Se medirmos a sala de aula e obtivermos 7.3 m para a largura e 8.4 m para o comprimento
ao calcular a drea da sala com uma calculadora obtém-se 61.32 m*. Como qualquer dos valores
iniciais s6 tem trés algarismos significativos a operacio aritmética ndo pode por si dar mais pre-
cisao ao resultado, donde a drea ser 61 m?. Sigamos a mesma filosofia que usamos para a soma
para evidenciar este resultado

Nos outros tipos de operagdes, como a raiz quadrada, o cédlculo de exponenciais,
logaritmos, funcdes trigonométricas ou outras, o ntmero de algarismos significativos
do resultado € igual ao dos valores de partida.

Por exemplo, log3.004=0.4777, e3®=20.17 e ¥3.004 = 1.733.



Se nas expressdes intervém constantes ndo exactas como T, usa-se um nimero de
decimais de modo ao erro relativo introduzido ser inferior em uma ordem de grandeza
ao menor erro relativo introduzido pelas varidveis, como referido no pardgrafo da pro-
pagacio dos erros. Em geral basta considerar a constante com mais um digito que o
nimero de algarismos significativos da varidvel com melhor precisio.

Se manipularmos nimeros muito grandes ou muito pequenos devemos usar a nota-
¢do cientifica, em que o valor € dado por um nimero com um s6 digito antes do ponto
decimal seguido pelos restantes digitos significativos e multiplicado por uma poténcia
de dez adequada. Em notacdo cientifica 0.000543 e 1003.51 escrevem-se resPecl'i\-'a—
mente 5.43x10~* e 1.00351x10+%,

A notacdo cientifica é ainda particularmente conveniente para atribuir um nimero
de digitos correcto num célculo.

Se tomarmos para o raio equatorial da terra ~ 6 378 000 m e para o raio do dtomo de hidro-
génio 0.000 000 000 0529 m a razio entre eles com base nesta escrita seria um célculo impossi-
vel com a maioria das calculadoras, pois estas s6 admitem 10 digitos. Em notacdo cientifica

rr=6.378x106 m, ry;=5.29%10-2me ;—I = 1.206 X105,
H

O quadro apresentado a seguir ¢ um resumo de como contar, em diferentes repre-
sentagoes, o n.° de algarismos significativos do resultado de uma medigao.

5 2 1.2 digito = 5 conta como 2
algarismos significativos
(convencio deste manual)

20 ' g

200 3 .

0.136 3 0 zero serve so para
posicionar o ponto decimal

2483 4 .

_ 2AmIe 00 B | )

310 (N o zero pode ter sido usado
apenas para posicionar o
ponto decimal e neste caso
s6 temos 2 algarismos
significativos

3.10x10? 3 representagdo sem ambiguidade

3.1x102 2

Ao truncar um ndmero deve ter-se em atengfio se o primeiro digito desprezado €
igual ou superior a cinco. Se for o caso, o ultimo algarismo significativo que se consi-
dera deve ser incrementado de uma unidade.

Nos cdlculos intermédios deve considerar-se sempre 0 maior nimero de algarismos
para evitar erros de truncatura.
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Vejamos como numa experiéncia real devemos proceder no respeitante a algarismos signifi-
cativos. Analisemos a seguinte situa¢io. Fizeram-se 15 medidas de um comprimento com uma
régua graduada em milimetros. O erro de leitura é de 0.05 cm donde as medidas poderem ter al-
garismos significativos até & décima de milimetro. Os resultados obtidos estio representados na
tabela

15.20 15.20 15.25 15.15 15.35
15.25 15.20 15.10 15.15 15.20
15.10 15.30 15.25 15.25 15.25

7
Qual o resultado da experiéncia?

A melhor estimativa do verdadeiro valor do comprimento é a média da amostra. As oscila-
¢Oes que se observam nos valores medidos sdo de natureza aleatéria, donde se distribuirem pro-
vavelmente de modo gaussiano. O nimero de medi¢des ndo sendo muito grande permite uma
razodvel aproximagio a este tipo de distribuigfo.

Procuramos o valor do comprimento na forma

[valor] % [desvio padrio] [unidade]

O valor da média é <x> = 15.2133, nesta fase preliminar do célculo tomam-se virios algaris-
mos para evitar erros de truncatura. Serd o desvio padrdo da média a reger qual o nimero de al-
garismos significativos que devem acompanhar o resultado final. Os algarismos com significado
no desvio sdo um ou num limite superior dois.

‘ - Y(xi — <x>)? _ 3
O desvio padrio da amostra s = o =6.2396x10-2 e portanto, o desvio padriio
n-

da média s, = =0.01611.

&
Vn
O resultado da experiéncia tem 4 algarismos significativos e é
1521 +£0.02 cm

Sem aumentar a precisio, mas definindo melhor o intervalo de confianga pode apresentar-
-se o resultado como 15.213£0.016 c¢m.

Este exemplo revela que ao repetir a experiéncia 15 vezes se ganhou uma maior precisio,
passou-se de uma precisido dada por um erro de leitura de 0.05 cm, que afectaria o resultado se
tivessemos uma sé medida, para um erro estatistico de 0.02 ou 0.016 cm.

Por outro lado, vemos que a dispersio dos valores tabelados (s = 0.06 cm) é superior ao erro
de leitura de uma s6 medigao, o que revela que existem causas aleatérias que influenciam a medi-
cido. Mas esses fendémenos s6 foram evidenciados porque se fizeram vérias medidas. Com isto
queremos chamar a atengio que as experiéncias de uma s6 medi¢do com aparelhos fiéis, podem
nao conduzir necessariamente a resultados mais precisos.

Tratamento de dados

Como estabelecer uma rela¢iio entre grandezas

Quando se tem um dado fenémeno este pode depender de diversas grandezas. Para sim-
plificar consideramos s6 duas. Estas grandezas podem ser independentes, isto é, quando



uma varia nio provoca qualquer variagido na outra (como por exemplo o valor do perfo-
do de oscilagido de um péndulo ideal e a temperatura) ou pelo contrério podem ser corre-
lacionadas, e neste caso a correlagio pode ser positiva ou negativa, consoante variam
no mesmo sentido ou em sentidos contrarios. Por exemplo o periodo do péndulo sim-
ples aumenta quando aumenta o comprimento deste, estamos perante uma correlagio
positiva como representado no grifico da esquerda. O gréifico da direita mostra uma
correlagdo negativa como ¢ o caso, meditando sempre sobre o péndulo simples, da rela-
¢éo do periodo de oscilacdo com a aceleragio da gravidade medida em diferentes pon-
tos do globo. ‘

r
v

Se existir uma correlagdo entre duas grandezas de um fenémeno a relagdo funcio-
nal pode ser conhecida ou ndo. Nesta segunda hip6tese arbitramos uma dada fung@o para
interpretar os dados experimentais e designa-se o processo por ajuste ou fir. E nesta fase
que se faz o confronto dos modelos com as leis fisicas conhecidas, ou se provoca o apa-
recimento de novas leis.

As situagOes mais frequentes de ajuste sao do tipo: i) estimar o melhor valor de uma
grandeza medida vdrias vezes; ii) determinar a constante de proporcionalidade do tipo
Y =KX iii) estabelecer uma relagdo entre duas grandezas; a mais simples é a recta
Y =A+BX; iv) determinar os parAmetros de uma rela¢do nido linear como Y=A+BX?
ou Y=Ke* recorrendo primeiro a uma lineariza¢@o através de uma transformagio de
varidveis (Y=A+BZ com Z=X? e InY=InK+AX) e depois ao ajuste; v) determinacdo
de uma dependéncia funcional ndo linearizdvel do tipo Y=A+BX+CX2.

Quando a relagdo entre duas ou mais grandezas é linear, o processo para estabele-
cer uma equagdo que as relacione é designado por REGRESSAO LINEAR. Se a rela-
¢do ndo for do tipo linear, nem linearizavel, os processos para obter a melhor equagio
8do vdrios e podem designar-se genericamente de regressio nido linear. A técnica mais
vulgarizada para determinar os pardmetros que melhor adaptam a equacgdo aos valores
disponiveis ¢ 0 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS.
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Método dos minimos quadrados

E uma fécnica geral, que se aplica para determinar os parimetros de uma relaciio funcio-
nal entre duas ou mais grandezas de um fenémeno ou o valor mais provivel de uma
tinica grandeza medida vdrias vezes. A Unica exigéncia do método consiste em que 0s
erros que afectam as medi¢des sejam aleatérios.

Tendo em atengdo os dados experimen- 4
tais representados na figura, a relacio fun- Y
cional apresentada é do tipo linear, e 0 bom
senso aconselha que se trace uma recta que
minimize a soma dos desvios absolutos dos
pontos a recta tracada. Contudo, analitica-
mente minimizar a soma dos mddulos dos
desvios € mais complicado que a soma dos
quadrados dos desvios, donde no método
dos minimos quadrados se optar pela mini- >
mizagiio da ultima fungio. X

Assim, segundo o método dos minimos quadrados o valor esperado ou o valor mais
verosimil para a grandeza Y a partir de N medidas y;, € aquele que minimiza a soma
dos quadrados das diferengas entre Y e y,, isto é, D=X(Y-y;)? deve ser minimo.

Uma situacdo vulgar € a relacdo linear do tipo Y=A+BX. Apliquemos o método a
este caso.

A varidvel a minimizar é como referimos D=Y(A+Bx;—y,) cujo minimo se ob-
tém exigindo que a primeira derivada em ordem aos pardmetros A e B seja nula. Esta
condi¢io conduz a um sistema de duas equagdes a duas incégnitas A e B, permitindo
portanto o cdlculo destes parimetros.

e ZX P 2yi— 22X XXy & B= N 2xiy:i — 2X; 2y;

A A

com A=N Yx;2-(2x)?

O erro com que se determina A e B € calculado com base na lei de propagacio do
erro estatistico ja analisada.
| of
L ox
linear consideramos que cada medicfio y; € a concretizagdo de uma varidvel aleatoria de
média A+Bx;. Assim, sua varidncia estimada a partir do ajuste vale:

1
N2 2z (vi— A -Bx))?

Tomando os pardmetros A e B como funcdes de y;, tem-se:

Se f=f(x, y, z) entdo o*(f) = )2 o(x) + [g—; ]2 oi(y) + lg—;r o2(z). No modelo

o? (y) = o?=

oAA) =X

g_;lz oi(y) e oiB) =y (3—2 )2 o2 (y)



dA JB

Calculando as derivadas parciais =— & —=——
A XXt — XXX 0B Nx;-—2Xx;

e com um pouco de cdlculo! tem-se finalmente

2x N
A

giA) =o? e oi¥B)=02—

A /

Na prética lidamos com amostras e nio com populagdes. Por isso, para manter uma
notacdo coerente deveriamos escrever a e b que seriam os estimadores dos verdadeiros
valores A e B, e em vez das varidncias os seus estimadores s(y;), s%(A) e s¥(B).

As calculadoras possuem programas que permitem obter os pardmetros de um ajuste
linear e os computadores, além dos lineares, possuem em geral programas para uma
grande variedade de ajustes ndo lineares. Para perceber bem como funcionam os progra-
mas, aconselhamos que, pelo menos uma ou duas vezes e para ajustes lineares, 0 estu-
dante faga os cdlculos e compare os resultados obtidos com os da calculadora ou compu-
tador.

Método dos minimos quadrados aplicado a Y = KX

Quando se tem uma relagiio de proporcionalidade Y=KX, para determinar a constante
de proporcionalidade K minimiza-se a soma dos quadrados dos desvios D = X(y;—Kx )2,
como se explicou para o ajuste de uma recta. Da condi¢do de minimo obtém-se

K= zz?;-:‘;l’n e oK)= %:i‘" a(y)

Este modo de proceder é diferente do de fazer um ajuste linear Y= A+BX, e espe-
rar que o coeficiente A assuma um valor nulo ou que o desvio padrao dele englobe o
ponto zero. No caso da proporcionalidade ndo existe um balanco entre dois parimetros,
um deles € a partida fixo.

Ao ajustar uma fun¢do aos dados experimentais pode suceder que a fun¢io que se
propde nio seja a mais correcta, por exemplo, em vez de uma recta pode ser uma para-
bola de grande abertura. Para determinar a confianca nos modelos de dependéncia fun-
cional devemos aplicar critérios de verosimilhanca entre os dados de partida e o resul-
tado final. Um dos critérios de ajuste € o teste de x* que referiremos a seguir. Para
relacoes lineares a qualidade do ajuste pode ser dada pelo coeficiente de regressio linear.

Tai(A) = (_’\ LER AKX P = Z [NCEx2)2 22 (X )-2E% 2 (X))

= O TxANZx - Tkl = £ Bk
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Coeficiente de correlacgio

Ao aplicar o método dos minimos quadrados partiu-se do pressuposto que entre as duas
varidveis existia uma relagdo linear, Y varia linearmente com X, e que X era conhecido
exactamente enquanto que Y vinha afectado de incerteza. Tinha-se entdo na regressao
em X

N x i¥i= ZXZ)’i
N ¥x.2- (2x,)?

Y=A+BX e B=

i/

Para aferir em que medida esta relacio é vilida deve calcular-se o coeficiente de
regressdo linear que nos permite avaliar se X também varia linearmente com Y. Se a
relacdo for bijectiva, a condic¢do de regressio escreve-se X = A’ + B’Y com B” # (.

Procedendo como anteriormente para obter A e B tem-se para a regressio em Y

NZXiYi - ExiZyi'

B =
N 2y? - (2yi)?

Resolvendo a 2." regressdo em ordem a Y e igualando & 1.” regressdo tem-se

A X
Y:— _— =
B +B’ A +BX

Para que a igualdade se verifique é necessdrio que

A:—% ¢ BB =1l

]

Na situacdo ideal a correlagdo é igual a um ou de 100%. Ao fazer-se um ajuste real,
os parametros B e B’ tém uma certa incerteza que se reflecte no valor do produto.

Define-se como COEFICIENTE DE CORRELACAO o valor R = VBB'.

As mdquinas de calcular em geral ajustam os valores a uma fun¢do por regressio
linear e a avaliacdo final do ajuste é dada pelo valor do coeficiente de correlag@o. Este
parimetro nio nos fornece no entanto, qualquer informacio sobre a confianga com que
o modelo linear pode ser usado para estimar valores de Y a partir de X ou sobre a variin-
cia dos parimetros estimados.

Intervalos de confianca na regressio linear

Quando se usa 0 modelo linear Y=A+BX obtido pelo método dos minimos quadrados
€ necessdrio ter em conta que de facto o que se obtém sdo estimadores a e b.

O valor estimado y=a+bx é uma varidvel aleatéria com média Y=A+BX e variin-
cia funcdo de x calculada a partir de

1, (<e-x)

%x) = g2 . ol
giX)=0 Sk <xo)?



O intervalo de confianga para o verdadeiro valor Y pode ser obtido a partir da varid-
vel

_atbx-Y

. o,(x)

que tem uma distribuigfio t de Student com n-2 graus de liberdade. Recorrendo i tabela
da distribui¢@io e escolhendo um grau de confianga « adequado, por exemplo 90% ob-
tém-se o valor critico t,. Isto significa ter uma probabilidade P(— t,<t<t,)=0t ou um in-
tervalo de confianca o dado por

i/

a+bx—t,o,(x) € Y <a + bx+t,a,(x)

Teste do x?

O teste do x? € um dos testes mais importantes no que se refere a frequéncia de uma
dada medida e a validade de um ajuste. A aceitagio ou ndo da hipétese de que o ajuste
ou medida sdo vilidos pode incorrer em dois tipos de erros:

= aceitar a hipétese quando é falsa;

u rejeitar a hipdtese sendo esta verdadeira.

Define-se nivel de significincia (1-a) de um teste como a probabilidade de rejei-
tar a hipétese quando ela é verdadeira. E desejavel ter um valor baixo para 1-«, mas
nao demasiado baixo para ndo aumentar o risco de cometer o outro tipo de erro. Os va-
lores mais comuns sdo de 5% ou 10%. No teste x2 recorremos a tabelas que fornecem
o valor critico x,? para vdrios niveis de significincia.

A hipétese deve ser rejeitada desde que x2> 2

Aplicacio do teste x?> em medidas repetidas

Quando se dispoe de uma amostra de dimensdo N que se admite obedecer a uma dada

distribui¢do ou modelo de ajuste, é possivel dividir o intervalo de dispersdo dos valo-

res em n subintervalos. Para cada um desses intervalos i conta-se o nimero de pontos

da amostra, a frequéncia observada fmdids ¢ calcula-se pelo método das probabilidades

a frequéncia esperada fiered, Se for p; a probabilidade calculada, tem-se fesperads = N,
Para grandes amostras a varidvel

(f_e-i[_\r.:radu s f,mcditl:l)?
2 1 1
x3=Z

f]_ esperada

tem no limite uma distribui¢ao x> com n-1 graus de liberdade (retira-se um grau de liber-
dade devido a exigéncia de normalizagdo, isto é, X f; = N). Se a probabilidade tedrica
depende de r pardmetros que devem ser estimados a partir da amostra, o nimero de graus
de liberdade é n-1-r.
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Ao fazer diversas medidas x; de uma dada grandeza e para saber se a dispersio ob-
servada € aceitdvel ou verosimil pode considerar-se que esta dispersdo € do tipo gaus-
siano, atendendo & diversidade de efeitos que afectam a medig¢do e ao teorema do limite
central.

Assim, se estimarmos a média <x> e o desvio padrio s(x), podemos aplicar o teste
do x? com n-3 graus de liberdade, em que n € o nimero de intervalos considerados no
célculo das frequéncias.

Aplicar o teste do x? significa comegar por calcular as frequéncias experimen-
tais num dado intervalo (em geral toma-se como largura do intervalo o valor do des-
vio padr@o, uma frac¢do ou um miiltiplo deste), e as frequéncias previstas pela distri-
bui¢io normal no mesmo intervalo. Com estes valores determina-se o valor da
grandeza x°.

A dispersdo nas frequéncias s6 serd aceite se este valor for inferior ao valor critico
Xo?, isto €, se x2< xp?. O valor x,* obtém-se nas TABELAS em fungio do n.” de graus
de liberdade e do nivel de significdncia (1- o) escolhido.

Consideremos um exemplo para melhor compreender que tipo de controlo nos permite o teste
do x2. Numa amostra de 100 observagoes a média calculada é <x> e o desvio padrio s. Calculou-
-se 0 nimero de observagdes que se situam nos intervalos definidos pelos desvios s, £25 e £3s
e compararam-se as frequéncias de ocorréncia experimentais com as previstas teoricamente pela
distribui¢do normal. Os resultados foram:

[-5,0] fimea = 36.1 o = 34.15
[-25,-s] Famea = 16.2 frenp = 13.60
[ -3s, -2s] imed = 3.9 i = 2.10
[0, 5] famea = 25.9 fio = 34.15
[s,2s] fomea = 15.8 fiep = 13.60
[2s,3s ] fomea = 2.0 oo = 2.10

Calculando a varidvel x? obteve-se o valor 4.6. Escolhendo um nivel de significéncia (1-0)
de 5%, obtém-se para 3 graus de liberdade o valor critico x,* de 7.815, P(x*>x,*)=0.05. Como
o valor obtido € inferior a hipdtese é aceite, isto &, os valores distribuem-se de acordo com uma
distribui¢@o gaussiana.

No caso particular de medicGes de uma grandeza que obedece a uma estatistica
particular, como seja a desintegragiio radioactiva, que segue a estatistica de Poisson,
os pardmetros como a média e o desvio padrio assumem valores particulares. O des-
vio padrio o é dado por o = Vn. Ao aplicar o teste do x* fazemos um duplo teste:
controla-se se a dispersdo tem a probabilidade prevista pela gaussiana e, se os inter-
valos forem feitos com base em o-=Vn, simultaneamente testamos se a estatistica de
Poisson é aceitdvel. Devemos ter em atencdo, que neste caso o nimero de graus de
liberdade é n-2, porque impusemos que o = Vn, s6 a média foi calculada a partir da
amostra,



Aplicacido do teste x2 em ajustes

Quando ajustamos uma fun¢iio Y=Y (x) a um conjunto de N dados x; e y;, em que os
valores x; sdo exactos e os y; sdo medidos com um certo erro, podemos testar a valida-
de do ajuste a partir do valor do somatdrio

[ yi— Y(x)]?

(Tiz

X=X

i/

Recordemos que a soma do quadrado de varidveis aleatérias com distribui¢io nor-
mal reduzida obedece a distribuiciio de x?, e dai a designa¢fo deste somatdrio.

O nimero de graus de liberdade que se deve considerar é dado pelo niimero de dados
menos 0s m parimetros da fun¢do ajustada aos pontos experimentais, incluindo a nor-
malizacdo se necessdrio.

Ao ajustar uma recta a um conjunto de [0 pontos experimentais o nimero de graus de

liberdade é 8=10-2, pois a partir dos dados determinaram-se os dois pardmetros A ¢ B da
recta.

Uma forma rdpida de testar o ajuste é usar a varidvel x? reduzida que se obtém divi-
dindo x? pelo nimero de graus de liberdade n. Como o0 x? reduzido tem média | e varian-

2

. considera-se um bom ajuste aquele em que L ¢ préximo de 1.
n

cia

Valores muito elevados para x? (muito maior que o n.” de graus de liberdade) podem
significar que os erros estdo subestimados ou que a funcdo escolhida nio descreve bem
os dados.

Um x? pequeno pode significar que os erros estdo sobrestimados, ou que os dados
foram selecionados de modo a obter s6 determinados valores ou muita sorte.

O teste x? ndo € muito indicativo da verosimilhanca do ajuste linear Y=A+BX
quando os desvios o ndo sdo medidos, mas estimados a partir do ajuste. Neste caso obte-
mos sempre um valor de x?*=n-2, o qual ndo dd qualquer informagdo. O ajuste serd
sempre bom!

Devido a importincia dos ajustes e & sua avaliagc@o através do teste doy?, vamos de seguida
desenvolver um exemplo.

Pretende-se determinar as caracleristicas do movimento de um corpo que se move presu-
mivelmente sem atrito ao longo de uma pista horizontal. Para este efeito, é marcada a posicio
do corpo de segundo a segundo, e em seguida é medida a sua distincia em relagdo a origem.
Tratando-se de uma experiéncia de uma tnica medi¢ao para cada posi¢iio, devemos estimar o
erro estatistico ou o limite superior do erro. O tempo é marcado electronicamente com um cro-
németro de grande precisio que por isso poderemos considerar exacto. De segundo a segundo
um dispositivo mecinico € accionado por forma a marcar, com um trago de tinta no chido da
pista, a posicio do mével. A distincia é medida com grande precisio, erro de leitura de 1 em,
por intermédio de um disfomat, sistema usado em topografia e que se baseia na medicio do
tempo de percurso de um feixe de infravermelhos que se reflecte num alvo apropriado. No
entanto, o procedimento de marcagio da posiciio ndo € instantineo ¢ introduz por isso uma
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imprecisdo na medida da distincia que € superior ao erro de leitura. O erro estatistico estimado
subjectivamente a partir da dimensio de cada trago vale 1 m. Na tabela apresenta-se o resultado
da medigio de 25 posi¢des do mével.

30 16 135
4 37 17 142
5 45 18 150
6 53 19 156
7 64 20 165
8 70 21 172
9 78 22 178
10 88 23 186
11 96 ; 24 192
12 103 25 201
13 110 26 206
14 121 27 211
15 129

(*) considerado exacto, (**) erro estatistico estimado

A representagio grafica destes dados sugere uma dependéncia linear entre a posi¢io e o tem-
po, ou seja, 0 movimento pode ser uniforme x=x,+vt. A melhor recta que ajusta os dados & cal-
culada por regresséo linear aplicando o método dos minimos quadrados. Obtém-se os seguintes
resultados:

A=Xx4=95m o(A)=12m B=v=7.68 ms-! o(B)=0.07 ms-!
portanto x=9.5+7.68t com x em metro e t em segundo.

O coeficiente de correlagio desta regressdo linear é R=0.999. O erro estatistico estimado a
partir da dependéncia linear ¢ s=2.5 m, valor que ¢ mais do dobro do estimado experimental-
mente, embora de forma subjectiva. A representacio gréfica desta recta mostra que o ajuste é
bom embora existam desvios sisteméticos que sugerem que talvez a dependéncia linear nfio seja
a melhor forma de descrever os dados experimentais. Assim, observa-se que para os tempos entre
0s 10 e 20 s a posi¢do medida estd acima da recta enquanto que nas extremidades do grifico su-
cede precisamente o oposto. A qualidade do ajuste é avaliada através do ¥ que tem o valor de
146.6. Com 25 dados e ajustando os dois parimetros da recta tém-se 23 graus de liberdade. O x2
reduzido vale 6.4 e o ajuste é bastante mau apesar do excelente valor do coeficiente de correla-
¢do. Consultando as tabelas, conclui-se que o nivel de significincia deste ajuste & inferior a 0.1%.
Como foi discutido, este facto pode ser interpretado de diferentes maneiras. Qu os erros na medi-
¢ao se encontram subestimados, ou entdo a dependéncia linear ndo € a mais adequada para descre-
ver os dados.



Deve por isso, ensaiar o ajuste dos dados a —_— T

um polinémio do 2.° grau, X = Xq + vl + % at?,

representando um movimento uniformemente 200_'
retardado. Obtém-se a pardbola x=1.40+9.09t- ]

—é 0.094t%. Como se observa pelo grafico o

ajuste parece mais equilibrado para todos os 1307

pontos, o que se reflecte no desvio padrao esti- ]

mado s=1.1 m e no valor de x¥?=27.3. O niimero 1 recta
de graus de liberdade é agora 22=25-3 e 0 2 100:
reduzido é 1.2. O nivel de significincia do

ajuste € agora de 20%, o que € bastante satis- ]
fatério. A qualidade do ajuste polinomial do 2.” 50 1
grau € bastante superior & do ajuste linear. ]
Podemos dizer com confianga que o movimento 1
¢ uniformemente retardado tendo como causa 0 ¥ . T e

provével a existéncia de um pequeno efeito de 0 10 20 30 t/s
atrito.

Com este exemplo pudemos verificar como o teste do x* é um auxiliar precioso na aferigio
da qualidade de um ajuste linear, enquanto que o coeficiente de correlagio apenas d4 uma infor-
magio qualitativa que pode ser até enganosa pois nio toma em considera¢o a precisdo com que
se realizam as medigbes. Como vimos, um valor elevado para o x? significou neste caso que o
ajuste linear ndo era o mais adequado a descri¢do dos resultados experimentais, sendo preferivel
uma relac¢do funcional através de um polinémio do 2.” grau.

parébola

Grificos

O estudo de uma grandeza em fungdo de outras pode ser feito qualitativamente recor-
rendo ao tragado de gréficos. Se os grificos forem bem feitos é inclusive possivel um
estudo quantitativo.

Os graficos podem ser construidos a partir de relagdes funcionais conhecidas ou de
conjuntos de dados experimentais em que uma ou as duas varidveis sdo conhecidas com
um dado erro. Na maioria dos casos que referiremos os graficos serdo bidimensionais,
isto é grificos que representam uma grandeza em fungio de outra.

O interesse dos gréficos é miltiplo. Mencionemos algumas vantagens:

= visualiza como uma grandeza varia em relagiio a outra, evidenciando se é uma
relacdo linear ou ndo, rdpida ou lenta, se existem descontinuidades, se existem
valores experimentais com grandes oscilacdes de comportamento;

= permite determinar valores intermédios de uma das grandezas para um dado
valor da outra, sem sermos obrigados a novos calculos ou medidas experi-
mentais.
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Sempre que se faz um grifico deve proceder-se do seguinte modo:

u escolher as grandezas a representar em abcissa e em ordenada. Cada eixo deve
ser identificado na sua extremidade pela designaciio da grandeza representada e
da unidade utilizada, separadas pelo simbolo /;

= escolher criteriosamente as escalas de modo ao aspecto global ser harmonioso:

— evitar a aglomeragio ou dispersdo excessiva dos pontos;

— a precisio de marcag¢do dos pontos nos dois eixos deve ser equivalente;

— os grificos ndo tém de comecar obrigatoriamente na coordenada (0.0);

— as escalas dos eixos ndo tém de ser obrigatoriamente da mesma natureza, se
conveniente pode usar-se uma escala milimétrica e a outra logaritmica;

= se os valores sdo acompanhados de erro, estes devem ser representados no gri-
fico na forma de barras horizontais e verticais, conforme reflectem o erro na
abcissa ou na ordenada. A amplitude das barras é proporcional ao erro de acordo
com a escala, e marcam-se simetricamente a partir do valor;

m 0 nimero de pontos nos quais se baseia o tragado deve ser, na medida do possi-
vel, suficientemente grande para ndo haver dividas ao fazer o desenho;

m dar um titulo sucinto ao grafico;

m 0s computadores possuem programas que permitem tracar graficos com base nos
dados, contudo numa fase de aprendizagem os gréficos devem ser feitos manual-
mente.

Grificos de relagdes funcionais

A relacio mais simples € arectay = a + bx.

A figura d4 um exemplo de um bom tracado, a direita, e de um mau, a esquerda,
para a situagio de a = 100, b =50 e x a variar de 1 a 10. Considera-se x e y dados em
unidades arbitrdrias que se representam por u.a.
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Dos graficos tragados correctamente podemos obter diversas informagoes sendo a
mais corrente o declive da recta e a ordenada na origem. Se no exemplo dado na figura
anterior nio soubéssemos o valor do declive da recta, este seria facilmente determinado
a partir da razdo entre a diferenga de ordenadas e a diferenca de abcissas para dois pon-

Yi—Y¥:
Xi—X2
para x=0 ou, uma vez conhecido o declive, fazendo a = y, ~bx, para um dos pontos do
grifico.

tos do grifico b = . A ordenada na origem ¢ dada a partir do valor que y assume

~ - . . . s s
Relacdo néo linear, mas linearizdvel graficamente como y=ax?+b
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No gréfico da esquerda com as escalas lineares em y e x obtém-se uma pardbola enquanto
que no da direita usando em abcissas directamente os valores de x? se obtém uma recta.
A partir desta recta, os pardmetros a e b da relac@o funcional sio obtidos como anteriormente.

Relag@o ndo linear, mas linearizavel como y=y,e -

Nesta situacdo vdrias opgdes sdo possiveis, HH
para concretizar considere-se que y,=3, a=0.6 EERE
e X varia entre 0 e 5: +H

m tracar o gréifico normalmente depois de
saber entre que valores varia x e y para ssiREid 2=
escolher as escalas, como se mostra no HH
grifico. A dependéncia funcional nio é
clara, apenas y, pode ser estimado direc-
tamente a partir do gréifico;

r

H_-!_Il
T

T
_I[.
1T

= linearizar primeiro a expressiio, com uma
transformagdo de varidveis do tipo loga- ;
ritmico em que Y=Iny, Y,=Iny,, donde §: H
a equagdo anterior assumir a forma de q
Y=Y,—ax. Estamos perante uma situa-
¢ao linear que € representada no grifico.
A relagio funcional é explicita e Y, e a - :
medem-se directamente; EEERESREIREE AEEPEEEEEEAR
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m recorrer a uma escala semilogaritmica. O para- E

Iny,-Iny,
X=X,
e yp 18-se directamente. N

metro a € dado a partir de a = -

Designa-se esta escala por semilogaritmica por- il Bl
que s6 um dos eixos apresenta escala logaritmica.
Na tltima figura o eixo X é linear e 0 Y é loga- EEasssEaastnsan
ritmico. .

17

Se a relagdo anterior fosse a ddp aos terminais de um condensador em fungdo do tempo
L

V=Vie RC 02"e 3.’ grifico permitiriam determinar o coeficiente angular ou declive da recta,
o qual daria o valor de 1/RC. Deve ter-se em aten¢iio que se tomam os logaritmos das ordena-
das; ndo podem ser usados os valores lidos directamente num eixo logaritmico!

1 AlnV  InV-InV, Iny,-Iny,

RC - At t—t; X1 —X2

Numa escala logaritmica o eixo tem anotados segmentos proporcionais ao loga-
ritmo do mimero numa dada base. O nimero um corresponde a um segmento de com-
primento zero (log,1=0), o nimero dois a um segmento proporcional a log,2, o dez
a um proporcional a log,10 e 10" a um segmento proporcional a nlog,10. Este seg-
mento € sem divida mais curto que um proporcional a 10", As escalas logaritmicas
sao também de grande utilidade quando uma grandeza varia ao longo de vérias ordens
de grandeza. Note-se que neste tipo de escala ndo existe o zero, porque logaritmo de
zero € infinito e as grandezas com valores negativos também ndo sdo representiveis.

Este tipo de escala evita o cdlculo dos logaritmos de y como na segunda situagio,
evitando consequentemente erros de célculo. Esta opgdo € a usada no tltimo grifico.

Quando se passa de uma escala logaritmica a outra basta utilizar um factor de escala
porque x=al°8.x =plog:x e portanto, log, x=log,b log,x=c*log,x, e por isso € indiferente
a base que € usada na representagdo.

Outras relagdes ndo lineares frequentes sdo por exemplo y=logx, logy=a+logx,

o g , y=a+bx?, etc...
X

Na maioria dos casos sdo rela¢des linea- i

rizdveis. No caso de y= % aplicando lo- : £

garitmos, temos uma relacdo linear do tipo : =
log y=log k—log x. O uso de uma escala bi-
-logaritmica ou log-log permite uma repre- E = = =
sentacdo comoda da relagdo anterior como T h
se mostra na figura em que x varia entre |
e 1000 e k=1. Assim, o declive é de * 45°,

Hat
I : 1 T




As trés figuras seguintes apresentam grificos de relagdes funcionais nos trés tipos
de escala referidos

Relacio entre trés grandezas.

Consideremos a relagdo zy=ax

Se continuarmos a fazer uma representacao plana s conseguimos representar a varia-
¢a0 de duas grandezas conservando a terceira constante. Para representar o fenémeno
na sua globalidade devemos fazer pelo menos dois gréficos para vérios valores da gran-
deza fixada. Neste caso por exemplo z em fungdo de y para x=1, x=5¢e x=10e de z
em fungédo de x para y=1, y=3 e y=5. A relago entre y e x pode ser obtida dividindo
o primeiro gréfico pelo segundo. O exemplo dado considera que a=1, x varia entre 1 e
10eyentre 1e5.

zfu.a. zlu.a.

104 y=1
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81 &
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61 64
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Um fen6meno que envolve mais de duas grandezas é o comportamento de um gas
em fun¢ao da pressdo, volume e temperatura, relacio conhecida por equagio dos gases
perfeitos dada por pV=nRT. Outro exemplo ¢ a frequéncia de ressondncia de um circui-

|
toLC, f= ———.
2rnNLC



Grificos sobre valores experimentais

Quando se dispde de um conjunto de valores experimentais (x;,y;). pode-se, com base
numa escala conveniente, que tome em consideragfo os limites entre os quais ambas as
grandezas variam, tracar um gréfico de y; em fungédo de x;. Se uma ou ambas as medi-
das sdo conhecidas com o respectivo erro, este deve igualmente ser representado no gré-
fico e revela-se de grande utilidade quando se ajusta uma fun¢io aos dados experimen-
tais. Consideremos a seguinte tabela de valores experimentais da temperatura de um
corpo em funcio do tempo.

t+At (s) T#AT (°C) T°Ct

2.0£0.6 2.0+05 37 + <+
5.0:0.6 25105 4 4=
6.680.6 3.2+0.5 5 —+— '+‘

9.0:0.6 3.4£0.5 + '+'
2 -

11.0£0.6 3.9:03
13.060.6 4.6+0.3 1
148206 4.8+0.3 "
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Muiiltiplos gréficos podem ser tragados a partir dos dados. Consideremos alguns
exemplos.
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Vejamos as conclusdes ou andlises que cada um deles proporciona.

O grifico da esquerda, com os respectivos erros assinalados na forma de barras verti-
cais e horizontais, permite prever uma relacdo linear entre as duas grandezas (linha a
cheio), se bem que uma certa incerteza exista, como visualizado pelas linhas a trace-
jado, as quais sdo tragadas unindo as extremidades das barras de erro que mais se afas-
tam da recta tragada. A constante de proporcionalidade entre as duas grandezas pode
ser calculada a partir do declive da recta tragada manualmente. O seu valor € dado por

a=-Y1"Y2 ¢4 ordenada na origem é b.

X1—X3



A partir do declive das rectas de inclinacdo mdxima e minima tragadas considerando
as barras de erro (rectas a tracejado) pode calcular-se aproximadamente o erro nos paré-
metros a € b dados respectivamente por

A max — A min e bmux = I'(;}min

2 2

O grifico do meio, desenhado sem as barras de erro, pde mais dividas ao tragado
de uma curva. As representagdes feitas que se limitam a unir os pontos experimentais
sdo fantasiosas. E pouco provavel um dado fenémeno ter uma evolugio tio tortuosa.
Mesmo sem barras de erro pode-se prever que a variacio mais justa seja a recta. O gré-
fico a direita mostra uma outra hipdtese que sé pode adquirir plausibilidade se forem
determinados mais pontos na zona de comportamento irregular,

Muitas vezes, para analisar o tipo de re- T°Ct
lacdo, mesmo que supostamente linear, fa-
zem-se representacdes semilogaritmicas ou
mesmo log-log das varidveis. Neste exem-

plo em log-log detecta-se um comportamen- + 4 !

104

A1 131

to menos regular para o primeiro ponto (que
jd indiciava uma ligeira anomalia no tragado j _+_
normal) cuja interpreta¢do implicaria a ob-

= LI, S . 1 T —Tr—TrTTrT e
tencdo de mais dados. ; i Us

Serd de muito interesse o grafico que se pode fazer a partir de um prévio ajuste de
uma recta, T = at + b, aos pontos experimentais (t;, T;) usando o método dos minimos
quadrados.

Os valores que se obtém sdo: T/°C4
a=0.225+0.014 e b=1.51£0.13

Ao tracarmos a recta vemos que ajusta
bem os dados experimentais, como o confir-
ma o valor de ¥?=0.72. No gréifico estdo
também representados a tracejado os inter-
valos de confianca a 90%, para o ajuste.

o
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=
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o5 =
=
I
-
S
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Cabula para analise de dados

Parametros estatisticos e distribuicoes

Populacio Discreta Continua
Probabilidade Xiy Pi x, p(x)
4+
Média L= xp W= J xp(x)dx
— !
400
Varidncia o? o1=3 (—-p)ip o’ =J (r— ) ?p (x)dx

Desvio padrio o
Amostra de n elementos x;
Meédia estimada x = <x> X=— 3, X

e . 1 -
Varidncia estimada 2 si= ) Y (x-x)?
e

Desvio padrio estimado s

. - - s
Desvio padrio da média s, P r—

Média ponderada x <X>=

Num histograma de n elementos com m classes x; de frequéncias w;

1 m 1 o -
XI=— Ywx 2=— ¥ wi(x—x)?
i=] n=1 i
oo W@ ; N!
Distribui¢do binomial P(npN) = ———— pr(1—p)¥=
nl(N-n)!
Distribuicdo de Poisson P(n, ) = ':—: e" (= Np)
Ce-p?
Distribuicdo normal ou de Gauss P(x) = l — ¢ 2
27a 2
; X - 1 N
normal reduzida x' = >~ Px')= — e -
a 2
b ('n : | ) 1
Distribuicio t de Student fin) = — -— -

‘\II . n t? u:—l
"morlr) (1+)"

. x—
Varidvel t de Student 1= ——



2 7 b ?
Distribuiciio x2 P(x*n) = e X
dcq
2
i (x;—x)?
Varidvel y? x:=Z __.1_)
a;
& medide _ f esperado)2 t
no teste de ajuste X’= g E—W
i Y x" 2
no teste de ajuste da fungdo Y(X) X=X (y—o_(_)}_
i i

Intervalos de confianca na distribuicio normal

-0, u+o] =683%
[k=20, n+20] =95.5%
[p=30, p+30]=99.7%

Resultado de uma medicédo
[Medida] = [valor da grandeza] + [erro] [unidade]

. . . __ 1 i
valor mais provivel: média x=<x>= — ¥ x,

no
Medicao com n>10
P N - _— §
erro estatistico: desvio padrido da média s, = T
fl
Medicao com l<n<10
erro: estimador do erro estatistico ou limite superior do erro
2 i G ] & -
média dos desvios em relagiio a média; A = o Z lx; — xl

i
médximo desvio em relagdo & média: Ax = max{lx,— ¥ 1) ] ,)'9

Medicdo com n =1

erro Ax: 0 midximo de entre — erro de leitura
— estimador do erro estatistico

Erro relativo: - x 100% ou i} X 100% ou A—r‘ % 100%
X .



e

Propagacio dos erros

Erro estatistico Limite superior do erro
af 2 [ Of 12
Joey) o¥(f) = [%] ox) + ‘%] o(y) Af-| af ‘ A +‘ ‘ Ay
f=xty () = oHx) + oX(y) Af= Ax+Ay
FEg o}(f) _ o?(x) 02(}’) Af _Ax o Ay
? 2 X y2 1 Ixl Iyl
f=X o(f) _ o*x) " a¥(y) AfF _g+g
y £ X2 2 17 Il Iyl
f=x o) . n? o) L i n 2%
5 I il Ixl
f=sen x o X(f) = cos2x-o(x) Af=lcos x| Ay
f=plnx oi(f) = p>- TP Af=Ipl 2

Ajuste linear de n dados experimentais (x;,y;)

Minimos quadrados aplicados ao ajuste ¥ = A + BX

4oZHEy STy e T3
nA A

n Y xyi—2x XY O
A .

B =

A= nExl-(Ex) 0=02 () =15 3 (- A-Bx)’

Para o ajuste X = A’ + B'Y basta fazer a troca x —y nas expressdes anteriores.
Coeficiente de correlagio R = VBB’
Minimos quadrados aplicados ao ajuste ¥ = KX

K= % Ox = % a(y)

130 Representaciio de dados
Tabelas Gréficos Histogramas

its) | Ares) |[TC°D) | AT D) ey y
20|06 | 20 | 05 1 00
50| 06 | 25 05 4 400
66| 06 | 32 | 05 i -
90| 06 | 34 | 05

10| os | 39 | o3 A 0
13.0) 06 | 46 0.3 1 100
148| 06 | 48 | 03 B ]

2 4 6 B 10 121 MU a3 45 6 7 & &2 00
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LEITURA 2

Estudo do Péndulo Simples

Equacgdes basicas e pequenas oscilacoes

D esigna-se genericamente por péndulo um

solido que pode girar em torno de um ei-
xo horizontal sujeito simplesmente a acg¢do do
seu peso e das forgas de ligagio.

Para um corpo de massa M suspenso, as
forcas aplicadas resumem-se ao peso Mg apli-
cado no centro de gravidade G e a forga de liga-
cio R exercida no eixo O. Na posiciio de equili-
brio o centro de gravidade situa-se na vertical
do eixo de suspensdo. Esta configuracio desig-
na-se por péndulo composto.

O péndulo simples é uma simplifica¢do do
péndulo anterior, sendo constituido por uma
massa de pequena dimensdo suspensa na extre-
midade de um fio inextensivel de massa despre-
zavel. Neste caso a forca de ligagdo € a tenséo
T no fio de comprimento /;. Sendo a massa esfé-
rica de raio r, o comprimento do péndulo vem
dado por /=[+r. Se afastarmos a massa da sua
posi¢do de equilibrio e a abandonarmos sem ve-
locidade inicial, ela oscilard no plano vertical
descrevendo um arco de circunferéncia. A am-
plitude do afastamento da vertical é medido pe-
lo dngulo 6 ou pelo comprimento do arco s = 16.
O movimento € regido pela equag¢do de Newton
F =M@ em que a forca resultante F e a acele-
ragio a sdo grandezas vectoriais.

Analisando a figura podemos escrever

L gl L

— Mgsent) = Md (16) 131

Mg +T =Ma ou

dt?

se 0 for pequeno (6 < 5°) entdo senB~8 e a equacio precedente assume a forma

Mgo+M1%Y =0 ou



132

Esta ¢ a equagio do oscilador harménico simples cuja solugdo geral € do tipo

0(1) = Bycos(wol +) com Wy = \g
sendo 8y a amplitude mdxima do movimento, w, a frequéncia angular e & a fase inicial
que depende da posigdo inicial de langamento, 6(0) = 6,cos ¢.
O periodo de oscila¢do T, = 21/w, vem entio dado por
T{] = 211- \[L
8
sendo fungdo do comprimento do péndulo e do valor da aceleracdo da gravidade.

Para se obterem as expressoes precedentes basta substituir a solugdo geral na equa-
¢do diferencial do oscilador harménico simples. Na realidade

Mgbycos(wot + ) + Mi% [ % Bucos(wof + d_))] =0

conduz a g = lw? e portanto ao valor acima atribuido para T}. Para as pequenas oscila-
¢0es o periodo ndo depende de 6 e designamo-las por oscilagdes isGeronas.

Periodo para grandes oscilacdes

Se ndio usarmos a aproximagio senf=0 estabeleceremos a equagdo diferencial que rege
0 movimento para qualquer dngulo de oscilagdo. Neste caso o periodo do péndulo é uma
fungdo também da amplitude médxima do movimento, T = T(6y).

Um modo de determinar 7(0,) é estudar o movimento do péndulo considerando a
conservacgdo de energia.

A energia total do péndulo em qualquer ponto da sua trajectéria vem dada por

s,
2

M [+ Mgl(1—cost) ou |90 = 202c0s0 + 2E _ 28

E= _ 5
| dt L dt Miz /

Se o péndulo for abandonado sem velocidade inicial com um afastamento inicial 8,
a expressdo anterior pode tomar entfio a forma
- 12
{ % | = 2w (cosh — cosh)

Note-se que para evitar a circulagio do péndulo tem que se ter — w<b,<1 mas se o
fio ndo for rigido, deve-se ter —m/2<8,<w/2. O periodo T do péndulo pode assim ser
calculado como quatro vezes o tempo que ele demora a ir da posicdo de equilibrio 6 = 0
a posi¢do de amplitude mdxima 6 = 0,. Da expressdo anterior podemos escrever

dt = d8/N2 w X(cosh — cosBy)


ver errata


e o periodo obtém-se pelo integral

T 4 J” df

V2 w? VeosB— cosb,

Este integral ndo se pode resolver analiticamente. No entanto a sua solugéo encon-

tra-se tabelada para diferentes valores de K = sen(6,/2) e admite um desenvolvimento
sob a forma de uma série dado por

T= (2n-1) |2 K]

1-3
wn|]+,,.[246 -(n)

Explicitando os primeiros termos tem-se

T=T, [ 1 +% sen? [%] 694 sen? [ 920}+...]

Para amplitudes moderadas e atendendo a precisio que é possivel obter no labora-
tério, basta considerar apenas a forma aproximada do 1.° termo fazendo sen?a=a?

- 1 g
i Tg(l+ e eu}

Pelo exame dos dois gréficos ao lado, pode-

: o . ! 05
-se concluir que o principio do isocronismo das et 2 (T-TpT,
pequenas oscilagdes resultante da aproximagéo g- A
senf = @ apenas é vdlido dentro dos seguintes 303 7
. . T Y
limites: Eo.z 4
0.1 =
o+
0 5 10 15
6y/°
o
0.01% 2 20 T,
0.1% 7 163 A T,
)
1% 5 gn ’// (T)-TpT,
(4] oﬁ
8% 60° Eg 2
E
[3) E >
45 —
e -
0 20 40 60
By/° e
3 . i 0.5
Observe-se ainda como o uso do primeiro (T-TYT L3
termo sob a forma aproximada T | permite obter 204 7
para o periodo um valor com erro inferior a 503
0.1% até a amplitude de 42°, sendo esta expres- 502 4
=, . H . e E
s40 mais precisa que a aplicacdo do 1.° termo B [/
sem aproximacio 7, =T [ 1 +i sen? (& ” 0 —
4 | 2 0 10 20 30 40 S0 60
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Efeitos que alteram o valor do periodo

O estudo correcto do comportamento do péndulo deve ter em atengio outros factores
para além da amplitude madxima da oscilacio, se bem que com contribui¢des distintas
para o valor do pericdo. Os outros efeitos a ter em consideracgiio seriam a impulsdo do
ar, a massa do fio de suspensio e o atrito.

A ac¢iio da impulsio do ar sobre a massa do péndulo provoca a diminuigdo do
valor do peso do péndulo e portanto do valor da forca que provoca o movimento.
A forga efectiva passaria assim a ser

F'=(M=m,)g=Mg(1—m,/M)=Mg

e que pode ser interpretada pela accdo de uma aceleracdo da gravidade efectiva fungio
das densidades do péndulo e do ar

Ppend

¢ =l ) =l-

A alteracdo no valor do periodo correspondente é dada por

l

=t gy g P

g[1- P | Ppend ! N

p pend !

Para um péndulo de latdo de densidade 8.4 e com a densidade do ar de valor 1.2x10-3,

ter-se-d T=T, ('l + ] Isto corresponde a uma correccdo de apenas 0.007% que

1
14000
se podera desprezar. Numa medida integrada num intervalo de tempo considerdvel como
um dia, este efeito introduz um erro de 6 s.

# O péndulo ideal tem uma massa M e o fio de suspensdo uma massa m conside-
rada nula o que ndo € verdade, se bem que m seja muito inferior a M (m < M). Para es-
tudar o efeito do valor ndo nulo de m convém considerar agora o péndulo como com-
posto (fio rigido) para o qual o periodo vem dado por

L 1
T=2m ’\/ =~ com  pyy=—r——
g M + mh
onde / € o momento de inércia do péndulo em relacdo ao ponto de suspensdo, /1 € a dis-
tincia entre o eixo de oscilagdo e o centro de gravidade e [, € 0 comprimento reduzido
do péndulo composto. Para um fio de comprimento / e tomando a massa do péndulo M
como pontual tem-se

2 em
h=l =——— e =1

M 2
3



m 1 m
M+ 3 l+3 v
iimd—! = ‘——‘-1
m
M+ — l+— —
. +2 M
Il m
-3 1]

desenvolvendo em série obtém-se [\ =1
O efeito no periodo ¢ assim dado aproximadamente por
T=Tp[1- =2 |
°\ 12M |

Para um fio de massa 1 g e um péndulo de 100 g, a correccdo correspondente vale

apenas — 0.08%.
= O estudo do atrito pode ser feito de uma forma mais simplificada no caso da

aproximacio das pequenas oscilacdes em que o péndulo se comporta como um oscila-
dor harménico. Genericamente, um oscilador harménico simples é definido com um

corpo que
— tem movimento em torno de um ponto onde a resultante das forcas sobre o
sistema € nula,
— a forga de reac¢do é proporcional ao afastamento do ponto de equilibrio,

— 0 movimento € periddico.
Se for x a coordenada que mede o afastamento do oscilador da sua posi¢io de equi-

librio tem-se
a que corresponde a equagio diferencial
com wi= K
M

C:;;’; +wix=0

A solugiio da equacio anterior é como vimos um movimento periddico.
X = I[]COS(H}”?‘ + (f))

Além do deslocamento angular do péndulo sdo ainda osciladores harménicos o des-
locamento linear de uma mola eldstica, a tor¢do de um fio, a corrente eléctrica num cir-

cuito oscilador LC entre outros.
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Um modelo simples para a for¢a de atrito exercida sobre um corpo movendo-se num
fluido € considerar que esta é proporcional a velocidade do corpo

§ dx
“Lm’ e e
Y
A equacdo diferencial do oscilador passa a ser

dx 1 dx 2 o TR A3
i + iy +w;x=0 com = M

e a sua solugdo € a de um movimento periédico amortecido
x=xge B cos(wt+d)

A combinagdo das duas equagdes anteriores permite obter a expressio para os coefi-
cientes de amortecimento e para a frequéncia angular do movimento amortecido

| ) , 1§ -1n
B=+ W= w,— '| e T'=T,

3 |

l—‘. 4 |

O tempo de relaxagio 7 representa a metade do tempo necessario para que a envol-
vente da amplitude se reduza a 1/e do seu valor inicial, ou entiio o tempo para que a

energia potencial (% Kx?) se reduza na mesma razio. Se for N o nimero de oscila-

“

¢oes em que a amplitude se reduz a metade, tem-se

_ NT
2In?2

e o aumento relativo no periodo de péndulo vem dado aproximadamente por T6ONE -

Mesmo para N = 10 o efeito no periodo seria inferior a 0.01%.

Medicao da aceleracdo da gravidade

O péndulo simples pode ser utilizado no laboratério para medir o valor da aceleragio
da gravidade. A precisio que se obtém nesta medigdo ¢ tipicamente da ordem de 0.5%.
Com o péndulo composto atingem-se precisdes de 104 %. O valor obtido deve entio
ser comparado com a gravidade normal para o local. Esta como é sabido varia nio s
com a latitude do lugar mas também com a altitude e ao longo do tempo.

Existem diversas formas aproximadas para a aceleracio da gravidade atendendo 2
complexidade dos efeitos considerados. Na aproximagio mais simples, o globo é consi-
derado esférico com a massa M toda concentrada no seu centro, pelo que a lei da atrac-
¢d0 universal aplicada a uma massa pontual permite escrever

_ GM;
S

£



Para se ter a aproximacio de ordem zero é necessdrio entrar-se em conta com a velo-
cidade de rotagio do globo w incluindo o efeito da forga centrifuga que depende da lati-
tude ¢

g i 3,42
g = % (1 -bcos*dp) com b= [éﬁ{;;

Se a forma da Terra for considerada como um elipséide de revolugio achatado
nos pélos, obtém-se a aproximagao de 1.* ordem. Na aproximagio de 2." ordem entra-
se jd em consideragdo com uma correcg¢do da forma do elipséide. Um exemplo € a
férmula de Gravidade 1967 aprovada pela Associaciio Internacional de Geodesia que
corresponde a escolha de um determinado elipséide de referéncia (o elipsdide de
1967).

£ =9.78032(1 + 0.0053025 sen2d —0.0000058 sen?2dh) m 52

Na variagdo com a altitude t€m de se tomar em considera¢do dois efeitos: a re-
dugdo da gravidade devida ao maior afastamento das massas atraentes (correc¢io de
ar livre) Agy, =—0.3082x10 > h com h em metro e Ag em m s2; 0 aumento de g
devido a atrac¢do adicional das massas que se encontram entre o elipsdide e o ponto
de observagio (se este se encontrar sobre rocha) dita correc¢io de Bouguer (B).
Considerando o efeito de Bouguer devido a uma placa homogénea de espessura h
e densidade 2.67 tem-se Agy =0.1115x10 -5 i, nas mesmas unidades. Estes dois
efeitos conjugados produzem uma variagdo com a altitude dada aproximadamente por
Ag=-0.1967x10 -5 h.

A aceleragfio da gravidade varia ainda no tempo devido ao efeito das marés provo-
cadas pela atrac¢iio luni-solar. Este efeito é quase periédico e tem uma amplitude
maxima de 2x10 ~¢m 52

O conhecimento da aceleragio da gravidade num local tem interesse geolégico, por-
que esta varia com a constitui¢do do terreno e com a presenca de corpos de densidade
anomala no subsolo. A técnica de pesquisa geofisica que utiliza este efeito para a deter-
minagdo da constitui¢do interna do Globo chama-se gravimetria.

~ ESTUDO DO PENDULO SIMPLES |






LEITURA 3

Radioactividade

O dtomo € uma nuvem de Z electrdes que se move em torno de um niicleo de Z pro-
tdes e N neutrdes. Os constituintes do niicleo (protdes e neutrdes) sdo designados
genericamente por nucledes. O nimero total de nucledes A é designado por nimero de
massa ¢ ¢ dado pela soma do numero de neutrdes N e de protdes Z

A=7Z+N

Elementos diferentes tém diferente nimero de protdes. Os niicleos com igual nimero
de protdes e mimero diferente de neutrdes sdo designados por is6topos de um elemento.
Esta provado que os nucledes nao sao particulas elementares, sendo constituidos por
particulas designadas por quarks. Os quarks dos nucledes sdo o u (up) e o d (down),
considerados sem estrutura (portanto elementares) e tém a particularidade de terem carga

: 4 - 2 — 5
eléctrica fracciondria, q, = 5 9:€Q0= —%qc‘ O protao € formado por dois quarks u

e um d e o neutrdo por dois d e um u. Além destes dois quarks existem mais quatro.

Sendo os protdes cargas positivas e os neutrdes particulas neutras € legitima a per-
gunta: porque sdo coesos os nicleos? ou de outro modo, qual a cola que mantém pro-
toes e neutrdes juntos apesar da existéncia da repulsdo coulombiana entre os protdes?

A resposta vem associada a proposta de uma nova forga que se faz sentir no inte-
rior dos niicleos e nucledes designada por forte. A INTERACCAO FORTE é obviamente
mais intensa que a interac¢iio electromagnética entre cargas e correntes eléctricas e sem
sombra de divida muito maior que a gravitacional. Uma vez que opera a nivel dos
nicleos € de curto alcance, da ordem de 1 a 2 fm (10-'5 m), e é independente da carga
eléctrica, porque € vilida quer para protdes quer para neutres. A estas propriedades de
fécil explicagdo juntam-se outras que estdo fora do Ambito do actual estudo. Os porta-
dores da interaccdo forte sdo designados por gludes e tém um papel idéntico ao dos
fotdes na interac¢do electromagnética.

O estudo dos elementos conduziu a uma descoberta importante no inicio do séc. XX,
que s6 foi completamente explicada em termos tedricos nos anos 70 e a teoria proposta
verificada experimentalmente no inicio dos anos 80.

No fim do século XIX comecou a detectar-se que certos elementos emitiam parti-
culas e radiagdes. Hoje sabemos, serem emitidas a partir do nicleo dos elementos. Este
fenémeno foi designado por RADIOACTIVIDADE.

Entende-se em geral, por radioactividade a emissdo a partir do nicleo de particulas «
(4tomos de hélio duplamente ionizados), 3* (electrdes ou positrdes) ou de radiagio -y (fotdes
de frequéncia superior a 10" Hz). Estas trés emissdes tém contudo, origem diferente:

s a alfa (o) € como que uma fissdo do niicleo;

# a gama (y) provém de interacgdes electromagnéticas nos nicleos;

= a[3* emissdo de electrdes ou positrdes, tem a sua origem num novo fenémeno.
Se bem que este tipo de radioactividade pareca vir do niicleo ela provém de uma
parte dele, da transformacdo de um dado quark noutro.
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A explicagido da desintegragio B+ conduziu A descoberta de uma quarta forca ou in-
teracgdo, que devido a sua intensidade ao nivel das dimensdes de um nicleo foi desig-
nada por INTERACCAO FRACA. Um quark u ou d transforma-se, devido a accio des-
ta interac¢do, num d ou u emitindo um electrio ou positrdo (antiparticula do electrio)
€ um antineutrino ou neutrino (particula de massa quase nula, neutra e de spin 1/2).

Os propagadores da interacgio fraca sio os bosdes (de spin 1) W* e Z°. Ao contri-
rio dos propagadores das outras interacgdes (fotdo, gludo e possivelmente o gravitio)
os Wt e Z° ttm uma massa nio nula.

As figuras seguintes ilustram diversos modos de esquematizar a desintegracio B+ e
. Para representar a desintegracdo o usam-se esquemas andlogos.

Em geral, se um niicleo decai por emissdo de electrdes, caso do 3'Cs. ou positroes,
como o *Na, a desintegrac¢io representa-se do modo seguinte

B
3 3 = 22 2
]Sng-—> IsgBa+e-+v ou 1Na— pNe+e*t+v

22
11 Na

B+

Escala de energia

137Ba 1.273 MeV
BT L17 MeV i
6.5% raioy, 0.66 MeV
137 n
56 Ba mNe

No 1.” declinio um neutrdo do césio transforma-se num protio, donde o nimero até-
mico Z passar de 55 a 56 e obter-se um niicleo de outro elemento, o bdrio, libertando-
-se um electrdo e um antineutrino. Em todo o processo existe conservagio de energia,
carga eléctrica, spin e outros nimeros quinticos que de momento ultrapassaremos. No
caso do so6dio 22 ¢ um protdo que se transforma em neutrio e forma-se um ntcleo de
néon 22, sendo emitido um positrio e um neutrino.

Em ambas as situagoes a desintegragdo B deixou o nicleo descendente num estado
nuclear excitado, que ao fim de um intervalo de tempo curto (em geral da ordem ou in-
ferior ao nanosegundo, embora neste exemplo o estado excitado do bério tenha um pe-
riodo da ordem do minuto), decai para o estado fundamental ou de mais baixa energia
emitindo radiaco +y.

Como € um protdo ou neutriio que decai, ou parte deles que sofre uma transformacio,
podemos ainda representar o processo mais esquematicamente evidenciando que é um
quark d que se transforma num u na desintegracio B~ e um u em d na desintegracdo B-.

B B
o (u.d.d) = !p (u,u.d) + fe+yv ou p(uud — o (u.d.d) + % + O



Existem particulas como os protdes, os neutroes e outras que sdo constituidas por quarks
e entre as quais se verifica a interac¢do forte. Estas particulas sdo genericamente denomi-
nadas por hadrdes. Outras particulas, como os electrdes, que ndo t&m estrutura interna e
nio estdo sujeitas a interacgéo forte, sdo designados por leptdes.

Parece haver suficiente evidéncia tedrica e experimental para aceitar que os consti-
tuintes basicos da matéria se dividem em quarks e leptdes consoante sdo sensiveis ou
nao a interacgio forte.

Actualmente, pensa-se que existem apenas trés familias de quarks, trés de leptdes e
quatro tipos de interac¢do e que este conjunto explica a estrutura da matéria. A diferenca
entre cada familia reside essencialmente na massa dos seus elementos. E como se exis-
tisse um factor de escala para passar de uma familia para a outra.

A primeira familia de quarks e leptoes reune os elementos de base do mundo quoti-
diano: o quark u e d, o electrdo e o neutrino electronico v.. Os constituintes da segunda
¢ terceira familia sao criados nos laboratorios a partir de colisdes dos primeiros e exis-
tem no universo cosmico devido & actividade das estrelas.

As duas tabelas que se seguem, esquematizam as propriedades dos componentes ele-
mentares e as forcas que garantem a constituiciio e o funcionamento dos sistemas desde
o infinitamente grande como o Universo até ao infinitamente pequeno como 0s neutrinos.

Constituintes basicos da matéria e suas interaccoes

Constituintes basicos e suas propriedades

) . Massa Carga , Massa Carga
Nome Simbolo (GeV/c?)' eléctrica Nome Simbolo (GeV/c?) eléctrica
up u 310 2/3 electrdo ¢ 00051 -1
down d 310 -1/3 neutrino v, =0 0
charm c 1.5 2/3 muio L 106 -1
strange s S -1/3 neutrino v, =0 0
top 1 =174 2/3 tau T 1.784 =]
bottom b =5 —-1/3 neutrino v, = () 0

" Quando nos referimos & massa das particulas subatémicas usamos GeV/c?, que dd a energia em repouso
de uma particula de massa m. Para expressar a massa em unidades de energia usa-se a equagio de equivalén-
cia energia — massa E = mc?, em que c € a velocidade da luz. A razdo de ser desta opgiio € em parte devida
ao facto da massa destas particulas ser muito pequena e a sua representagio em unidades SI ser pouco apro-
priada. Por exemplo, a massa do protdo em ambas as escalas é m, = 1.672x10-" kg = 0.938 GeV/c2.
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Interac¢des, propagadores e respectivas propriedades

ALCANCE (m) infinito <10-1® <10-1% infinito
INTENSIDADE 10-2 10-12 | 10-38
(al10-"m relativa

a forte)

MASSA (GeV/c?) 0 Wt=180.2 0 0

Z29=912
SPIN I 1 1 2

CARGA 0 +1: 0 0 0

Lei do declinio radioactivo e actividade

A lei bdsica do declinio, de acordo com a mecénica quantica, estabelece que a
probabilidade de um dado niicleo decair num dado intervalo de tempo é indepen-
dente do seu passado. Assim, numa amostra de n niicleos idénticos com uma pro-
babilidade por unidade de tempo X de decair, a taxa de desintegragdo no tempo é
dada por

dn(t)

dt =— A n(t)

A € a probabilidade de desintegrac@o e expressa-se em s-!.
A integracdo da equacio anterior, com a condig@o de no instante inicial termos n,
niicleos, conduz-nos 8 EQUACAO DO DECLINIO RADIOACTIVO

n(t)=n, e

O processo de declinio é estatistico, e por conseguinte um nicleo pode ter um tempo
de vida entre zero e infinito. O valor da vida média, habitualmente referido por 7, é cal-
culado como o valor médio de qualquer grandeza continua

o]
1

* 1
- jtdn:——J Angertdt=—
1

n, A
0o

Conclui-se que a vida média é dada pelo inverso da probabilidade de desintegracio
e expressa-se em unidades de tempo.



Designa-se por ACTIVIDADE a quantidade
A =X n(t)

A unidade SI de actividade € o becquerel (Bq) e corresponde a uma desintegracio
por segundo.

Define-se PERIODO de um niicleo como o tempo necessdrio para que o nimero
inicial de nicleos num dado estado se reduza a metade. A relagcdo analitica entre
periodo e probabilidade de desintegracdo obtém-se da equagfio do declinio radioactivo

T|,r2 A=1In2 =0.693

¢

Natureza estatistica do declinio radioactivo

A desintegragao de um niicleo radioactivo € um acontecimento aleatdrio, isto é, ndo po-
demos prever qual o nicleo que decaird. Quando se tem uma dada quantidade de maté-
ria mesmo que de alguns micrograma, dispde-se de um grande nimero de niicleos devido
a dimensdo do nimero de Avogadro (um dtomo grama contém 6.023x1023 d4tomos). Por
sua vez a probabilidade de desintegragio deve ser tal que se possa considerar que o valor
médio de desintegracoes € p=n\. Para que isto seja verdadeiro o periodo do elemento
deve ser muito maior que o tempo de contagem.

Podemos considerar que estamos em condi¢des de esperar que a probabilidade de
que n niicleos decaiam num dado intervalo de tempo seja dada pela DISTRIBUICAO
DE POISSON de valor médio w (ver Leitura 1).

P(n _ Mtew
) = -
em que p € o nimero médio de desintegracdes no intervalo considerado e n o nimero
de eventos.

Para valores pequenos de ., a proba- P(n)4
bilidade P(n) em funcdo de n é uma dis- 0.3
tribui¢dio com um lado «cortado».

A medida que a média aumenta a dis- =2
tribuigdo de Poisson assume uma forma s
mais simétrica convergindo para uma dis- sl
tribui¢do do tipo gaussiano. A figura 0.1
exemplifica o comportamento desta distri-
bui¢do para dois valores muito baixos da
média. ¢ 2 4 6 8 10 12 14

=B 4

Suponhamos que temos uma amostra de nicleos radioactivos e que efectuamos um
grande niimero N de medidas idénticas e independentes de contagens n; durante um
intervalo de tempo fixo. A média e o desvio padrdo sdo dados respectivamente por

<n>=% Y n; s = \]ﬁ 2(n;—<n>)?
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Para uma distribuicio de Poisson demonstra-se que s = V<n>.

Por exemplo para <n> = 100, vem entdo s = 10. Devido ao valor médio ser elevado 100, esta
distribui¢io apresenta também um comportamento quase normal.

Se fizermos experiéncias de uma s6 medigo o resultado é n +n, isto porque n,
nimero de desintegracGes que ocorrem num dado intervalo de tempo, é jd em si uma
amostra estatistica.

O grafico mostra como os valores de

diversas medi¢des em que a média é 100 70 1 ¢

se distribuem em torno do valor médio. 60

Pode constatar-se, ainda que qualitativa- 8 50 §

mente, o cardcter normal da dispersdo em B 40 ]

torno do valor médio <n>. 5 !

. & 30 4 '

Aproximadamente 68% das contagens 0] :

situar-se-d0 no intervalo [<n>-s,<n>+s5] i+
S 10 4 :

e 95% no intervalo [<n>-2s.,<n>+2s], se- ] :

g‘undo as pre\"isﬁcs da di Stribuigﬁo normal. 070 80 90 100 110 120 130

n/Bq



LEITURA 4
Circuitos Eléctricos Basicos

estudo dos circuitos eléctricos baseia-se em dois conceitos elementares: a intensi-

dade de corrente eléctrica e a diferenca de potencial eléctrico entre dois pontos.
Os diferentes componentes que se associam para formar um circuito eléctrico destin-
guem-se pela relacdo entre a diferenca de potencial aos seus terminais e a corrente que
0s atravessa. /

Lei de Ohm

Intensidade de corrente eléctrica

A intensidade da corrente eléctrica, ou abreviadamente corrente, é o nimero de cargas
eléctricas que por segundo atravessam uma secg¢iio recta do circuito.

O simbolo para corrente eléctrica é I e a unidade é o ampere (A). Um ampere corres-
ponde a um fluxo de carga de um coulomb por segundo.

1A= 1C

Is

Diferenca de potencial eléctrico (ddp)

A ddp entre dois pontos € a medida do trabalho que é necessdrio realizar para mover uma
carga de um ponto a potencial eléctrico mais baixo para um ponto a potencial mais ele-
vado. Frequentemente utiliza-se o termo tensdo para designar a diferenca de potencial.
O simbolo para ddp € V e a unidade de medida € o volt (V).
Um volt € a ddp que existe entre dois pontos num campo eléctrico quando para se
deslocar entre eles uma carga de um coulomb é necessario realizar o trabalho de um joule.

1J=1C-1V

Habitualmente numa ddp toma-se para referéncia zero o potencial eléctrico da massa
(zero local do aparelho ou circuito) ou da terra (referéncia zero da rede eléctrica).

As vdrias massas devem estar ligadas a
terra, entendendo-se por terra um condutor en-
terrado no solo, através do qual se escoam facil- Ligagdo & Ligaqﬁo a
mente as cargas eléctricas. Os simbolos que re- massa R
presentam estas ligacdes sfo os da figura.

Resisténcia
Para certos materiais condutores a corrente que os atravessa € directamente proporcio-
nal a ddp aos seus terminais. A relagdo V(I) € entio linear

V=RI
e a constante de proporcionalidade R, representa a resisténcia do componente. Esta rela-
¢do é conhecida por Lei de Ohm.
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A unidade de resisténcia € o ohm (). Num condutor linear a resisténcia é directa-
mente proporcional ao comprimento L e inversamente proporcional a secgiio recta S,
dependendo ainda das caracteristicas fisicas do material através da resistividade p

L

R=p =

7S

A unidade de resistividade é o ohm.metro (£2.m). Para os metais mais correntes em
circuitos eléctricos (cobre e tungsténio) p € da ordem de 10-8 Q.m. O inverso da resis-
tividade € a condutividade e representa-se por o.

¢

Num circuito eléctrico uma resisténcia representa-se por —+— ou —AAA— .

O seu valor pode ser conhecido a partir das riscas coloridas tragadas sobre a resis-
téncia. O cédigo de leitura das riscas encontra-se explicado nas TABELAS.

A lei de Ohm € vilida mesmo para correntes ou tensdes varidveis no tempo. Um si-
nal que varia sinusoidalmemente ¢é representado pela fungio X(t) = X,sen(wt+d), em
que X, € a amplitude méxima, ¢ € a fase inicial, w = 27f é a frequéncia angular e f a
frequéncia do sinal. Se I(t) = I,sen wt, entdo aplicando a lei de Ohm tem-se aos termi-
nais da resisténcia uma ddp V(t) =V sen wt e diz-se que a corrente estd em fase com a
ddp. A relagdo entre as amplitudes méaxima de corrente e da ddp vem dada simples-
mente por V,=RI,.

A relagdo entre a corrente e a ddp para sinais sinusoidais pode ser ilustrada grafica-
mente sob a forma de um diagrama de vectores em que o comprimento destes é propor-
cional as amplitudes médxima da corrente e da ddp e o dngulo entre eles iguala a diferen-
¢a de fase entre a corrente e a ddp. Neste tipo de diagrama sdo validas as regras da adicio
vectorial para grandezas do mesmo tipo. O valor instantaneo das correntes ou ddp é dado
neste tipo de diagrama pela projec¢do dos vectores correspondentes sobre o eixo dos
XX (ou YY).

V(t) =V,sen wt implica I(t) = I ,sen wt

v

Vo=

1
E vector de
| Io tensio

;

vectorde @t
corrente

<
;

Ve =V sen wt A

Analise de circuitos

Num circuito os pontos em que hd bifurcagio de corrente sio designados por NOS. Entre
dois nds, todos os componentes sdo atravessados pela mesma corrente e isso constitui
um RAMO. Uma MALHA ¢é um percurso fechado percorrido por corrente eléctrica. O
niimero de malhas independentes num circuito eléctrico é dado pelo niimero de ramos



menos o nimero de correntes independentes mais um. Para a determinagio de corren-
tes e ddp em diversos pontos de um circuito recorre-se as leis de Kirchhoff. Estas leis
sdo gerais e aplicam-se a todo o tipo de sinais e de componentes, resistivos ou outros.

Lei dos nés e das malhas

1." lei de Kirchhoff ou lei dos nés — num né a
soma de todas as correntes que entram e saem é
nula, convencionando-se que a corrente que entra
€ positiva e a corrente que sai é negativa
Z [i = O
Esta lei resulta simplesmente do principio de

conservacdo da carga. De acordo com o esquema
tem-se — I, =L +1;+1, = 0. .

2." lei de Kirchhoff ou lei das malhas — numa malha fechada a soma das ddp é nula
E V]' = U

Atendendo as fontes de tensiio presentes na ma-
Iha, deve ser arbitrado um sentido convencional para
a corrente eléctrica na malha. No caso de uma resis-
téncia toma-se IR como positivo se a corrente em R
tem o mesmo sentido que o arbitrado para a malha.
Entdo as ddp serfio positivas nos componentes em
que a corrente entra no terminal a potencial mais
elevado (+), e negativas no caso contrdrio.

No circuito da figura anexa, tem-se IR, + IR, + IRy +V, -V, =0.

Como exemplo de aplicagdo, consideremos o circuito da figura a seguir que representa o es-
quema de alimentagdo dos faréis de um carro. Os 12.0 V sdo fornecidos pela bateria e os 14.0 V
pelo alternador. As resisténcias, junto as fontes de alimentagfo, representam as resisténcias inter-
nas da bateria e do alternador. Para saber a corrente que circula na resisténcia de 1.20 Q do farol
e a ddp aos terminais desta, recorre-se as leis de Kirchhoff,

Neste circuito existem duas malhas independen-

tes, por exemplo a ABEF (malha 1) e a BCDE (ma- . 1200 5
e
Ig
do da corrente como sendo o dos ponteiros do
relogio, I, e [, na figura. Note-se que no ramo BE a

; 3 ; o0100Q | 147
corrente total que circula € a diferenca das duas cor- n-—:l—l —=

rentes de malha. Pela 2." lei de Kirchhoff podemos 120V
escrever para a malha ABEF a equacgdo

0.1001; + 0.0100 (1, -1,) + 120~ 14.0=0 AT 4(:)— .
e para a malha BCDE ma - v
0.0100(I,-1,) + 1.20I, - 12.0=0

A resolugio deste sistema de duas equagdes a duas incdgnitas permite escrever para a cor-
rente e ddp no farol Ir=1,=10.1 A e Vp=1.20 [;=12.1 V.

lha 2). Para cada uma das malhas arbitramos o senti- ( —
Iz
I
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Associacio de resisténcias

As resisténcias podem associar-se em série ou em paralelo.

= Numa associagdo em SERIE as resisténcias constituem um ramo tinico e por isso
sdo todas atravessadas pela mesma corrente. O valor da resisténcia total é a soma
das resisténcias parciais:

200 £ 500 £2 00 £
— +—{ }— )
| S |

C E equivalente a C R=5
Y G
@, @)
120V 120V

Na realidade tem-se para cada componente V, = I-R;, V,=IR,, ..., V, = 'R, € para
o circuito total V,=1.R, =V, +V,+....4 V, = I-(R,+R,+....+R,). Portanto
R,=R;+R,+..+R,.

A resisténcia total é sempre superior as parciais, R, > R,.

®m Quando se associam resisténcias em PARALELO elas estio em ramos distintos
mas ligados ao mesmo par de nds. Neste caso as correntes sio diferentes mas
todas as resisténcias tém aplicada a mesma ddp aos seus terminais. Resulta que
o inverso do valor total da resisténcia € igual a soma dos inversos parciais:

300 01
|r‘ 120 1
_]2-’ 2000 e | S|
1| E equivalente a 1 1
— e e _ 1
l', l[ I o R
+@— :ﬁ
60V
para cada resisténcia tem-se: V=I,-R,, V=I,-R,, ...... , V=I,-R, e por outro lado V=1-R,.
Como I=1,+L+....... +1,, conclui-se que Ril = %1 + ?12- ; + RL"

A resisténcia total € inferior a qualquer das parciais, R,< R..

Divisores de tensao e de corrente

Uma ddp V. aplicada a uma associagdo em série de componentes distribui-se de uma
forma directamente proporcional a sua resisténcia. Atendendo a que todas as resistén-
cias sdo atravessadas pela mesma corrente I, podemos escrever para o circuito total e
cada uma das parcelas

(2Ye Vi Vsl _V,

R. R R, 7 R,



Daqui podem extrair-se varias expressdes liteis na
andlise deste tipo de circuitos. No exemplo da figura, a Ri
tensdo de saida aos terminais de R, calcula-se por v
R, T
V.= —= __V Rs Vs
*" R,+R; ° ls

Entre um par de nds, a corrente total I divide-se pelos diferentes ramos ligados em
paralelo de uma forma inversamente proporcional i sua resisténcia. Neste caso, como
a ddp € comum a todos os ramos, podemos escrever para o circuito total e cada uma
das parcelas

V= I'RlZI]'R1 — Iz‘Rg =i ln'Rn

Conhecida a resisténcia total do circuito, a corrente que circula num ramo qualquer j
pode ser calculada simplesmente por

I_I' — I

Principio da sobreposigio

Num circuito que seja formado apenas por componentes lineares associados em vérias
malhas, € possivel calcular a corrente e a ddp em qualquer ramo do circuito pela adi-
¢do algébrica dos efeitos que cada fonte aplicada provoca separadamente. Este proce-
dimento € uma consequéncia da linearidade dos elementos que compdem o circuito e
designa-se genericamente por principio da sobreposicdo. Para aplicar este principio cons-
troi-se para cada fonte (de tensdo ou de corrente) circuitos equivalentes em que as restan-
tes fontes sdo substituidas pela resisténcia interna. Para fontes ideais esta resisténcia é
nula (curto circuito) nas fontes de tensdo e infinita (circuito aberto) nas fontes de corren-
te. A aplicacgdo das regras de associacio de resisténcias permite o cdlculo da corrente ;
e ddp V; no ramo desejado. No circuito completo, com todas as fontes aplicadas, a ddp
ou corrente no ramo € dada, como jd referimos, pela soma algébrica dos valores obti-
dos independentemente para cada fonte

1 ZZI] V= ZV,

A figura exemplifica este procedimento num circuito de trés malhas com uma fonte
de tensdo e uma de corrente.

B a4
5K
Rl R3 ID
(’V I{ 10K | 10K S :
B

E equivalente a

Vag=V'astV"sB
- R, R, Ry CD
Lap=U'Ap+1"AB 5K I'I 1wk | [ox 2mA

B
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Simplificacio de circuitos, modelo de Thévenin

Quando se pretende ligar um componente a dois terminais AB de um circuito complexo,
pode ser bastante dificil calcular a corrente e a ddp que ficard aplicada. Se o circuito
apenas incluir componentes lineares e fontes de tensdo ou de corrente, o teorema de
Thévenin garante que este pode ser reduzido a uma fonte de tensdo associada em série
com uma resisténcia, o circuito equivalente ou modelo de Thévenin. Os parimetros des-
te modelo sdo calculados pelas regras seguintes:

1) A resisténcia de Thévenin Ry, é a resisténcia total do circuito medida entre os
terminais A e B, quando se substituem todas as fontes de tensdo ou de corrente pela sua
resisténcia interna.

2) A tensdo de Thévenin Vy, é simplesmente a ddp medida aos terminais AB
(quando medida por um voltimetro ideal).

Num circuito em que se t&ém diversos andares associados, 0 modelo de Thévenin
permite exprimir a ac¢io de cada andar sobre o seguinte como sendo equivalente a uma
fonte de tensio com resisténcia interna. No exemplo da figura temos um divisor de ten-
sdo em que a ddp aos terminais de R, vai alimentar um outro circuito representado pela
resisténcia de carga R ..

e E equivalente a

-_—
Rearga

ol
ra

Atendendo a que a resisténcia interna de uma fonte de tensdo ideal é nula, tem-se
para o equivalente de Thévenin os valores
R,

L Vin=Ve ———

Ry =R //R,= —122
TS R+ Ry R, +R,

S6 uma frac¢do da ddp de entrada é aplicada ao circuito de carga.

Poténcia

A poténcia define-se como sendo o trabalho realizado por unidade de tempo. A unidade

de poténcia é o watt (W), 1| W = —%l— . Como vimos, o trabalho necessario para deslo-

b

car uma carga Q através de uma ddp V ¢ W=QV. Entio, a poténcia eléctrica num circui-
to exprime-se pelo produto da corrente e ddp

P=1V



Num circuito puramente resistivo, a lei de Ohm permite escrever para a poténcia
dissipada numa resisténcia as expressdes equivalentes

V2
P = =R
R R

Sinais eléctricos

Uma ddp que varia no tempo de modo particular é designada por sinal, e represénta-se
por V(t) ou v(t). Os sinais periédicos sdo os que tém maior interesse na andlise de cir-
cuitos, e para os quais é usual falar de parimetros relacionados com a sua periodicidade
e amplitude em tensdo. Entre eles salientamos os seguintes:

T periodo
f= % frequéncia

w =2nf frequéncia angular

) fase
Vo amplitude maxima
Vip amplitude de pico a pico, diferenga entre o valor médximo e o minimo da ddp

Para além destas caracteristicas, o sinal pode ainda ser caracterizado pelo seu valor
eficaz Vs ou Vpys (Root Mean Square). Entende-se por tensdo eficaz o valor da ten-
sdo continua que provoca a mesma dissipacdo de energia numa resisténcia.

T | T

2
vADdt  entdo Vi =,| % [ vamat
YT

R
R R T

0

P=

Entre muitos sinais possiveis os mais usuais em circuitos eléctricos sdo:

Sinal sinusoidal

V(ts
. v(t) = :{ﬁ,sen wt
/\ V= —2 =0.707V,
0 . V2
w N \S
Sinal triangular 151
V() v()=4 -\;i t—4nV,
b e /\ / para (n-1/4)T <t < (n+1/4)T
0 n v(t) = -4% t+ (4n+2)V,
R \/ \/ para (n+1/4)T <t < (n+3/4)T
L I n=490,1,2, ..
vcf: Vo
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Sinal quadrado

V(t)

T

Sinal em rampa

V() [

IMPULSOS quando um sinal niio ocorre de
um modo continuo no tempo, podendo ser

ou ndo periddico.

RUIDO quando os sinais ocorrem ocasio-
nalmente, sem frequéncia bem definida e

com amplitude varidvel.

vi)=V, para nT<t< = T
2
v(t) =-V, para .,_n;i T<t<(n+)T
n=0,12,..
V=V,
Vo
v(t) = i -nVy, para nT<t<(n+)T
n=0,1,2,..
v Vn ¢
ef ﬁ
Sinal em degrau
vt
L/ EE—
ty t
V()
VO _______________ e
t

Nos circuitos eléctricos os sinais mais vulgares sdo ddp sinusoidais porque:

= E nesta forma que a tenso é produzida industrialmente, devido a ser do tipo
sinusoidal a ddp induzida numa bobina que tem movimento circular uniforme
num campo magnético, como sucede nos geradores eléctricos;

= A resposta dos circuitos lineares a ddp sinusoidais sdo ainda fungbes sinusoidais;

» Toda a corrente ou ddp periédica pode ser decomposta numa soma de fungdes

sinusoidais.



Condensador

Designa-se por condensador o conjunto formado por dois condutores paralelos separa-
dos por um dieléctrico. Representa-se por 4] }7

Quando aos terminais de um condensador é aplicada uma ddp varidvel no tempo,
ele ¢ percorrido por uma corrente directamente proporcional 2 varia¢io da tensdo.

1)

0 c—— vo I(t) = E%

Trata-se de uma relagdo linear entre corrente e ddp em que a constante de propor-
cionalidade é C, valor da capacidade do condensador. Este componente so tem interesse,
como € ébvio. em circuitos em que a ddp varia no tempo. Para sinais sinusoidais

V(t) = V,sen ot implica I(t) = I, sen(wt+m/2)

B

e
I{t)

L, 1 ; A
Tem-se V,= =IZcll,, com Ze= —— que se designa por IMPEDANCIA CA-
wC joC

PACITIVA' e a relagdo entre os valores maximos da corrente e da ddp adquire uma
forma equivalente a lei de Ohm.

Das equagoes e do gréfico conclui-se que:

= A corrente estd adiantada de n/2 em relag@o 4 ddp aplicada;

m A relagdo entre [ e V depende da frequéncia do sinal, o que implica o uso do
conceito de impedéncia em vez da simples designagdo de resisténcia capacitiva.

Para definir a unidade de capacidade é conveniente escrever a relagio entre ddp aos

dQ

terminais do condensador e a carga eléctrica no mesmo. Como I = g tem-se —3
15
Q=CV

A unidade de capacidade, o farad (F), corresponde a existéncia da carga de um cou-
lomb entre os dois condutores constituintes do condensador quando entre eles existe uma
ddp de um volt.

1j=v-1 ¢ a unidade dos nimeros imagindrios.
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O grafico mostra como um condensador, com uma capacidade de 10 wF, reage a
uma ddp em rampa v(t) = 1000 t V que actua durante 10 ms.

V()
Viepois
vﬂ-ﬂtﬂs
t ‘
1)
10 mA
—|10ms |[«— t

Os valores de capacidade mais correntes sdo da ordem do wF, nF e pF.
O valor € escrito sobre o componente obedecendo a cédigos referidos nas TABELAS.

Associa¢iio de condensadores

Em SERIE o inverso do valor da capacidade total é dado pela soma dos inversos dos
valores das capacidades associadas

1 1 1 1
— = — 4+
c, C G,

Em PARALELO o valor da capacidade total é a soma dos valores das capacidades

associadas
C1 - z Cj

Na realidade, nesta situagdo temos que: Q,=C,V=Q, + Q, + .... + Q,, portanto
Q=C\V+C;V+...+C Ve C,=C+Cy+ ..+ C,.

Capacidades em paralelo somam-se tal como se somam resisténcias em série, esta
assimetria deve-se ao facto de, na impedancia capacitiva, o valor da capacidade (C) apa-
recer em denominador.

Como medir capacidades

= Com um capacimetro (certos multimetros possuem capacimetros incluidos).
w Medindo com um osciloscépio, num circuito

quase puramente capacitivo os valores maximos —_L

da corrente ¢ da ddp no condensador. Se R<|Zl ¢

a resisténcia «I€» a intensidade de corrente a par- @D

tir de Viggmax = R Ley. Donde R
C-= Vimax

VCmnwa .
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= Com o mesmo circuito, e usando o facto da impedéancia do condensador variar
com a frequéncia da ddp aplicada, é possivel ajustar o gerador por forma a que
as tensdes maximas observadas aos terminais de R e C sejam idénticas. Quando
Vrmax = Ve tem-se
R=1ZcleC=-L
Rw

m  Associando o condensador de capacidade desconhecida |
em série com um de capacidade conhecida, e aplicando a C,
l6gica da divisdo de tensdo aos valores maximos das ddp ® I

1Z,

v, zc,
max = T Tax C= 2 e
Vina = 7z Vems € € C“(v 1] ]

Tmax

Carga e descarga do condensador

Consideremos o circuito da figura em que o condensador apresenta aos seus terminais
uma tenséo inicial V,. Se fecharmos o circuito temos Vg(t)-V(t) = 0 (lei das malhas).
Com um pouco de célculo e tomando em atengdo a convengio de sinais no condensa-
dor estabelece-se que

Ve(t) = V,evRC e I(t) = [ ,e-vRC com I,=

Vit

8./ 3
R

A situagao descrita constitui a DESCARGA do condensador e estd representada no
grafico a direita do circuito. A carga armazenada no condensador, ou seja a ddp aos seus
terminais, diminui no tempo.

O produto RC tem dimensdes de tempo e designa-se por constante de tempo. Da
equacdo da descarga do condensador verifica-se que ao fim de um tempo RC a tenséo
caiu para 36.8% (1/e) do seu valor inicial. Ao fim de 10RC a ddp aos terminais do con-
densador vale apenas 0.0045% de V,,.

Exemplo da ordem de grandeza de RC em fung¢do dos valores de R e C. Se R~MQ
e C~pF tem-se RC~s, se R~kQ e C~pF vem RC da ordem do ms.

Na situagdo em que num dado instante se aplica uma ddp continua V, a um circui-
to RC como o do esquema seguinte, a lei das malhas permite escrever Vg(t) + Vo (t)=V,.
A resolugdo desta equagao diferencial permite obter as expressdes que regem a ddp aos
terminais do condensador e a corrente que circula na malha:

Ve() =V, (1-e¥R¢) e I(t)=I,evRe

Vit

RC=02
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Esta operagdo designa-se por CARGA do condensador e est4 representada no gri-
fico a direita do circuito. A ddp aos terminais do condensador aumenta com o tempo
até atingir a saturacio.

As expressdes anteriores para a carga do condensador podem ser facilmente dedu-

; ; dVe 2
zidas se atendermos a que no condensador se tem i = C 5 €que esta € a mesma cor-

Vo _VC

rente que atravessa a resisténcia, i = . Igualando e individualizando num termo as

dv dt ) i
ﬁ = Re U seja que ~In(V,-Vp) = i K

ou Ve=V,-K’e "R¢ como Ve =0 para t =0, K’=V, donde, V(t) = V,(1-eRC).

ddp e no outro o tempo, tem-se que

Num circuito alimentado com ddp alterna teremos uma sucessdo de cargas e des-
cargas do condensador. Conforme o valor de RC e da frequéncia da ddp, assim teremos
carga e descarga completa ou parcial.

Poténcia num circuito capacitivo

Se I(t) = I,sen wt a poténcia instantanea é dada por

p(t) = V(OI(t) = I,V,sen wt cos wt = % I.V,sen 2wt

p(v)

A poténcia média dissipada é nula como se pode inferir directamente do gréfico ou
a partir do célculo do valor médio. Num periodo T

) T T
156 [pdt V,LJsen 2wt dt
Prgsia = — = - =0 emque o=2w/T
Jat 2T

No semiciclo de carga a energia é armazenada entre as placas do condensador na
forma de campo eléctrico e retorna para a fonte de alimentaciio no semiciclo de des-
carga. Em média nenhuma energia é dissipada no circuito, mas sim trocada entre a fonte
e 0 campo eléctrico que se cria no condensador.



Aplicacoes de circuitos com elementos RC

3 . § : [ 5
Neste tipo de circuitos tem-se: V(1) =Vp()+V(t)=Ri(t)+ ?h(t')dt' e considera-se
que V¢ no instante inicial t=0 é nula.

Circuito diferenciador

Um circuito diferenciador gera um sinal de saida que € proporcional a derivada do si-
nal de entrada. O circuito mais simples que permite esta operagdo é um circuito RC
. P - oA dV.(t
série em que a ddp de saida é obtida aos terminais da resisténcia, V(t)=RC —ﬁd-‘t-(—) :
A expressdo para o sinal de saida neste tipo de circuitos deduz-se facilmente se
considerarmos que a constante de tempo RC é baixa quando comparada com o periodo
de variagdo do sinal, isto &, que R<|Z.|. Nestas condigbes IVp(t)I<IVc(t)l e portanto

V(t) = Ve(t), donde d;tfe - d;if = % i(t). Mas V, = Vg = Ri(1). Substituindo
. dVv.
i(t) vem V,=RC T

Vejamos, como exemplo, a resposta de um circuito diferenciador a um sinal de entrada qua-
drado.

Vel(t)
Vo r—
|G t
.VD -
(0 |
Yy |[2 | t

O circuito s6 actua quando a ddp de entrada varia no tempo. No exemplo da figura tem-se
um sinal quadrado para V.. No instante t, a ddp varia entre -V, e V, e A safda ter-se-4 um impulso
instantineo positivo seguido de uma ddp nula até ao instante t,, em que a ddp varia de V, a -V,
e portanto & saida ter-se-d um impulso instantineo negativo.

Circuito integrador

Um circuito integrador apresenta & saida um sinal que € proporcional ao integral do sinal
de entrada. A tensdo de saida no circuito RC série é neste caso obtida aos terminais do
condensador, e dada por

1

o [Vt

Vi) =
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A deducio da expressio anterior € simples se considerarmos agora, que a constante
de tempo RC tem um valor elevado quando comparado com o periodo de variagdo do
sinal de entrada. Se R =1Z¢l, IVR(t)l=IV(t)l e neste caso V.(t) = V() = Ri(t), obtendo-

1
s V()= Ve() = [ v.dt.
Vejamos como exemplo, a resposta de um circuito integrador a um sinal de entrada quadrado.
V(0
R
1 ’_ ‘

@
o<
2]
1——m< e —
=
[

AN
ATav

No instante t, o condensador comega a carregar-se negativamente e, se o valor RC for muito
superior ao periodo T do sinal, a carga evoluird linearmente até ao instante t, em que a polaridade
da tens@o de entrada se inverte. Entre t; e t; a ddp aos terminais de C aumenta linearmente, repe-
tindo-se sucessivamente este processo de carga positiva e negativa,

v,

=

Em geral a integracio e a diferenciacdo ndo sdo exactas para todos os valores de
frequéncia. A qualidade depende do bom dimensionamento da constante RC em fungéo
da frequéncia dos sinais analisados. No caso da onda quadrada, na prética a sua deri-
vada ndo dd um impulso instantdneo nem o seu integral uma onda triangular perfeita.

Filtros

Como a impedincia de um condensador varia com a frequéncia w (ZC :—(J:), a asso-
®

cia¢do de um condensador em série com uma resisténcia constitui um filtro em que
determinadas frequéncias sdo atenuadas. Conforme a ddp de saida do divisor de tensdo
RC € obtida na resisténcia ou no condensador, assim se tem respectivamente um filtro
passa-alto ou um filtro passa-baixo.

C

S

Passa - Alto Passa - Baixo
A expressdo das ddp de saida em funcdo das ddp de entrada vem dada por
Vi) = 2 V(1) Vi) = 2

—— V. (t
Ze+Zy Ze+ 72y ©



'CIRCUITOS ELECTRICOS BASICOS
ou usando os médulos, tem-se para as amplitudes de saida no caso do filtro passa-alto,

V,= . v,

1 2
‘jOJC +R‘ ]+(mRC)

’ij V. = 1 v,
—+R‘ V1 + (0 RCY? ,
joC
O comportamento destes circuitos pode ser analisado graficamente em termos do
quociente entre as amplitudes dos sinais de saida e de entrada. E conveniente o uso de
uma escala logaritmica para as frequéncias, o que permite estudar o funcionamento do
circuito para vdrias ordens de grandeza da frequéncia f.

e para o passa-baixo V.=

Vo / Ve 10 Vs ! Ve 104
0.8+ 0.8+
0.6 0.6
0.4 0.4 -
0.2 4 0.2+
0o 0.1 1 10 iR}

No gréifico da esquerda, quando a frequéncia tende para infinito a impedéancia do
condensador tende para zero, caindo todo o sinal na resisténcia. O circuito deixa passar
as altas frequéncias e filtra as baixas frequéncias. E um filtro PASSA-ALTO.

No gréifico da direita, quando a frequéncia tende para zero a impedéncia do conden-
sador tende para infinito e o sinal de saida aos terminais do condensador é igual ao de
entrada. Logo este circuito corta ou filtra as altas frequéncias sendo designado por fil-
tro PASSA-BAIXO.

O valor de referéncia que separa a banda de frequéncias que € cortada da banda que
ndo ¢ alterada pelo filtro, é deslgnddo por FREQUENCIA DE CORTE f.. A partir deste
valor o sinal de saida do circuito é considerado sem qualidade. Este valor é determi-
nado como a frequéncia para a qual a ddp de saida é 1/N2 do valor mdximo da ddp de
entrada, ou seja a frequéncia correspondente a uma atenuagido de —3dB2.

A razdo da escolha deste valor deve-se ao Fae
o 7 Passa-baixo ]59

facto de, para ambos os filtros, se ter para
aquela atenuaciio o mesmo valor da frequéncia

Passa-alto = Passa-baixo + 9’

de corte f,, dado por f, = T[RC— e uma dife- i \

renca de fase ¢ entre o sinal de entrada e de |

saida de 45°. 9 . :. . -
0.01 01 1 10 100

1 deciBel = 201log,iAy/A, em que A; e A, sdo as amplitudes dos sinais sob comparagio.
2010g ,V./V. = 2010g ,0.707 = —3dB



160

Indutor

Fisicamente um indutor é um enrolamento condutor em que a passagem da corrente eléc-
trica produz um campo magnético. Pela lei da indug¢do de Faraday tem-se que a varia-
¢ao do campo magnético gera uma tensdo induzida aos seus terminais. Por isso, a ddp
aos terminais do enrolamento € proporcional & derivada da corrente que o atravessa.
A tensdo v(t) € positiva quando a intensidade da corrente, com o sentido indicado no
esquema, aumenta no tempo.

¢

I L V(l) =L ﬂ
dt

Nesta relagdo linear a constante de proporcionalidade L é a indutincia do indutor.
Tal como nos condensadores, estes componentes sé tém interesse nos circuitos alimen-
tados por uma corrente varidvel.

I(t) = I,sen wt implica V(t) =V, sen(wt+7/2)

/\-"(t)
: : Vo ;
1 ] 1 i 0
' ! ! t i o vector de
! ' 90 corrente
! L vector de L
10) i 4

Vo=wLl =IZ,|1, e Z; =jwL é designada por IMPEDANCIA INDUTIVA.

Das equagdes e do grifico conclui-se que:
m A corrente estd desfasada da ddp (corrente atrasada de m/2);

= A relagdo entre [ e V depende da frequéncia do sinal e daf o uso da designagio
de impedancia em vez de resisténcia.

A unidade de indutincia é o henry cujo simbolo € H. Um henry corresponde a indu-
tincia de um indutor que apresenta aos seus terminais uma ddp de um volt quando per-
corrido por uma corrente que varia de um ampere num segundo. Os valores mais vul-
gares para a indutdncia sdo H ou mH.



Associacio de indutores

Em SERIE a indutincia final é a soma das parciais, L, =YL,

Em PARALELO a indutancia final é dada por LL = ZI[” .
f i

A associagiio de indutincias segue a mesma légica das resisténcias.

Como medir indutincias

A maneira mais simples consiste na medicio dos valores R
maximos da corrente i e da ddp V, com o osciloscépio, num
circuito em que a resisténcia € muito menor que a impedan- ICD L
cia indutiva R<%IZ, |. Nesta situagdo a resisténcia R «Ié» a
intensidade de corrente, porque:

Ve=Ri e L= NYimn
mVRmax

Teoricamente seria ainda possivel usar qualquer dos outros métodos discutidos para
o condensador. Na pratica alguns desses procedimentos tornam-se impossiveis dado que
nao existem indutores ideais, sendo necessério entrar em conta com os efeitos da resis-
téncia e capacidade dos enrolamentos.

Uma associagdo série RL comporta-se de uma forma andloga a um circuito série
RC, podendo ser usada como diferenciador, integrador ou filtro. No entanto, as proprie-
dades dos indutores reais introduzem grandes imperfei¢des na aplicacdo desses circui-
tos, sendo preferidas as associacdes RC.

Poténcia num circuito indutivo
Se I(t) = I,sen wt a poténcia instantinea é dada por

p(t) = VI(L) = LV, sen wt cos wt = % I,Vosen 2ot

p(H

161




162

A anilise do grifico permite concluir que a poténcia média dissipada pelo indutor
¢ nula. Este valor pode ser confirmado a partir do cdlculo:

= =
Jpdt VI, | sen 2wt dt

] e 0

Pmédiu = T o

[ dt AT

0

=0 em que w=21/T

Fisicamente a energia é transferida da fonte de corrente e armazenada na forma de
campo magnético no indutor, no semiciclo de aumento de corrente. Esta energia é resti-
tuida a fonte no semiciclo de diminui¢io da corrente. Em média nenhuma energia é reti-
rada da fonte mas sim trocada entre a fonte e 0 campo magnético que se cria no indutor.

Circuito ressonante RLC

Um circuito como o da figura, constituido por uma resisténcia, um indutor e um
condensador associados em série designa-se por CIRCUITO RLC SERIE. A relacdo
entre a corrente e a ddp em cada elemento estd representada no diagrama vectorial a

direita.

R L c
()

N/
Vg = V, sen wt

A impedancia total do circuito €
Zr=R+julL - uj—C e a ddp na capaci-

dade e no indutor estdo exactamente em
oposic¢io de fase (¢ = 180°). O facto dos
indutores introduzirem uma diferenca de
fase entre a corrente e a ddp que € simé-
trica da que é introduzida pelos conden-
sadores, permite construir circuitos
ressonantes. Na figura encontra-se repre-
sentada a variagdo de IZ1l em funcdo da
frequéncia, destinguindo-se os dominios
em que cada um dos componentes pre-
domina.

VL

Vi

1ZI

Ve

da
Resisténcia




Para simplificar o estudo do circuito imaginemos que a resisténcia é muito baixa,
podendo ser desprezada. Nesta situagdo temos um circuito LC série em que a impedancia

. Em mdédulo tem-se:

1
Zyl =1Z +Zcl = m

a impedéncia anula-se.

1
s |
A frequéncia fy = ———
a ‘" omALC

FREQUENCIA DE RESSONANCIA.

Se a impedancia se aproxima de zero a cor-
rente atinge um maximo e o circuito encontra-
se em regime ressonante. A figura mostra como
varia a corrente que atravessa um circuito LC
série em fun¢fo da frequéncia.

Comparemos agora o funcionamento dos circuitos LC série com os circuitos resso-
nantes LC paralelo. A figura abaixo representa-os a par para podermos melhor com-
preender como se comportam em funcdo da frequéncia do sinal de entrada. Usando as
representagdes complexas para as impedancias do indutor e do condensador, Z; = jwL
e Z¢ = —j/wC, tem-se para cada associac¢do

total? é Z1 = joL +

Para o=

designa-se por,

LC Série LC Paralelo
; 1 1 1 1 ]
;A (L——) A Dot )
e=l{ot-oc P L. 2o 1
— —wC
wL
o Y 1
Em qualquer dos casos a frequéncia de ressonéincia € igual a wy = ou
1 NLC
fo=——— . No circuito LC paralelo a corrente é nula para a frequéncia de ressonin-

2mLC

cia, enquanto que, para o LC série serd infinita.
No circuito LC série Z; — 0 quando w — w, e no circuito LC paralelo Z;¢c —
quando w — wy.

? Como a impedéncia €¢ um nimero complexo convém relembrar os elementos bdsicos da representa-
¢do complexa que se encontram na zona das TABELAS.
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Consideremos um circuito R—LC como —
o da figura, uma resisténcia em série com
um paralelo LC. O médulo da impedancia
total do circuito vale:

R

1
IZ+l =VR2+Z2, ¢ :\/ R4 f—0
wl

I

Se V, é a ddp de entrada, quando f—f,,
tem-se | Zy ¢ | o0 e V —V,. Se representar-
mos a razdo da ddp de saida pela de entrada 07071
Vic/V. em fun¢do da frequéncia f obtém-se
uma curva com um mdximo para a frequén-
cia de ressonancia f = f,,. Esta curva é conhe-
cida por curva de ressonincia do circuito

R-LC paralelo. fo f
No circuito RLC série, quando f—f, tem-se |Z,cl— 0. Se tracarmos uma curva de
% , esta razio serd nula para f = f,,

Da observagio dos graficos anteriores podemos concluir que os circuitos ressonantes
RLC podem ser usados como filtros passa-banda ou elimina-banda. Quando usados co-
mo tal € dtil definir-se o factor Q de qualidade do circuito. Sejam f, e f, as frequéncias
para as quais se tem V,c/V,= 1/A2. Designa-se por factor de qualidade Q a quantidade,

I fy
Q=aF = f,
em que Af = f,—f; € a largura da banda passante (ou banda rejeitada). O factor de qua-
lidade € uma medida da largura da curva. Quanto mais elevado é o valor de Q, mais
«apertada» € a curva, logo mais selectivo € o filtro. No filtro R-LC paralelo tem-se

Q = wRC, e para o filtro RLC série Q = o, —k-.

Transformadores

Os transformadores sdo aparelhos que permitem, pela aplicagdo do principio da
indugdo eléctrica, aumentar ou diminuir a amplitude de tensdes que variam no
tempo.

Um transformador vulgar é constituido por uma parte central de ferro macio em
forma de moldura designado por nicleo. Como mostra a figura, de um lado tem-se um
enrolamento de N, espiras ligadas a ddp de entrada, o primdrio do transformador, e do



outro lado N espiras, ligadas ao circuito utilizador, designadas por secundirio. Na
figura da direita apresenta-se o simbolo com que se representa um transformador num
circuito.

Enrolamento
secund4rio com
Ns espiras

= = 1 e

Ee Simbolo do transformador

AAR AR
|

Enrolamento ik

pg:lﬂé‘;f;if;;ﬂ Campo magnético

Niicleo de ferro

No transformador, a corrente alterna que circula no primario provoca uma alteragio
no campo magnético do niicleo, e este fluxo magnético ® varidvel vai induzir uma forga
electromotriz €, no secunddrio. A lei de Faraday permite estabelecer uma relagéo entre

as duas grandezas, g, = — Ns% . Desta equagiio e da andloga para o primdrio deduz-
-se a EQUACAO DE TRANSFORMACAO

€ e Mo

EIJ NF‘

A aplicagdo mais vulgar dos transformadores € na passagem de uma tensdo elevada
e corrente baixa a uma tensio baixa e corrente mais elevada, como nos centros de trans-
formagdo onde a tensdo produzida numa central térmica, nuclear ou hidroeléctrica passa
de kV para os 220 V da rede urbana. No laboratério e em casa passamos frequente-
mente da tensdo fornecida pela EDP (~220 V) para a necessdria ao funcionamento da
maioria dos instrumentos e aparelhos (£24, £15, £9, £5 V apds_ conveniente rectifica-
¢do). A vantagem da transformagao junto dos sitios de utilizagdo é reduzir as perdas por
calor no transporte da energia eléctrica, uma vez que a poténcia dissipada é fun¢io do
quadrado da corrente que passa nos fios (P = V. I, = R1.2).

Representacio complexa da ddp e da corrente alterna

Para estudar circuitos eléctricos com vdrios componentes reactivos, componentes
«sensiveis» a frequéncia do sinal, em que actuam sinais sinusoidais, é muito con-
veniente usar a representacdo exponencial dos nimeros complexos. Neste curso
de introdugdo a Fisica Experimental apenas abordaremos resumidamente os ele-
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mentos essenciais dessa representagdo. Para o que se segue é aconselhdvel consultar
as TABELAS onde se descrevem os nimeros complexos e algumas das suas proprie-
dades.

Lei de Ohm generalizada — Impedéncia

Toda a ddp sinusoidal do tipo V=V,cos ot pode escrever-se como a parte real de um
numero complexo, isto &, V= Re(V,-eiot). Aplicando esta representa¢do a um circuito
com uma capacidade C, a relagio entre corrente e ddp pode-se escrever como:

£

oY cq

V, elwt
& =)

1/jwC

(aqui usamos a escrita em itdlico para as grandezas complexas) a rela-

como Z= !
joC
¢do entre corrente e ddp em notagiio complexa assume a forma
V==Z2ZI

em que /, Ve Z sio quantidades complexas.

Esta equagéo é formalmente idéntica a lei de Ohm referida no inicio da leitura, don-
de esta relag@o ser considerada como a lei de Ohm generalizada.

Vejamos, por exemplo, como a partir desta lei se pode recuperar a relagio entre a
corrente e a ddp num indutor

I =Re (I,-ele) = Re[l, (cos wt + jsen wt)] = [,cos wt

V = Re (I,-eo'-jwL) = Re [I,, (jwLcos wt + joL-jsen wt)]
V=-I,wLsen wt =L —g%

Para os componentes lineares (condensadores, indutores e resisténcias) que foram
Jjé estudados, a impedancia complexa é a generalizacdo do conceito de resisténcia e vem
dada por
FER Dpmene Pl
joC

Usando a nogdo de impedncia, a associagdo de componentes em série ou em para-
lelo assume as mesmas caracterfsticas para todos os elementos.

Associagfio em SERIE Z,=Y Z,

Associagio em PARALELO -1 =3 1
7 o

No curso proposto basta considerar o valor maximo das ddp e correntes o que faz

intervir nos cdlculos apenas o médulo da impedancia total. Por exemplo, numa associa-
¢do RLC em série, tem-se

1Z el =1Zg+Ze+ Z, | = [Rz + (mL _ _l_)z]uz
C



QUADRO RESUMO

CORRENTE I=1,sen wt I1=1,sen wt I=I,sen wt
I, b T
DDP V=RI,sen wt V= sen(wl- —) V=I, oL sen{wt+—)
wC 2 2
FASE ENTRE 0 T +T
Vel ) 2
A R 1
L oG L
POTENCIA ViL 0 0
MEDIA 2
Diodo

O diodo é um elemento passivo em que nfo se verifica uma relacfo linear entre a
corrente I ¢ a ddp V aos seus terminais. Quando polarizado num certo sentido o
diodo conduz oferecendo pouca resisténcia a passagem da corrente eléctrica. Se o
polarizarmos no sentido oposto, a corrente que o atravessa ¢ varias ordens de gran-
deza inferior a corrente de condu¢do. Num circuito este elemento representa-se
por:

Anodo Citodo

A seta indica o sentido permitido para a passagem da corrente eléctrica, do dnodo
(polarizado positivamente) para o cdtodo (polarizado negativamente). Internamente, um
diodo é formado por uma juncgio de material semicondutor, sendo os de silicio (Si) os

mais vulgares. 167
Uma jungdo de silicio tipo n-p é uma
; o ® (] © 0 o
pequena pastilha de silicio formada de duas ©
partes. Numa implantou-se um elemento re- @ Tipop @ © © o
ceptor de electrdes (por exemplo boro) parte ® 0 4 Tipon o
p, na outra um dador de electrdes (por ® ® © e ©

exemplo fésforo) parte n.
A jungdo n-p e os contactos dhmicos, isto €, os seus terminais, constituem um diodo
de jungdo. Se aplicarmos uma ddp a junciio e ligarmos a parte p da jungdo ao negativo
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haverd um breve fluxo inicial de cargas e depois a corrente interrompe-se. Este regime
designa-se por polarizagdo inversa e estd representado no esquema da direita. Se apli-
carmos uma tensdo positiva a zona p as cargas negativas da zona n serdo atraidas e a
corrente fluird. Estd-se em regime de polarizago directa, como representado no esquema
da esquerda.

—p+— —P—

Tipo p Tipon Tipo p Tipon
e o |[© < o 000 ;[ ©oe
o @ o SRo) e o0
o 0 “© ©0® HE oeo
o @ <© +|-
o | o 00 :|- ©0
o o <0 *© y RN~ b e0e
1
T e
) &),
Polarizagio Directa " Polarizagdo Inversa

Para uma melhor compreensido do modo de funcionamente de uma jungido p-n deve
consultar a Leitura 8.

Caracteristica ddp — corrente

A caracteristica ddp-corrente de um diodo ideal seria: corrente nula para uma polariza-
¢do inversa e infinita para polarizagdo directa. Este modelo esté representado na figura
da esquerda. Nos diodos reais nem a corrente € nula para qualquer polarizacdo inversa
nem infinita quando polarizado directamente. A figura da direita ilustra o comporta-
mento real de um diodo de silicio.

1 I/'mA
40
304
20—
2%
Polarizagio 10— Po]anzal;ﬁo
Inversa Directa
+ T T T T
v 05 0 05 10 15Ve/V

A corrente I que percorre um diodo quando polarizado com a ddp V é dada teori-
camente por uma fungéo do tipo exponencial

v

Iy = [\\.(e_VT——I) emque Vp= %



K é a constante de Boltzmann (1.38x10-2* JK-'), T é a temperatura absoluta em kelvin
(0°C =273 K), q € a carga do electriio (1.6x10-" C) e I, designa a corrente de satura-
¢o (corrente maxima com polarizagdo inversa). Esta corrente depende da concentragio
buracos-electroes e da drea da jung¢do. Assim, I, serve como factor de escala para a
KT T
~ 11600
valente & temperatura T. A corrente de saturagdo I, ¢ também uma fungdo da tempe-
ratura.
O sentido de I, € da parte p para a n (dentro do semicondutor) e Vy, é positivo para
uma juncio polarizada directamente. Para T da ordem de 27°C, i.e. 300 K, tem-se

corrente da juncdo. O parametro V= V ¢é designado por tensio equi-

V=25 mV. Se IVI<Vy, a corrente I;,~ \I}—“ V ou simplesmente I,= % e pode dizer-
A

-se que o diodo se comporta como uma resisténcia. Mas isto s6 é vilido para tensdes

v

muito baixas! Quando V = Vy, a corrente é dada por I, ~ I,e"" .

Com a jungdo polarizada inversamente e |V| muito superior a Vy, temos que
[~ -IL;. O sinal menos significa que esta corrente flue em sentido oposto, isto €, da parte
n para a p. Como as correntes directa e inversa diferem em vérias ordens de grandeza,
€ habitual considerar escalas diferentes nos semi-eixos quando se representa grafica-
mente a curva V(I).

Em regime de polarizagio inversa, se a ddp aplicada atinge certos valores ¢ a jun-
¢do puder dissipar uma dada poténcia provoca-se a disrupgao nao destrutiva da jungao,
e diz-se que se estd em regime de Zener. Esta situacio serd detalhada mais adiante.

Quando o diodo se encontra em condugdo, a taxa de variagdo da corrente com a ten-

sqo aplicada % = VL , permite definir RESISTENCIA DINAMICA, dada por
u
g % .Com V1= 25 mV e para correntes a variar entre 1 e 25 mA, a resisténcia dina-

mica ry varia entre 25 ¢ 1 Q. Este conceito permite definir para o diodo real em con-
dugdio um modelo mais realista, como se mostra na figura.

&

Tem-se assim a associagio de um diodo ideal em série com a resisténcia dinimica
ry € com uma fonte de tenséo, a tensdo de polarizagdo do diodo Vy, (ou Vy). Na pritica,
para se determinar a resisténcia dindmica e a tensdo de polarizacio nas condicdes de
funcionamento desejadas, recorre-se a curva caracteristica ddp-corrente aos terminais
do diodo. A resisténcia dindmica ¢ dada pelo declive da tangente a curva no ponto de
funcionamento enquanto que a tensdo de polarizacfo é o valor da ddp no ponto de inter-
sec¢do da tangente com o eixo de V. Vj, tem o significado de uma ddp que é necessa-
rio vencer para que o diodo entre em condugao.

A relagéo entre a ddp e a corrente no diodo envolve como vimos as grandezas Vy
e Is que dependem da temperatura. Este facto reflecte-se ou na corrente que atravessa
o diodo ou fia ddp na Jjuncdo. No caso da jungio de Si em condugdo, para uma corrente
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constante, a tensdo V aos terminais do diodo diminui aproximadamente de 2.1 mV quando

a temperatura aumenta de 1°C. O coeficiente de temperatura vale entdo %z -2.1mV/°C.

A ddp de polarizacdo Vp, para o Si a
temperatura normal é ~0.7 V. A figura
representa curvas caracteristicas para
jungdes de silicio e de arsenieto de gdlio
com indicagio dos modelos dindmicos
adequados para uma corrente de condu-
cdo de 20 mA.

Sdo também vulgares os diodos de
Germénio (simbolo Ge, V5~0.3 V).

I/mA
40

30+

20

10

Aplicacoes dos diodos

Rectificacio de meia-onda

Um circuito simples de um diodo em série com uma resisténcia de carga, como o da
figura, quando alimentado com tensdo alterna, apresenta na resisténcia uma ddp apenas
com os ciclos positivos. Como o diodo s6 conduz em estado de polarizagiio directa, nos
ciclos negativos nio hd passagem de corrente. Devido ao diodo apenas conduzir a par-
tir de um dado valor da tensdo de polarizagdo Vj, a tensdo de saida vem atenuada desse

valor.

—Vy—

Ve 4

~07V}

AR

Vp

~0.7 V=---

VRVAVAVA

VVVV

Para V.= V,sen wt tem-se, V.= (V,-Vp)senwt se 0< t <2n+1)T/2 e V,=0 se

Cn+1)T2<t<nT,comn=0,1,2,..

Esta ac¢io do diodo no circuito é designada por RECTIFICACAO DE MEIA-

-ONDA.



Rectifica¢iio com alisamento

Quando ao circuito anterior acoplarmos um condensador em paralelo com a resisténcia,
obtemos apds a rectificagdo um sinal alisado. Como se mostra na figura, este tipo de
circuito permite passar de uma ddp varidvel a uma ddp quase constante.

Ve

>

[ AWAWA
o1 Tl VAVAVAVA

Vg S |

t

O condensador armazena carga nos ciclos positivos ascendentes e descarrega-se
através da resisténcia nos ciclos descendente e negativo. A rapidez com que o condensa-
dor se descarrega é dada pelo valor da constante de tempo RC do circuito. A descarga
do condensador provoca a saida uma queda de tensdo designada por ondulagdo residual
ou ripple V..

Esta pode ser calculada aproximadamente a partir da expressdo da descarga do con-

densador V,(t) = V, e VRC, Se RC>t V(1) =V, (1— ) Aproximando o tempo de

b
RC
descarga pelo periodo vem entdo V.=V, - V(T) =V, % y

Rectificaciio de onda completa

A situagdo ideal na rectificacdo de tensdes alternas consiste em aproveitar ambos os
ciclos da ddp, o que se consegue com vdrios dicdos convenientemente associados.
O esquema mostra como atingir este objectivo usando um conjunto de quatro diodos.
Os sentidos indicados para a circulaciio da corrente assinalam o modo como esta associa-
cdo permite a passagem dos ciclos positivos e negativos da ddp.

Ve

17
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Uma fonte de tensdo continua ligada a alimentagédo da rede (220 V, 50 Hz), como
as que sao usadas para alimentar qualquer radio portdtil, pode ser facilmente constru-
ida com um transformador acoplado a uma ponte de quatro diodos e a um condensador.
Neste caso, a tensiio de ondulag@o residual é calculada para um tempo de descarga igual

; T T
aT/2 e porisso V.=V, =V, (7 ) =V, SRC
mensionada de acordo com a frequéncia do sinal a rectificar. A saida do transformador
deve ter-se uma ddp cerca de 1.5 V superior a tensio de funcionamento do aparelho,
por forma a compensar as quedas de tensdo no par de diodos (se forem dg Si) que condu-

zem em cada ciclo.

. A constante de tempo RC deve ser di-

Tipos de diodo

Diodos de sinal

Nos diodos ditos de baixa poténcia ou de sinal, a poténcia dissipada é uma limita¢do a
corrente maxima admissivel. Para ndo «queimar» o diodo deve usar-se no circuito uma
resisténcia limitadora de corrente. Por exemplo uma resisténcia de 1 kQ limita a cor-
rente no diodo a cerca de 10 mA quando este for curto-circuitado com uma tensio de
10 V. As pequenas dimensoes desejdveis para estes componentes constituem também
uma limitagdo a dissipacdo de calor. As jungdes de Si suportam como temperatura
mdxima valores da ordem de 175°C.

Diodos Zener

O regime Zener num diodo ocorre quando se produz a disrupgiio da jungdo p-n para
uma tensdo de polarizagdo inversa elevada. Os diodos que tém capacidade de dissipa-
¢@o para funcionarem em regime de disrup¢do s@o designados por diodos Zener. O seu
simbolo e a curva caracteristica corrente-tensao estdo representados na figura.

I/mA
40 -

304
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A ddp para a qual a resisténcia do diodo cai bruscamente designa-se por tensio de Ze-
ner V. Os diodos de silicio podem funcionar com tensdes Zener que vio de vérios volt a



varias centenas de volt, com poténcias da ordem de 50 W. Estes componentes sdo usados
como estabilizadores de tensdo e nas aplicagdes em que se necessita de uma ddp de refe-
réncia muito estavel, em geral associados com transistores ou amplificadores operacionais.

Diodos emissores de luz — LED

Os LED (Light Emitting Diode) sao diodos que brilham quando conduzem corrente, tipi-
camente da ordem de 5 mA a 20 mA. As cores mais vulgares sdo o vermelho, o laranja
e o verde *. As tensdes de polariza¢fio situam-se entre 1.2 ¢ 2.5 V.

O simbolo do LED é /
2

—Pt

Usam-se como lampadas indicadoras e em niimeros ou letras luminosas.

Mas como € que uma jungdo emite luz? Quando um electrdo salta da banda de con-
dugdo para a de valéncia (ver Leitura 8) liberta uma energia E,, e dois destinos sao possi-
veis para essa energia. A situacfo mais frequente € ser transformada em energia térmica,
introduzindo vibragio na rede do silicio. Em certas condi¢des, ela pode aparecer na forma
de energia electromagnética. Para isso € necessédrio que o salto em energia E, seja suficiente
para produzir um fotdo, isto é, que E,2E, em que E,=hc/\ é energia de um fotdo de com-
primento de onda A, h € a constante de Planck e ¢ a velocidade da luz. Os materiais mais
usados neste tipo de diodos sdo do tipo arsenieto de galio dopado com fésforo.

Diodos de capacidade variavel

Existe uma categoria de diodos cujo valor da capacidade interna na junc¢do p-n
varia com o valor da ddp aplicada ao diodo de acordo com a seguinte equagdo:
C .
C(V)=——"—em que ¢ e Y sdo parimetros caracteristicos do diodo. Estes diodos
W)= g AR E0.R

sdo designados por Varicap e sdo representados por

i

Sdo geralmente usados em circuitos de sintonia ou modula¢io em frequéncia (ver
Leitura 7). Devido & variac¢do ndo linear das suas caracteristicas, estes diodos podem ser
utilizados na demonstracdo experimental de sistemas cadticos.

Transistor

O transistor foi o componente que revolucionou toda a Electrénica, vindo substituir as
valvulas na maior parte das aplicacbes. O primeiro transistor nasceu dois dias antes do
Natal de 1947 nos laboratérios AT&T Bell das méos de W. Shockley, W. H. Brattain e
J. Bardeen quando, a partir de um pedago de semicondutor de germénio, conseguiram
amplificar um sinal em tensdo. As grandes vantagens deste componente em relagdo as

4 Os diodos emissores na zona do azul sdo menos frequentes pois os materiais que emitem na zona do
azul (A ~450 nm) como o carbite de silicio sio de fraco rendimento luminoso e outros como o nitrito de
gdlio e indio sfo muito caros.
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suas antepassadas, as valvulas, sdo: dispensarem o vazio, o aquecimento de filamentos
e altas ddp; oferecem a mesma capacidade de controlo numa dimensdo e com consumo
vérias ordens de grandeza inferior e tém uma resposta muito mais rapida.

O transistor é o exemplo mais importante de um componente activo. E um disposi-
tivo que amplifica sinais, produzindo uma saida com poténcia superior a da entrada.
A poténcia adicional é fornecida pela fonte externa usada na polarizagdo do transistor.

Hoje em dia existem muitos tipos de transistores, mas os mais vulgares sao as jun-
¢bes bipolares de material semicondutor. Consoante o tipo de jungdes sio referidos por
PNP ou NPN. Estes tltimos sdo mais vulgares. C

O transistor bipolar ¢ um componente com trés
terminais designados por colector C, base B e emis-
sor E. O simbolo usual para transistores do tipo B
NPN estd representado a direita, conjuntamente com
um esbogo do aspecto fisico deste componente.

Para o transistor funcionar é necessario que E CBE
uma das jungdes esteja polarizada directamente, a base-emissor, € a outra (base-colec-
tor) polarizada inversamente. Nestas condi¢des estabelecem-se correntes como indicado

no esquema.
Jungdo polarizada
directamente

As ddp entre os diversos terminais e as correntes que fluem estdo indicadas de acor-
do com a notagdo usual dos circuitos eléctricos. A relagdo entre corrente e ddp ndo ¢
uma tinica como nos componentes lineares ou no diodo. O comportamento eléctrico do
transistor deve ser descrito pelas relagdes entre seis varidveis (trés correntes e trés ddp).

As leis de Kirchhoff dizem que Ig+Ic+1g=0¢

Ve — Veg + Vs = 0 donde apenas quatro das variéveis ante- /-'t b
riores serem independentes. Um modelo pormenorizado do Ve 11(:
transistor baseia-se na relag@o entre essas quatro varidveis.

No entanto em muitas situagdes préticas pode-se recor- _/ Iy R
rer a um modelo simplificado do transistor baseado nos +4< Yeg
seguintes factos: '\

s quando em condugdo, a ddp base-emissor Vi tem VBE IIE

um valor de cerca 0.7 V para jungdes de Si. Esta i



caracteristica ndo € de estranhar ji que a juncio base-emissor é em tudo andloga
i de um diodo;

m a corrente de colector 1 € aproximadamente igual a corrente de emissor Ig.
De facto tem-se Iz<I e por isso Ic = —Ig (para muitos transistores tem-se

i &3,
100

Definimos assim o seguinte modelo simplificado: um transistor na zona activa tem
Ve =0.7 Ve [ =—I. Esta relacdo ¢é suficientemente aproximada para efeitos de calculos,
ndo pretendendo exprimir que Iy =0. De facto I é proporcional a Iz com .= Iz e B = 100.

Para que um transistor funcione, as jun¢des devem estar convenientemente polari-
zadas, garantindo-se que V>V,

Na figura junta indica-se o exemplo de +12V
um circuito de polarizagdo. Segundo o mo-
delo simplificado do transistor, na auséncia
de tensdo de entrada, tem-se Vyg=0 V, o
Ve=+12 V, Vg=-07V e lc=1g=1.1 mA.

Tem-se ainda que quando a ddp na base 100K/ sk §
varia de AVp, a tensdo no emissor varia de

AVg = AVg. O ganho entre a base e 0 emis-

sor € um. Este tipo de configuragio designa- -12v
-se por seguidor de emissor.

Uma configuracio mais interessante, que
evidencia a capacidade de amplificagdo do
transistor, ¢ apresentada na figura seguinte. 1001([] 3K3
Na entrada do circuito ¢ aplicada uma tensdo 0.1 uF
sinusoidal. O condensador garante que ape-
nas a parte varidvel do sinal é comunicada I v,
base, ndo se alterando condic¢des de funcio-
namento do transistor. As tensdes de polari- CVD g e
zagio que se obtém a partir do modelo simpli- Ve = Yosenc
ficado sfo, Vg=2.2 V, V;=1.5V. Vem entio
[e=lg=15mA e V=70 V.

Agora, uma variacdo na tensio da base de AVy provoca uma variagio na corrente
de colector dada por Al = AVy/Rg que por sua vez faz alterar a tensdo no colector de
AVe=—AlcRe. O ganho em tensdo Ay definido pela razdo entre o sinal de saida AV,
que se observa no colector e o sinal de entrada AVy que se aplica na base vem entio
dado por

+12V

w

AVe Re

A=Y, TR,

No exemplo dado este ganho vale —3.3. E esta a propriedade revoluciondria do
transistor! Amplificar sinais de tensdo. Em termos de poténcia o ganho é ainda maior,
cerca de 330, pois I¢ = 10015. O sinal — no ganho significa apenas que o sinal de saida
estd invertido em relagdo ao de entrada.
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Nesta leitura o transistor € descrito de um modo muito sucinto. O objectivo niio € o de
realizar o estudo deste componente, o qual tem o seu lugar nas disciplinas de electronica.
A razdo desta abordagem resumida reside no facto de, em fisica experimental, os transdu-
tores eléctricos serem imprescindiveis e muitos deles serem construidos com base em cir-
cuitos integrados (CI). Os Cl sdo «pastilhas» de material semicondutor ou chips onde matri-
zes com centenas de transistores, diodos, resisténcias e capacidade sdo desenhados. Eles
permitem executar um grande niimero de operacdes num espaco reduzido da ordem do cen-
timetro quadrado, a maior parte do qual é reservado s ligaces de entrada e saida.

f

Amplificador operacional

O amplificador operacional (abreviadamente amp op) é basicamente um dispositivo am-
plificador de ganho elevado, que pode ser associado directamente a outros andares, e
cuja resposta global € controlada por uma malha de realimentag@o. Este tipo de amplifi-
cador € usado num vasto conjunto de func¢des, que transcendem a simples amplificacio
de sinais. Nos nossos dias € vulgar o uso de amplificadores operacionais integrados.

Um amp op € representado por um tridngulo em que geralmente se assinalam expli-
citamente apenas as duas entradas e a saida. As entradas vém marcadas com — (entrada
inversora) e com + (entrada ndo inversora). Como veremos esta designacio estd ligada
a inversdo (ou ndo) da fase do sinal & saida. Um amp op é um amplificador diferencial,
ou seja, o sinal & saida € funcdo da diferenca de potencial entre a entrada inversora e a
ndo-inversora. Seja V. _ a diferenca de potencial entre as entradas + e — (V. —V_), entéio
o ganho diferencial do amplificador bésico é definido por

Vﬁaf da

A=
V..

Nas figuras seguintes representa-se, além do simbolo usado no desenho de circui-
tos eléctricos, o aspecto fisico de um amp op indicando-se o significado de todos os
seus oito contactos eléctricos

——
v Ajuste de zero 1|: O :18 ndo ligado
v, Yo Entrada inversora v_ 2|: KA 741 nl v +12V)
. 3 _| (ou equivalente) 6 .
Entrada ndo inversora v, ~[] ]- Saida v,
vz 4 P Ajuste de zero

Em geral os amp op integrados sdo desenhados para serem alimentados por fontes
de alimentagio simétricas, sendo um valor tipico £12 V. Este valor € contudo indicati-
vo, podendo variar com o tipo de aplicagio pretendida. Existem também amp op dese-
nhados para funcionarem com fontes de alimentacio simples (por exemplo pilhas).

As caracteristicas de um AMP OP IDEAL séo:
® ganho diferencial em tensdo infinito (em malha aberta, i.e., sem realimentag@o);

m impedincia de entrada infinita;



= impedéncia de saida nula;

= banda de passagem de frequéncias infinita;

L v-;:l[nln = 0 se Vd- = V— .

Os amplificadores operacionais integrados oferecem um conjunto de caracteristi-
cas que os aproximam do comportamento de um amp op ideal. Para além disso o seu
custo € baixo e sio bastante robustos.

Algumas das caracteristicas dos amp op reais so:

= ganho diferencial em tensdo da ordem de 109 para corrente continua (e em ma-

lha aberta);
= impedancia de entrada elevada (>1 M£2); G
= impedincia de saida baixa (=100 Q); 106
= intensidade de corrente limitada a um 10°
valor maximo (25 mA é um valor ti- 10t
pico); 10°
10%

= ganho que diminui com a frequéncia,
podendo atingir um valor unitdrio para 10
frequéncias da ordem de 1 MHz. Esta
tltima caracteristica encontra-se ilus-
trada na figura.

1
o1 1 10 102 10° 10* 10° 10ff

Circuito comparador

Vejamos agora o que sucede quando se usa o amp op num circuito simples, como o
exemplificado na figura.

Neste caso a entrada ndo inversora estd ligada a
massa e a entrada inversora a uma fonte de tensio
que a coloca a um determinado potencial em relagao
a massa. Se a diferenga de potencial entre as entra-
das + e — for por exemplo, V,_=1V obtemos &
saida V,=-10¢ V!!! Impossivel... Que se passa
entdo?

Para comegar a ddp a saida do amplificador ndo pode ser mais elevada que a ten-
sdo de alimenta¢do (por exemplo +12 V). Portanto, para [V, _| superior a um determi-
nado valor, a tensio de safda satura e torna-se independente da entrada. No nosso exem-
plo, admitindo que a ddp de saida pode atingir a tensdo de alimentagdo, a tensdo de
V., ‘_ 12

entrada para a qual se atinge a saturagio é
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Basta a aplicacido de uma pequena ddp a entrada para provocar um grande sinal &
saida! Este circuito designa-se por comparador.

A ddp a saida tem apenas dois valores, um Ve
alto e outro baixo, conforme V,_ >0 ou V, . <0 /\ /\ /\
(ver grafico). Idealmente tem-se para um com-

VAVAVAVS
Vs=+V, quando V,>V

Vg=-V, quando V,<V Vi !

+V{,l— — rm— rmm—

No exemplo anterior a passagem entre o
valor alto e baixo dd-se quando a tensdo na
entrada inversora passa de negativa a positiva, v,
porque o valor de comparacgio € zero: a entrada
ndo inversora estd colocada A massa. E evidente que se pietendemos fazer a comparagio
com um outro valor de tensio basta colocar a entrada que faz de referéncia (no exem-
plo anterior a ndo inversora) a essa tensdo. Na figura seguinte encontra-se um circuito
em que se faz a comparacio do valor escolhido de tensdo com o sinal sinusoidal de uma
fonte de tensdo. Neste caso, como a tensdo varidvel a comparar se encontra aplicada na
entrada ndo inversora, ndo hd inversio na fase do sinal a saida.

+V

Ve
+
% =N, |68 o
V. ' [ | i
® ’ T G
¥ Tt % i %

V; = Vasenot I1ERIERIE
Vol b L L

Vejamos agora como se pode usar um amp op para construir um amplificador de
ganho estabilizado. Para tal é necessdrio recorrermos a realimentacéo.

Realimentacio

A realimentagdo (retroac¢io ou feedback) é o processo pelo qual se aplica uma fracgio
do sinal de saida de volta na entrada para controlar a resposta do circuito. O principio,
em si é aplicdvel a diferentes tipos de mecanismos ndo sendo exclusivo dos circuitos
eléctricos. Por exemplo, ja o regulador de esferas da maquina a vapor de James Watt se
baseava no principio da realimentagéo.

A realimentagdo pode ser positiva ou negativa. Aqui apenas vamos tratar casos
em que a realimentacio é negativa. Nesse caso o sinal de amostragem dado pela



malha de realimentagdo tende a diminuir o sinal de entrada e por isso aplica-se
sempre na entrada inversora do amp op.

Através da realimentagio o ganho do amplificador operacional é propositadamente
reduzido. Com este método tenta-se establizar o ganho do amplificador, tornando-o
(dentro de certos limites) independente da frequéncia e amplitude do sinal de entrada.
O valor do ganho fica também deste modo bem determinado a partir dos elementos pas-
sivos colocados na malha de realimentagio. Em muitas aplicagdes torna-se possivel
substituir um dado amp op por outro «do mesmo tipo», sem que as caracteristicas do
circuito venham afectadas. ‘

Como se viu no exemplo do comparador, devido ao elevado ganho em malha aberta
do amp op, basta um pequeno valor de V,_ para produzir a saturagdo do sinal a saida.
Por isso, se 0 amp op configurado como amplificador ndo esta saturado, isto significa
que a ddp entre as duas entradas deve ser quase nula, V,_ =V, —V_= 0. Esta regra é
essencial para a compreensdo do funcionamento dos circuitos que se seguem.

Amplificador inversor

Com o amp op montado como se mostra na fi- =

gura, a malha de realimentacio é apenas consti- R,
tuida pela resisténcia R ,.

O ganho pode ser facilmente determinado
tendo em atengdo as caracteristicas do amp op
ideal j4 referidas e as ddp e correntes represen-
tadas no esquema seguinte.

a—]

Assim temos que o potencial na entrada in-
versora V_ deve ser nulo jd que V,=0¢e
V.. =V, =V_=( (regra do amp op ideal ndo sa-
turado). O valor da intensidade de corrente i_ que
entra no amplificador deverd ser aproximada-
mente zero pois a impedéncia interna R; é muito
elevada e o potencial V_ é praticamente nulo.

Pela lei dos nés, se i =0 entdo i;=1i,. A ddp a entrada V., e de saida V, sio res-
pectivamente iguais a

K,

Ve=1i R, Vi=-i; Ry=-i; Ry =-V,. R

A tensido de saida encontra-se em oposi¢do de fase relativamente & tensdo de entrada
e dai este amplificador ser designado por inversor. Esta caracteristica resulta do facto
do sinal de entrada ser aplicado na entrada inversora. O ganho do amplificador com rea-
limentag¢do vem dado por
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Amplificador nio inversor

Vejamos agora como determinar o ganho de um
amp op montado na configuragdo da figura, em que
agora o sinal de entrada € aplicado na entrada néo in-
versora do amp op. Tal como j4 foi dito, continuamos R
a considerar que V,_=V,-V_=0,equei.-=0 (o que Rz

faz com que i, = i,) como representado no segundo es-
quema. A ddp de entrada ¢ dada por

(<)
&)

=
oS —

V.=V,_+1, Ry =1, R, v
enquanto que a ddp de saida V.. R
V.=i,R;+i2 Ry =i, (R, +Ry) Y -—V - _ \T;
e ‘
O ganho vem assim igual a , R
I &
A= -é» e gl

A saida tem 0 mesmo sinal da entrada e o amplificador é designado por nio
inversor.

Dimensionamento das resisténcias da malha de realimentacéio

Em principio para se obter um determinado ganho basta usar resisténcias cujo valor sa-
tisfaga as relagdes obtidas. Contudo na prética valores muito elevados (>1 M£2) ou muito
baixos (<100 ) ndo sdo aconselhados. A implementagéio de circuitos com resisténcias
de valores muito elevados, leva a que as intensidades de corrente que circulam nas
malhas de realimentacio sejam da ordem de grandeza das intensidades de corrente que
entram no amp op, pelo que as aproximagdes feitas deixam de ser vilidas. Por outro
lado o uso de resisténcias muito pequenas leva a que as intensidades de corrente sejam
elevadas, o que também é inconveniente pois os amp op’s tém limita¢Oes na corrente
miéxima que podem fornecer a saida.

Circuito soma

O circuito da figura constitui um somador de sinais.

iy Ry R i
A BT
ig Ry




Ele € basicamente um amplificador inversor com miiltiplas entradas pelo que, como
foi visto acima, o ponto X comporta-se como uma massa virtual, isto é, encontra-se ao
potencial zero. Assim o sinal em cada um dos pontos de entrada A, B, etc. nio é afec-
tado pela presenca dos restantes. A intensidade de corrente que circula na resisténcia R;

3 o E ) V, . vV
¢ dada por i;=i;+1i,+ ... Atendendo a que i;= R— el= R—' tem-se
f 1
R R
N, =V, =L + Vo= +..
I R, 2 R, ;
No caso de todas as resisténcias terem igual valor R, =R, =R, =... 0 valor de V, é

simplesmente igual ao simétrico da soma das tensoes de entrada V, + Vi + ...

Circuito seguidor de tensao

O circuito seguidor de tensdo tem ganho igual a 1, sendo o sinal de saida igual ao da
entrada.
A sua utilidade estd no facto de apresentar uma impe-

dancia de entrada muito elevada e uma impedancia de saida v _.\4
. oL . e

baixa. Como vemos na figura a entrada ndo inversora encon-

tra-se ligada directamente a saida, logo V, = V.. l .L

Um exemplo de aplicagio deste circuito encontra-se na figura a seguir.
+
Um voltimetro analdgico encontra-se ligado i saida do

amp op. Desta forma consegue-se melhorar consideravel-
mente a resisténcia interna do voltimetro.

=

Um grande nimero de outras aplicagdes do amp op podem ser construidas a partir
das configuragdes basicas estudadas. Consoante o tipo de componentes que sdo co-
locados & entrada do circuito e na malha de realimentag@o do amplificador nao inver-
sor, assim podemos construir circuitos que realizem operagdes matemadticas como deri-
vacdo, integracio, exponenciagio, logaritmagéo e inversio.
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LEITURA 5

O que é Temperatura

EMPERATURA ¢ a grandeza que nos diz quio quente ou frio estd um corpo.
Depende ndo s6 da energia interna do corpo, como da sua massa e das suas carac-
terfsticas.

Os objectos, sistemas fisicos, com que lidamos habitualmente e que sdo sujeitos a
nossa observacio e experimentagio, sdo constituidos por um imenso aglomerado de ato-
mos e moléculas, cujo niimero € da ordem do Nimero de Avogadro (6.02x10% parti-
culas por mole). Atendendo a que estes atomos e moléculas se encontram ligados entre
si e em constante movimento, € extraordindrio como necessitamos apenas de um reduzi-
do nimero de parimetros para descrever completamente o estado macroscépio de um
sistema. Por exemplo, um péndulo simples em oscilagio fica completamente caracteri-
zado pela sua massa, volume, velocidade, posi¢do, temperatura, susceptibilidade mag-
nética e alguns outros parimetros adicionais. A descri¢do microscépica deste mesmo
sistema envolveria o conhecimento da evolucdo ao longo do tempo de cerca de 10%* va-
ridveis, o que € impossivel, mesmo para os meios de célculo hoje postos a nossa dis-
posigio.

Uma das principais razdes para a simplicidade da descri¢io do mundo macrosco-
pico reside no facto de o tempo necessdrio para se realizar uma medi¢@o simples ser
muito superior aos periodos caracteristicos dos movimentos atémicos, da ordem de
10-13s. Se pretendermos conhecer por exemplo a posicdo do péndulo com uma preci-
sdo de ﬁ}!()_(-) s, podemos usar uma mdaquina fotogréifica para esse efeito. Simples-
mente, durante o tempo de exposicdo do filme as particulas constituintes do péndulo
executam mais de 10" ciclos de um movimento de interaccio complexo. A conclusdo
a tirar € que a imagem revelada é de facto a média de um grande niimero de movimentos
microscopicos. E deste processo de média estatistica que resulta a simplicidade da des-
cricdo dos sistemas macroscopicos.

A Mecénica e o Electromagnetismo constituem dominios da Fisica que estudam con-
juntos particulares de varidveis sobreviventes deste processo de simplificacdo como se-
jam o volume, pressdo, mddulos eldsticos, permeabilidade eléctrica, momento dipolar
eléctrico, etc. A estas varidveis encontram-se associadas diferentes formas de energia,
como sejam a energia potencial gravitica, energia cinética, energia potencial electrosti-
tica, etc. No entanto, os modos internos de movimento apesar de se anularem quase todos
durante o processo de média, tém a eles associados uma energia que pode ser quantifi-
cavel e cuja soma tem de facto um efeito macroscépico, € a ENERGIA INTERNA do
sistema.

A energia interna resulta da contribui¢@o das energias cinética de translagdo, rota-
cdo e vibracdo dos dtomos e moléculas que constituem o sistema fisico, e ainda da
energia potencial associada a interac¢do mutua das particulas organizadas na estru-
tura constituinte da matéria. A temperatura € a grandeza macroscdpica mais simples
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que € usada para medir a energia interna. Ela encontra-se directamente associada
as nossas sensacoes de frio e quente, embora a sensagdo fisica de quente/frio pro-
vocada por um corpodependa ainda de outros factores como sejam a sua capacidade
calorifica e conductibilidade térmica. Microscopicamente, a temperatura mede
apenas a energia cinética média do movimento de translacio do centro de massa dos
dtomos e moléculas do sistema fisico. Podemos ter assim sistemas 4 mesma tem-
peratura mas com valores muito diferentes de energia interna. O exemplo mais sim-
ples € o caso da dgua nas fases liquida e gasosa, a mesma temperatura de 100°C.
Na fase liquida a energia potencial de interac¢do molecular é muito importante,
enquanto que na fase gasosa as interac¢des sao muito menos intensas e quase des-
prezdveis.

Calor e trabalho sdo duas formas genéricas de fornecer ou extrair energia a um siste-
ma. Por isso, calor e trabalho ndo sido formas de energia mas apenas energia em tréin-
sito, e as suas unidades sdo as da energia, joule (J) no sistema SI. A classifica¢io do ti-
po de troca de energia depende da natureza da causa que provoca a transferéncia. Se a
transferéncia ¢ realizada de forma ordenada, como pela aplicagdo de uma for¢a ou um
campo, tendo como resultado uma varia¢cdo macroscépica mensurivel: varia¢io de vo-
lume, deslocamento de uma for¢a, variacido da polarizagio ou varia¢iio do nimero de
moles, entdo essa transferéncia realizou-se sob a forma de trabalho, respectivamente:
trabalho mecanico dW = PdV ou dW = Fdl, trabalho eléctrico dW = EdP, trabalho qui-
mico dW = pdN, elc.

Quando um sistema a uma dada temperatura é posto em contacto com outro a uma
temperatura diferente, o contraste existente entre as energias médias de translacdo das
particulas constituintes tem tendéncia a anular-se progressivamente através de choques
sucessivos, perdendo as moléculas rapidas energia para as moléculas lentas. Como resul-
tado, deu-se uma transferéncia de energia entre os sistemas da qual resulta uma varia-
¢io da energia interna afectando apenas os modos internos de movimento, sem ter mais
nenhuma consequéncia macroscopica além da varia¢io de temperatura. E esta forma de-
sordenada de transferéncia de energia, exclusivamente determinada pela temperatura,
que se designa por calor.

Quando uma bola é deixada cair e bate no chdo, ela ressalta sem atingir no entanto
a mesma altura inicial. Durante o choque dé-se a deformacio quer da bola quer do chio,
com variagdo da forma e dimensdes macroscdpicas, sendo realizado trabalho. No entanto
parte da energia cinética da bola é convertida em energia interna, aumentando o estado
de agitagiio das moléculas do chdo e da bola, ndo podendo por isso ser recuperada quan-
do se di o ressalto. A bola ressalta mais baixo mas a uma temperatura mais elevada dei-
xando o chdo também mais quente.

A temperatura influencia as propriedades de certos materiais, basta lembrar os mate-
riais que se tornam supercondutores para baixas temperaturas ou a dilatagdo dos corpos
consoante a temperatura a que os sujeitamos.



Escalas de temperatura

A temperatura pode ser referida a diversas escalas, analisemos as mais vulgares: Celsius,
Fahrenheit e absoluta.

Escala absoluta de temperatura

/
A escala absoluta ou de Kelvin foi introduzida pelo fisico W. Thompson (Lord Kel-
vin). Os valores da temperatura nesta escala designam-se por kelvin e representam-
-se por K.

Como a temperatura ndo pode ser expressa em termos de massa, comprimento ou
tempo foi necessdrio introduzir uma nova unidade no sistema internacional e a adopta-
da foi o kelvin.

O valor de um kelvin € equivalente a um grau Celsius, isto € existem cem kelvin
entre a temperatura do gelo e a do vapor de dgua.

A escala absoluta baseia-se no facto de que existe uma temperatura, denominada
ZERO ABSOLUTO, para a qual um gés ideal deixa de exercer pressao.

A relacio entre a escala absoluta e a Celsius é

T (K) =T(°C) + 273.15

Quando um gds, confinado a um volume constante, é aquecido a agitagdo mole-
cular € maior e a pressdo aumenta. A relac@o entre o volume V e a pressdo P é dada
pela lei de Boyle-Mariotte. Quando se arrefece a pressdo diminui. Fazendo variar a
temperatura e registando os valores da pressdo a volume constante, obtém-se uma
recta conforme a tragada no grafico junto. A sua extrapolag@o para um valor de pres-
sdo zero dd a temperatura minima que se poderd atingir e o seu valor situa-se a

—273.15°C.

PJL
273.15 C 1
-
- -2(')0 -100 0 +100 4200 17°C

-

zona de hipotéticas
pressdes negativas
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Na realidade todos os gases conhecidos liquifazem-se antes de atingir o zero ab-
soluto, o hélio e o hidrogénio sdo os que se liquifazem as temperaturas mais baixas.
Tudo faz prever que, em sistemas macroscépicos, nio se possam obter temperaturas
inferiores ao zero absoluto pois corresponderiam a pressdes negativas, nogdo sem
sentido.

A tabela seguinte dd a temperatura de alguns fenémenos.

Temperatura / K ,
10%° |~ Universo ap6s o Big Bang
Superficie do Sol 6000 E =
A t *+—— Mais elevada temperatura em laboratério
Fusio do ouro 1336 —— 108 — Borwidlic
Fusfio do chumbo 600 —F 106 — :
Ebuligio da dgua 373 — ¢ — Superficie do Sol
Temy a do corpo h 30— 10— ‘{ i
Congelagio da dgua 273 / i — Fusdo :10 tungst:mo
Li - 1# |~ *+—— Congelagio da dgua
quefagio do Azoto 77 ——F -
F | - «——— Universo hoje
L 10° |- < Ebuligao do hélio 3
Liquefagﬁo do derogémo 20 — 10‘2 - Refrigeracio por diluicio
3 10% -
Liquefagio do Hélio 4.2 —— 15 :
L m:gs - Arrefecimento de spin nuclear
10 (mais baixa temteratura em laboratério, 1990)

Escalas Celsius e Fahrenheit

Em ambas as escalas os pontos de referéncia sdo os mesmos: as temperaturas de con-
gelagdo e ebuli¢do da dgua & pressio de 1 atm. A diferenca reside no facto de na escala
de Celsius o valor atribuido a primeira temperatura ser 0°C e 2 segunda 100°C enquanto
na escala de Fahrenheit sdo respectivamente, 32 e 212°F. O grau Celsius é maior que o
180

Fahrenheit 1

Top Vezes ou seja % . A escala Fahrenheit é corrente nos Estados Unidos.

T,::%TC+32°C

Vejamos um exemplo de conversdo de 37°C em graus Fahrenheit. Primeiro devemos cal-

cular quantos graus Fahrenheit vale o intervalo 0+37°C, para tal basta multiplicar por % dan-

do 66.6°F. Depois devemos somar 32, a diferenga de origem de escala. Portanto temos que a
temperatura do corpo humano nesta escala é de 98.6°F,



Medidores de temperatura

Para medir a temperatura dos objectos usam-se termdmetros. Alguns termdémetros
baseiam-se no facto dos materiais se dilatarem quando a temperatura aumenta. O tradi-
cional termometro de mercurio utiliza a dilatacdo deste liquido num tubo capilar conve-
nientemente graduado, em que o zero é marcado para gelo fundente e o valor 100 para
o vapor de dgua.

Outros processos existern para medir temperaturas. Por exemplo o valor da resistén-
cia de certos materiais altera-se com a temperatura, donde se calibrarmos este§ siste-
mas, isto €, se soubermos as relacdes R(T) podemos usar termémetros de resisténcia.
Outro processo usa a varia¢do da ddp de polarizacio dos diodos semicondutores em fun-
¢do da temperatura.

Transdutores resistivos de temperatura
Condutores

A resisténcia eléctrica R de um condutor ¢ directamente proporcional ao seu compri-
mento L e inversamente proporcional a sua secgdo recta S

L

A constante de proporcionalidade p designa-se por resistividade e depende das ca-
racteristicas materiais do condutor, mas ndo da sua forma geométrica. A resistividade
depende também da temperatura a que o condutor se encontra. Para muitos condutores
metdlicos a resistividade (e consequentemente a resisténcia) apresenta uma variacdo
com a temperatura do tipo:

p(M=po (1 +a AT + 3 AT? +..)

onde p, é a resistividade do condutor medida a uma temperatura T,, « e 3 sdo constan-
tese AT = T -T,. Em pequenos intervalos de temperatura, e dependendo do tipo de ma-
terial, podemos escrever:

p(T)=p, (1 +aAT)

onde o passa a ser designado por coeficiente de temperatura da resistividade.

Para um material poder ser um bom termémetro deve apresentar um coeficiente de
temperatura « tdo elevado quanto possivel, e deve ser largo o intervalo de temperatu-
ras em que apresenta um comportamento linear. Alguns dos metais utilizados com estes
fins sdo o niquel, o tungsténio e a platina, cujas propriedades termoresistivas estdo resu-
midas na tabela. A platina, devido ao seu custo, s6 é geralmente usada no laboratério
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quando se pretende fazer uma medida de precisdo no intervalo de temperaturas com-
preendido entre o ponto de liquefagdo do oxigénio (—182.96°C) e o ponto de fusio do
antimonio (630.74°C).

cobre 1.7 0.0038
tungsténio 5.6 0.0045
niquel 6.8 0.006
ferro 10.0 0.005
platina 10.0 0.003

A resistividade duma liga metdlica ¢ em geral superior & dos metais que a consti-
tuem. Contudo a influéncia da temperatura ¢ em geral menos importante. O quadro for-
nece alguns exemplos:

latdo (70% Cu, 30% Zn) 6.3 0.00020

constantan (60% Cu, 40% Ni) 42 0.00001
ferro-niquel (75% Fe, 25% Ni) 80 0.00009
Termistores

Um termistor (resisténcia sensivel a temperatura) é um dispositivo semicondutor que
apresenta uma rdpida variagdo da sua resisténcia com a temperatura. Para os termisto-
res de coeficiente negativo de temperatura (NTC) a sua resisténcia pode ser aproxima-
damente determinada pela férmula

1 |
R=RﬂeB(T"EJ

em que [3 € uma constante positiva, R, é a resisténcia do termistor & temperatura
T. e T € a temperatura absoluta em kelvin. A temperaturas elevadas esta férmula

reduz-se a

R=R,e



O coeficiente de temperatura da resisténcia pode ser definido para um termistor a
partir da expressdo

R dT T?

Os termistores existem sob virias formas e a sua resisténcia pode variar entre 100
e 107 Q. Existem termistores que podem suportar temperaturas da ordem dos 350°C,
mas muitos dos que estdo comercialmente disponiveis apresentam valores médximos de
temperatura menos elevados. O intervalo tipico de funcionamento situa-se entre —10°C
e +100°C. As resisténcias NTC sao constituidas a base de 6xidos de metais como ferro,
crémio, niquel, cobalto, etc. Estes 6xidos no estado puro apresentam uma elevada resisti-
vidade, mas podem tornar-se semicondutores por adi¢do de pequenas quantidades de
um outro metal com uma valéncia diferente.

Existem também termistores com coeficiente de temperatura positivo (PTC), mas a
dependéncia da sua resisténcia com a temperatura € mais complexa que no caso dos
NTC.

Termoémetros de junc¢éo semicondutora

Os diodos de jungio t8m uma tensdo de polarizaciio a partir da qual conduzem sem in-
troduzir quase resisténcia no circuito. Esta tensio de polarizacio V), é uma caracteris-
tica do material de que ¢ feito o diodo, sendo aproximadamente 0.7 V para diodos de
silicio. O valor € dado na forma aproximada porque para além de sofrer pequenas varia-
¢Oes consoante o fabrico ¢ também funcdo da temperatura, apresentando para o diodo
de silicio um coeficiente —2.1 mV/°C. Uma vez conhecida a curva de calibragio V,(T)
podemos usar a jun¢do como termometro.
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LEITURA 6

Ondas

S ao virios os fenémenos fisicos que envolvem a propagacdo de ondas. Em si, uma

onda pode ser vista como a propagac¢do de uma perturbacgio. Essa perturbagdo pode
ter uma base material (por exemplo as ondas que se propagam numa corda sob tensio),
ou nfo, como seja o caso da luz que se propaga no vazio. Muitos dos fenémenos ondula-
térios com que deparamos quotidianamente, tém uma natureza mecénica e resultam da
deformagio de meios materiais. Um exemplo tipico é o das ondas formadas na superfi-
cie livre de um lago quando atiramos uma pedra, ou entdo o das ondas do mar. O som
¢ também um tipo de onda que resulta em pequenas varia¢es de pressio na atmosfera
que nos rodeia. Como exemplo de propagagdo de ondas em sélidos temos as ondas sis-
micas resultantes dos terramotos. Ainda outro exemplo de propagagdo de ondas em
liquidos sdo as ondas do mar que vemos chegar a costa.

As ondas mecéanicas provocam o deslocamento de uma parte do meio em relagéo a
uma posi¢io de equilibrio. Note-se que o meio como um todo ndo se desloca, mas ape-
nas a perturbacio do mesmo. Lembremo-nos do caso do banhista a boiar no mar que
sobe e desce nas ondas mas permanece no mesmo sitio depois da onda passar.

Conforme a direcc¢do de oscilagdo do meio é perpendicular a direccio de propaga-
¢do ou se efectua na mesma direcgio, assim as ondas sdo designadas por transversais
ou longitudinais.

Onda transversal Onda longitudinal

AN

&\E‘w W TN
i
7 |

Um exemplo de onda transversal é a que se propaga ao longo de uma corda «esti-
cada» quando esta é afastada do seu ponto de equilibrio. Por outro lado se disposermos
de uma mola que esticamos e comprimimos, a onda resultante é do tipo longitudinal.
As ondas sonoras sdo também um exemplo de ondas longitudinais. Nos sélidos existem
os dois tipos de ondas. Nas ondas sismicas as ondas longitudinais sdo designadas por P
e as transversais por S.

Existem outros fenémenos ondulatorios que nio t€m origem mecénica, as ondas lu-
minosas sdo um exemplo. Estas pertencem a grande familia das ondas electromagnéticas.
Como ji foi referido neste caso nfo € necessdrio a existéncia de um meio material para a
propagacio das ondas — a luz propaga-se no vazio. As ondas electromagnéticas sdo trans-
versais. O campo eléctrico (e magnético) vibra num plano perpendicular a direc¢do de
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propagagdo. As ondas de rddio também sdo ondas electromagnéticas e ocupam no espec-
tro de frequéncias a regido que se situa entre os 100 kHz (ondas longas) e 1 GHz (ondas
de radar). Sdo também ondas electromagnéticas os raios X e os raios gama emitidos nas
desintegragoes radioactivas (ver tabela com a divisdo do espectro electromagnético).

Equacio de propagacio das ondas

£
Para fixar ideias comecemos com o caso de uma onda a uma dimensao (como seja por

exemplo a amplitude de vibragdo da corda da guitarra). Seja entdo ‘¥ (x,t) a grandeza
fisica que apresenta um comportamento ondulatério. Notemos desde ja que ¥ € fungio
ndo s6 do tempo t mas também da coordenada espacial x. Que tipo de fungdo ¥ pode
entao representar uma onda? Em principio ndo existem restriccbes as «formas» possi-
veis que uma onda pode assumir. No entanto, como vamos verificar, existe uma pro-
priedade comum a todos os tipos de onda. Consideremos a onda representada na figura.
Vejamos o que acontece com o valor maximo da onda com o decorrer do tempo. No
instante t = t; o valor mdximo da onda encontra-se em x = x,. Num instante de tempo
posterior t = t, a onda propagou-se (com velocidade v) e agora 0 mdximo da amplitude
encontra-se em X = X,. Desprezando efeitos de atenuagio ou de distor¢do, a onda em si
continua a ter a mesma forma. Conhecida a velocidade de propagacio da onda é ficil
obter o valor de x, a partir de x,

o =t
X2 =X+ v(t,-t;) ‘/j‘b X
LT T —
ou o t=1,
Xz—Vt2=X|—Vt|=¢)] _/EXQ\ <

P -ve) =0 (x;-vt,)

Entao qualquer que seja x' e t', se verificarem a relagdo x' — vt' = ¢, a amplitude da
onda serd igual a do instante t = t,, no ponto de espago X = X, (e que no nosso exemplo
corresponde ao valor mdximo). A varidvel ¢ = x — vt é designada por fase da onda. Para
conhecermos a amplitude da onda nfio é necessdrio conhecer x e t individualmente, bas-
tando conhecer a fase da onda.

Matematicamente a onda pode ser descrita pela seguinte equagio diferencial

Y _ 1 VY

ax2  vI ot

onde v € a velocidade de propagacio (velocidade de fase). Uma solugéo possivel para
esta equagao €, como jd vimos, dada pela familia de fun¢des do tipo ¥ (x,t) = f(x — vt).
Mas ¢€ facil verificar que ¥ (x,t) = g(x + vt) é também uma solugdo da equacio diferen-
cial. No nosso exemplo g(x + vt) representa uma onda a propagar-se da direita para a
esquerda com velocidade —v.



Dado que a equagiio de propagagdo das ondas ¢ linear em X e t, entio se ¥, e ¥,
sdo solugbes da equagdo de ondas entdo ¥, + ¥, também é uma solugio. A solugdo
mais geral para ¥ (x,t) € pois dada por ¥=c, f(x—vt) + ¢, g(x+vt).

Fisicamente a primeira componente representa uma onda que se propaga segundo
0 eixo dos XX com velocidade positiva (i.e. da esquerda para a direita) enquanto que a
segunda componente representa uma onda que se propaga no sentido oposto (e portanto
com velocidade —v).

Se considerarmos que num determinado ponto do espago x, no instante de tempo
t, o valor da fungao é ¥ (x,, t,), entdo o mesmo valor serd repetido para todos 0S pon-
tos (x,t) que verifiquem a condicfo x ~vt, = x—vt (ver figura anterior).

Como se vé as fungdes solugio da equagio de propagagio das ondas, ndo tém que
ser periddicas. No entanto as solugdes peridicas constituem um importante conjunto
de casos, de entre os quais se destacam o das fun¢des sinusoidais. Esta classe de fun-
¢Oes ¢ muito importante pois a andlise de Fourier mostra-nos que qualquer funcio perié-
dica «bem comportada» pode ser decomposta numa soma (série) de funcdes sinusodais.
Se f(y) for uma fungio de perfodo T = 27/w, entdo pode ser expressa como uma soma
de fun¢bes sinusoidais

f(y) = a,+a, cos my + a, cos 20y + ... +
b, sen @y + b, sen 20y + ....

em que os coeficientes a,, a, e b, sdo dados por
2mfmy

2nj@
(O] r w .
Rk d 1 ¢ n = ¥
a 5 ! f(y) dy a - (J] f(y) cos(nwy) dy

b,

Il

2mfw
“ f f(y) sen(nay) dy
™ 9

A componente com a mesma frequéncia ® da funcdo f(y) é chamada de fundamen-
tal e as componentes de frequéncias 2w, 3w, etc. de harmdnicas.

Dado que as fungdes periédicas podem decompor-se numa soma de funcdes sinusoi-
dais, entdo basta-nos estudar o comportamento destas tltimas.

Ondas harmonicas

Consideremos agora o caso em que a amplitude da onda € descrita por uma funcgio si-
nusoidal. A partir destas fungdes € facil chegar aos conceitos fundamentais de compri-
mento de onda e frequéncia.

Um oscilador harménico pode dar origem a uma onda sinusoidal. Por exemplo, um
altifalante que vibra com uma frequéncia f, dd origem a uma onda sonora de igual fre-
quéncia. A amplitude de vibragdo do oscilador harménico em fungio do tempo pode
ser dada por ¥'(t) = a, sen (0t+3). Nesta expressdo a, representa a amplitude maxima
de oscilagdo, @ = 27T a frequéncia angular e & a fase inicial (ver leitura sobre o pén-
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dulo). Uma vez que a frequéncia é igual ao nimero de vezes que um determinado valor
da amplitude se repete durante uma unidade de tempo, o periodo de oscilagdo T (ou seja
0 tempo que leva o oscilador a repetir esse determinado valor da amplitude) é simples-
mente igual ao inverso da frequéncia
T=-1
[

A onda gerada por um oscilador harménico serd descrita por uma fungio sinusoi-
dal do tipo *¥(x.,t) = A, sen[k(x — vt) + 8]. Nesta equac@o A, e k s@o constantes positi-
vas. A frequéncia do oscilador harménico e da onda sio idénticos peld que se tem que
ter kv = w = 27f,

Dado que a funcio seno tem periodo 27, fixado um instante t existe um periodo de
repeticdo espacial A, designado por comprimento de onda, tal que

sen[k(x — vt) + 8] = sen[k(x + A —vt) + 8] = sen[k(x — vt) + & + 2]
ou seja
2m
kA=2mouh= =+
k

A constante k € designada por nlimero de onda, e € a frequéncia de repeti¢io espa-
cial. Se «congelarmos» a onda no instante de tempo t =t entdo verificamos que o valor
da funcdo sen(kx) se repete ao fim de um comprimento de onda (ver figura).

§(x,1=ty)

A
O\

Das relacOes anteriores facilmente se retira a relacio existente entre o periodo tem-

. . w oo - . '
poral e o comprimento de onda T = 2 . ou relativamente a frequéncia f = 3
v

A frequéncia f € uma grandeza caracteristica da onda e, ao contrdrio do comprimento
de onda, ndo depende do meio material em que a onda se propaga. De facto a velocida-
de de propagacio da onda depende do meio material que atravessa (lembramos, por
exemplo; que o fendmeno de refraccio da luz é devido a variacdo da velocidade da luz
quando esta muda de meio). Se a frequéncia f ndo depende do meio material, entdo o

v

comprimento de onda A tem que depender jd que A = - =

Ondas de riadio — modulacao em amplitude

Suponhamos que pretendemos transmitir uma mensagem (por exemplo voz humana) en-
tre um emissor e um receptor usando ondas electromagnéticas. Poderiamos pensar em
transformar as ondas sonoras em ondas electromagnéticas, da mesma frequéncia (ou seja



entre 30 e 20 000 Hz), que seriam emitidas. Mas se todos os emissores pensassem em
fazer 0 mesmo, entdo as diversas emissdes iriam sobrepor-se! E pois necessdrio usar
frequéncias mais elevadas na transmissao de mensagens. Em radiodifusiio usam-se em
geral frequéncias acima dos 100 kHz. A esta onda de alta frequéncia (onda portadora)
€ necessdrio adicionar a informagdo que se pretende transmitir. Em geral a transmissio
de informagao usando ondas electromagéticas faz-se usando a modulag¢do da onda porta-
dora. Dois tipos habitualmente utilizados sdo a modulagio em amplitude ou em fre-
quéncia. No primeiro caso a informagao encontra-se contida nas variacées da amplitude
(mixima) da onda portadora, enquanto que no segundo caso € a frequéncia da onda por-
tadora que varia. Comecemos por discutir mais em detalhe o caso da modula¢ao em
amplitude.

Vamos supor que dispomos de um gerador de radiofrequéncia (RF), que nos for-
nece uma onda de frequéncia f, e amplitude médxima V,. A amplitude dada pelo oscila-
dor de RF em cada instante serd dada por Vg = V,cos ®,t onde ®,= 27f,. Notemos que
nesta discussao importa apenas considerar a parte temporal da onda ji que todo o pro-
cesso de modulagdo se desenrola num ponto do espaco: o radio emissor.

Por outro lado, um andar de audiofrequéncia (AF) dd-nos um sinal de frequéncia
f, com uma amplitude médxima V,,, que pretendemos transmitir: V: =V,, cos Wl e
W=27mf,.

A modulagdo em amplitude da onda RF consiste em fazer variar o seu valor maximo
em torno de V,, de acordo com o sinal de AF. A V, somamos o valor do sinal AE. pas-
sando a amplitude mdxima da onda de RF a ser dada por V, +V,, cos o, t.

Se substituirmos V, por esta tltima expressio em Vi ficamos com:

Vir = (V, + V,, cos ,,t) cos m,t
=V, cos 0t + V,, cos ®,t cos m,t

A figura evidencia a forma da onda,

MODULADOR [———+
RF

onda modulada

.

Pormenor da onda modulada

cosaynt componente RF
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Se nos lembrarmos que em condigdes realistas de funcionamento se tem @, > ®,,
verificamos facilmente que a modulagdo se traduz numa «variag¢do lenta» da am-
plitude méxima da onda portadora de RF (ver figura). Analisemos um pouco mais

-

em detalhe a expressido da onda modulada. Recorrendo a relagdo trignométrica

cos o cos 3 = 1 cos (a+B) + A cos (o — ) e aplicando a expressio da onda modu-
2 2 4

lada obtém-se

Vep=V, cos w, t + % Vi cos(®, + Oyt + % V., cos{m, — @)t

Esta dltima expressio diz-nos que a onda modulada pode ser vista como o resul-
tado da soma de trés ondas sinusoidais de frequéncias f, (onda portadora nio modu-
lada), f, + f,, (onda lateral superior) e f, — f,, (onda lateral inferior).

Na prética pretendemos modular a onda de RF com sinais AF que obtemos por
exemplo de um microfone, ou de uma gravagio. O sinal a transmitir ndo € constituido
apenas por uma frequéncia, mas por vdrias. Neste caso falamos de bandas laterais. Seja
fnax € Tin respectivamente o valor da frequéncia mais elevada e mais baixa que se pre-
tende transmitir. A banda lateral superior estd compreendida entre f,+f ., € f,+f,, e a
banda lateral inferior entre f,—f,;, e f,—f... A largura da banda de frequéncias é dada por

Af = (fu + frnu.) =" (fo == frnax) = meﬂx

Nas emissdes em amplitude modulada (AM) um valor tipico para f,,; € 5 kHz. Uma
vez que o espectro de frequéncias audiveis se situa aproximadamente entre 30 Hz e
20 kHz, vé-se que as emissdes em AM sdo de baixa fidelidade.

E de notar que para dar passagem a esta banda de frequéncias o emissor tem que
ocupar uma faixa Af igual a 10 kHz, na qual ndo podem emitir outras estagdes, sob pena
das emissdes se sobreporem.

Profundidade de modulacao

Define-se a profundidade de modula¢do m como sendo a razio de V,,, amplitude ma-
xima da onda AF, por V,, amplitude maxima da onda RF.

VI“
\&

m=

Quanto maior € a profundidade de modulagio
mais «cavada» é a envolvente da onda RF (ver fi-
gura). Para que o sinal transmitido seja de boa qua-
lidade o valor de m deve ser tdo elevado quanto
possivel (i.e. m = 1). No entanto ndo interessa ter
m > | (sobremodulacfo), pois neste caso apenas se
consegue uma inversdo da fase da onda portadora,
nio sendo aproveitada de uma forma (til a potén-
cia que ¢ fornecida a mais.




Sintonizacao

As ondas emitidas pelas diferentes estagdes de rddio sdo captadas pela antena. A es-
colha da emissdo que se pretende receber cabe ao circuito de sintonizagdo. Esta tarefa
¢ em geral desempenhada por um circuito LC. A frequéncia de ressonincia é neste caso,

I
2nVLC

A escolha da frequéncia de ressondncia pode ser feita variando a capacidade C ou
a indutincia L. O primeiro caso, € no presente o mais adoptado, recorrendo-se a conden-
sadores constituidos por conjuntos de liminas que entram umas nas outras, ou por dio-
dos de capacidade varidvel (varicaps). Os indutores varidveis sio conseguidos a custa
de niicleos de ferrite que se podem deslocar no interior das bobinas.

=

Desmodulacio em amplitude

Uma vez captada no receptor, da onda RF modulada hd que recuperar a onda de AF.
Um circuito desmodulador (ou detector) pode ser realizado usando um diodo e um fil-
tro capacitivo. Um circuito tipico encontra-se na figura.

Entrada —

Reconhecemos imediatamente o circuito jd anteriormente utilizado na rectificagio
e filtragem de ondas sinusoidas. Neste caso o circuito funciona como detector de pico
da onda.

Durante a fase positiva da onda o diodo con- A0 ‘ _
duz e carrega o condensador até ao valor de pico ' ) N '
da onda de RF nessa alternancia. Entre alternincias ” ” ‘ l ' ' ;|
positivas o condensador descarrega-se através da ‘ A u “
resisténcia. O resultado € o mostrado na figura, se J ¥ Rl ] :

a constante de tempo RC for escolhida de forma - bl
adequada.

Por um lado o valor de RC deve ser tal, que permita uma descarga do condensador
de forma a acompanhar as descidas da envolvente de AF. Mas RC nfo deve ser excessi-
vamente pequeno, ao ponto da ondulagio residual se tornar importante (ou seja, a descar-
ga do condensador nio deve ser muito rdpida).

O valor de 1/RC deve portanto situar-se entre a frequéncia de audio mais elevada e
a frequéncia da onda portadora. O valor tipico da frequéncia da onda portadora é da
ordem de 1 MHz, enquanto que as frequéncias de AF nio ultrapassam os 20 kHz. Existe
portanto um factor de 50 entre as duas frequéncias, pelo que a situagdo real é melhor
do que a mostrada na figura.
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Modulacéio em frequéncia

Hoje em dia sdo indmeras as estagoes que emitem em modulag@o de frequéncia (FM).
A emissao em FM permite uma maior fidelidade e uma menor possibilidade de se veri-
ficarem interferéncias, sendo reduzido o ruido de fundo. As frequéncias a que sio fei-
tas as emissdes em FM sdo mais elevadas que as de AM, situam-se entre 88 e 108 MHz
no caso das estacoes de radiodifusdo, e ainda mais altas para as emissoras de televisio.
Ao contrdrio do que sucede com as ondas de menor frequéncia usadas em AM
(= 1 MHz), as ondas de FM tém bastante dificuldade em contornar obsticulos devido
ao seu pequeno comprimento de onda. Isto obriga 4 existéncia de varios retransmisso-
res se se pretende enviar o sinal a grandes distancias, tendo que os emissores ser coloca-
dos em locais elevados. Por assim dizer, «o emissor e o receptor tém que estar em linha
recta»,

A modulagido em frequéncia consiste em fazer variar a frequéncia da onda porta-
dora de RF de acordo com a amplitude da onda de audiofrequéncia.

/\/\/ AF Onda modulada

MODULADOR FM |[— [ it
il il /

W RF

Portanto a frequéncia da onda portadora vai desviar-se tanto mais do seu valor cen-
tral quanto maior for a amplitude da onda de AF. A informagdo da frequéncia da onda
de AF encontra-se na «rapidez» da variacao da frequéncia da onda de RF. A expressio
matematica que traduz a modulac@o em frequéncia de uma onda de RF com frequéncia

; a = RPN ¢
.= por uma onda de AF com frequéncia f = —— ¢é dada por
27 2w

0

sen @t

A
V=V,sen|w,t+

onde Aw, € a largura da varia¢do em frequéncia da onda portadora.

Um olhar sobre os radios da actualidade

Os circuitos de rddio de amplifica¢do directa sdio uma «reliquia» do passado. Uma de-
ficiéncia imediatamente notada neste tipo de circuito simples é a sua fraca selectivida-
de. A separacdo entre duas estagoes € dificil. Também a sensibilidade é ma. Apenas se
conseguem captar os sinais das emissoras mais potentes. Um possivel melhoramento a
introduzir seria usar vdrios amplificadores sintonizados de RF, que amplificariam ape-
nas a frequéncia correspondente 4 emissdo que desejava receber. S posteriormente o
sinal seria detectado e a componente AF amplificada. O problema advém da dificuldade



em manter virios andares de amplificacio sintonizados numa mesma frequéncia, jd que
para cada esta¢dio que se pretende receber serd necessdrio fazer a sintonizagio de todos
os andares, em simultineo e com precisdo.

A solugio adoptada na maioria dos radios modernos € a dada pelo chamado recep-
tor super-heterodino.

O esquema de principio encontra-se na figura.

Amplificador
RF !
Misturador — Detecgao
"‘-“ Oscilador
. Local

O sinal captado na antena € sintonizado e amplificado por um andar de RF. Esse si-
nal ¢ entdo misturado com um sinal de RF dado por um oscilador local. Como ja se viu,
quando duas frequéncias f, e f, sdo misturadas a onda resultante contém componentes
com frequéncias f, + f, e If, — f,I. A frequéncia do oscilador local € escolhida de tal for-
ma que a diferen¢a de frequéncias If, - f, [ € sempre constante. Para receptores de AM,
455 kHz € o valor habitualmente escolhido.

O sinal obtido € amplificado por um conjunto de amplificadores sintonizados na
frequéncia de 455 kHz. Desta forma os sinais de outras frequéncias sio eliminados.
A seleccio da frequéncia do oscilador local € feita em simultineo com a do andar
sintonizado de entrada de RF. Em geral tal é conseguido gracas a dois condensado-
res de capacidade varidvel, representados na figura anterior e que sio accionados em
conjunto.

Portanto sempre que se pretende sintonizar uma emissio diferente, a frequéncia
do oscilador local também varia de forma a manter constante (e igual a 455 kHz) a
diferenca entre a frequéncia do emissor e do oscilador local. Depois de amplificada a
onda de frequéncia intermédia (455 kHz) é detectada e enviada ao amplificador de
audio.

ONDAS |
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LEITURA 7
Optica Geométrica

Aéptica ocupa-se da luz visivel. A luz é radiagdo electromagnética de frequéncia
compreendida entre 3.8 x10' Hz e 7.7 x10'* Hz. O esquema seguinte situa a luz

visivel na totalidade do espectro da radiagéo electromagnética.

Comprimento de onda (nm) ‘
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Frequéncia (Hz)

As ondas electromagnéticas tém frequéncias que vio desde alguns Hz até 102> Hz.
Conforme a frequéncia, apresentam diferentes caracteristicas, mas a propriedade funda-
mental comum a todas as ondas electromagnéticas ¢ a sua velocidade de propaga¢do no
vécuo.

A velocidade de propagacgio no vécuo é conhecida com uma precisdo de dez alga-
rismos significativos e é considerada como uma grandeza exacta

1
c= ——— =2997925458%10% m s~
Vel

onde €, representa a permitividade eléctrica e ., a permeabilidade magnética do vacuo.

Num meio material ndo condutor, homogéneo e isétropo de permitividade € e de
permeabilidade magnética ., a velocidade de propagac¢do das ondas electromagnéticas
é inferior a de propagagio no vicuo, porque € > €, € . = |, sendo dada por
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LEITURA 7.

A razio entre as velocidades da onda electromagnética no vazio e num meio qual-
quer € por definicao o indice de refrac¢do absoluto, n. desse meio e € dado por:

ﬂ:.L‘— | El._L

R T

No ar tem-se v = ¢ devido ao facto de €, = €,, ¢ portanto o indice de refraccio do
ar ¢ muito proximo da unidade (n,, = 1.000293). ‘

Como a permitividade eléctrica € ¢ a permeabilidade magnética p. do meio sio de-
pendentes da frequéncia, as diferentes componentes monocromaticas da luz branca nio
se propagam com a mesma velocidade, este efeito € conhecido por dispersio.

A grandeza que caracteriza uma onda € a sua frequéncia. Devido i relagio A f=c
(para o vicuo) tem-se que o comprimento de onda da radiacio depende igualmente do
meio de propagacdo. Assim, o comprimento de onda da radiagio (cdo) num dado meio
material ¢ dado por:

Propriedades da luz visivel

As propriedades da luz e os numerosos fenémenos que as ilustram podem classificar-
-se em (rés grupos: optica geométrica, Optica ondulatéria e optica quéntica.

O primeiro grupo — a dptica geométrica — compreende os fendmenos que podem
ser descritos essencialmente em termos de frentes de onda e raios luminosos, e dos quais
se destacam: propagagao rectilinea, reflexdo e refrac¢ao na superficie de separagio de
dois meios opticos e dispersio. A optica ondulatéria compreende os fendmenos que evi-
denciam a natureza ondulatoria da luz, como sejam: interferéncia, difrac¢éo, polariza-
¢do. Finalmente a optica quintica aborda os fendmenos em que a luz se comporta como
sendo formada de particulas microscépicas — os fotdes — que transportam uma
determinada quantidade de energia designada por quantum, E = hf, em que h € a cons-
tante de Planck. Neste dltimo grupo incluem-se fendmenos relacionados com orbitais
atomicos, niveis de energia, emissio estimulada, luz laser e efeito fotoeléctrico. Estes
comportamentos ndo sio especificos da luz visivel, observam-se para qualquer onda
eletromagnética.

Frente de onda e raios luminosos

Para estudar os fendmenos da optica geométrica usamos o conceito de raio luminoso e
frente de onda. Tentemos compreender o que € trente de onda ¢ um raio luminoso co-
megando com uma analogia mecinica.



Quando se tem uma pequena esfera
cuja superficie vibra harmonicamente
num meio eldstico, gera-se uma onda
que se afasta do objecto com uma velo- Esfera

Frentes de onda

= Pulsante
cidade constante (O mesmo se paSSﬁ

: Raips
quando se atira uma pedra num charco). Kt

Se desenharmos as superficies em que todos os pontos da onda estio na mesma fase
de movimento obtemos as frentes de onda como representado na figura. Ao afastarmo-
-nos muito do centro emissor as superficies curvas podem ser consideradas planas e a
propagacdo da perturbacfo, perpendicular as frentes de onda, pode ser materializada por
raios. Estes conceitos sdo igualmente aplicdveis as ondas luminosas e facilitam imenso
a manipulacdo dos fenémenos.

Raios

Esfera
pulsante

- Raios
//
Frentes de onda curvas Frentes de onda planas

Definimos como raio luminoso as linhas tracadas no espago com a direc¢io de pro-
pagacio do fluxo de energia radiante e por frente de onda a superficie sobre a qual a
fase de pertubacdo dptica € constante.

Sendo r o raio da frente de onda num dado instante, apés um intervalo de tempo t
o raio serd r + vt, com v a velocidade de fase da onda.

A evolucgio da frente de onda num meio e na sua passagem para outro € regulada
pelo Principio de Huygens que estabelece o seguinte: cada ponto de uma frente de
onda primdria constitui uma fonte para ondas esféricas secunddrias e a posicio da
frente de onda primaria num instante posterior ¢ determinada pela envolvente de todas
estas ondas secunddrias, que se propagam com velocidade e frequéncia igual 4 da onda
primdria.

Em meios homogéneos as ondas secunddrias podem ser construidas com raio finito,
em meios ndo homogéneos o raio deve ser infinitésimal.

Todos os fenémenos que analisaremos siio estudados com base em feixe de raios
luminosos paraxial, isto é, raios que se propagam muito préximo do eixo dptico com
inclinagoes reduzidas.
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Reflexio e refraccio da luz

Ver um objecto significa que a luz que dele vem entra nos olhos. Alguns objectos sio
emissores de. luz como o Sol, uma lampada ou uma estrela, mas a maioria limita-se a
reflectir parte da luz que recebe.

Define-se como dioptro uma superficie separadora de dois meios, uma peca de vidro
no ar, por exemplo.

Quando a luz incide numa superficie separadora de dois meios ou dioptro, parte pe-
netra no segundo meio — refracta-se — e a restante continua no mesmormeio, reflectin-
do-se. A luz serd mais ou menos reflectida ou refractada conforme a natureza da superfi-
cie e as caracteristicas dos dois meios.

Estes fenémenos sdo regidos pelas seguintes leis

1.2 Lei da Reflexdo: as direcgdes de incidéncia, refracgio e reflexiio estio todas con-
tidas no mesmo plano, que contém também a normal a superficie de separagdo, no ponto
de incidéncia do raio luminoso.

2.* Lei da Reflexdo: o angulo de incidéncia 8, é igual ao dngulo de reflexdo 0, (me-
dem-se entre a direcgdo de propagagdo e a normal a superficie).

Nommal ao
plano do
espelho

/il

Este tipo de reflexdo € conhecido por reflexio de espelho (observa-se por exemplo
nos metais polidos, vidro, superficie de liquidos, etc.) e é importante para definir o com-
portamento dos espelhos.

A maioria das superficies (madeira, ‘\
papel de parede, etc.) contém irregu- )~~
laridades de dimensées diversas ocasio- 4~~~
nando reflexes em diferentes direccdes. A} &k\»“\
Este tipo de reflexdo é denominado por / /

difusdo.
Reflexdo difusa



e

i L

_

Lei de Snell da Refracgdo: a razio entre o seno do dngulo de incidéncia e o seno
do dngulo de refracc¢iio € constante para cada meio e igual a razio entre o indice de re-
fraccdo do segundo meio e o do primeiro.

Normal
Raio Raio
incidente reflectido
senf, n,
senf, n, !

n]= 1.00 (ar)
=1 33 (égua)

wo P - .
A razio —— escreve-se como n,; e representa o indice de refracgio relativo entre
n

os dois meios. Como referido anteriormente, o indice de refracciio relativo € o inverso
da razdo entre as velocidades de propagacfio nos dois meios e portanto dependente da
frequéncia da radiacfio. Quando se fala de indice de refracciio de uma substdncia refe-
rimo-lo em relacdo ao vazio e designa-se por absoluto. A tabela seguinte mostra o valor
do indice de refrac¢io absoluto de vérias substincias para o cdo médio do espectro de
luz visivel (A = 589 nm).

Diamante 2.419 Benzeno 1.501 Ar 1.000 293
Vidro Crown ~ 1.52 Tetracloreto 1.461 Di6xido de 1.000 45
de carbono carbono
Agua (0°C) 1.309 Alcool etilico 1.362 Oxigénio 1.000 271 ﬁ
Cloreto de 1.50 Agua 1.333 Hidrogénio 1.000 139
sodio
Quarizo 1.544 Dissulfito 1.628 Hélio 1.000 036
cristalino de s6dio

Quando nos referimos ao indice de refrac¢io relativo tomamos como referéncia o
indice de refraccdo do ar, ao qual se atribue o valor 1.



Reflexao total da luz

Quando a luz passa de um meio de indice de refrac¢do maior para um de indice de refrac-
¢do menor, por exemplo de dgua para o ar, o raio refractado para uma dada incidéncia
pode inclinar-se mais do que 90°, isto €, ndo passa para o outro meio. Esta situagio é
designada por REFLEXAO TOTAL. O angulo de incidéncia para o qual o de refraccio
é 90° designa-se por ANGULO CRITICO. Neste caso o raio refractado segue a super-
ficie de separacdo dos dois meios, refracgiio critica.

.: 8 Rain
ny= 100 {ar) E refructado o e

oy

Reflexdo towl

Raio 5 Raio
incidente <8 reflectido B8

O valor do angulo critico 8, obtém-se a partir da lei de Snell fazendo 6, = 90°

nsen 90°  n,
— =——emquen;>n,
n, I

sen O, =

Por exemplo, o dngulo critico para um raio luminoso que viaja da dgua (n = 1.33) para o ar

_ T
(n=1.00) € 6, = sen (—]_33] 48.8°.

O angulo critico ¢ um dos responsaveis pelo modo como um diamante brilha no ar.
Como o indice de refrac¢do do diamante é muito grande os raios a pequeno dngulo sio
completamente reflectidos.

Formacao de imagens com espelhos planos e esféricos

Um espelho € uma superficie onde se dd sobretudo reflexio da luz. As imagens de um
objecto podem ser reais ou virtuais. Sdo reais quando se podem projectar num alvo. No
caso da luz parecer provir de um ponto, mas se nenhuma imagem aparecer sobre um al-
vo colocado nesse ponto, dizemos que a imagem é virtual.



A construgdo das imagens dadas pelos espelhos planos baseia-se nas leis da refle-
Xio, como se pode ver na figura

Distincia | Distincia
Objecto Imagem
d o d.

A imagem dada por um espelho plano é:

= Direita;

= Invertida da esquerda para a direita, isto é, a mio esquerda passa a direita e as

letras aparecem escritas da direita para a esquerda;

= Localiza-se atrds do espelho, & mesma distincia a que estamos do espelho;

= Tem a mesma dimensao:;

m Virtual.

A construgdo de imagens dadas por espelhos curvos é mais complexa. A maioria
dos espelhos curvos sio esféricos, obtém-se polindo uma secgo de uma superficie esfé-
rica. Se a parte polida € a interior ou céncava o espelho diz-se concavo, se for a parte
exterior diz-se convexo.

Um espelho esférico € caracterizado pelos seguintes parimetros:

= centro de curvatura C;

m raio de curvatura R;

= eixo principal (recta que une C com o ponto médio

do espelho, O):

» foco do espelho F, situado no eixo principal a igual
distincia de C e de O;

= distdncia focal f, distdncia entre o foco e o ponto
médio do espelho. Vale metade do raio de curvatu-
R

fa, f=a,

2

R
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Se o espelho & convexo o centro de curvatura e o
foco situam-se para 14 do espelho, como se representa
na figura.

Como referido atrds, quando estudamos a formagdo de imagens dadas por espelhos
consideramos s6 feixes luminosos de pequena abertura relativamente a,curvatura do es-

pelho, designados por raios paraxiais.

A formacg@o de imagens num espelho baseia-se
nas leis da reflexdo, e no facto de que numa calote
esférica qualquer raio da esfera ser perpendicular 2
superficie desta. A figura representa a reflexdo pelo
espelho de um raio luminoso que incide segundo um
dngulo 0, a linha a tracejado € a normal a superficie
(coincidente com o raio da calote).

4

Assim temos trés situagdes particulares que auxiliam a construcdo das imagens.

1 — Um raio luminoso paralelo ao eixo principal reflecte-se passando pelo foco;
2 — Um raio luminoso passando pelo foco reflecte-se paralelamente ao eixo prin-

cipal;

3 — Um raio luminoso que viaje segundo uma linha que passe pelo centro de cur-

vatura reflecte-se segundo a mesma linha invertendo o sentido.

As duas primeiras regras traduzem o principio da reversibilidade do trajecto dos
raios luminosos. As duas figuras ilustram como se obtém a imagem de um dado objecto,

consoante a sua posi¢do em relag@o ao espelho.
Objecto entre o foco e o centro de curvatura

Objecto
(; V.
[ T~}
= t
é’ Imagem 2 ;
real ’
Objecto para além do centro de curvatura
Objecto %
ﬁ\ F /Y,
C
A Imagem
real
A4



A formagdo de ima-
gens num espelho con-
vexo é idéntica, desde

que se tenha em conside- fi — 1,

racdo a posigio do foco B 2 2= 3:_-_\132?‘3,‘“;1"‘

e do centro de curva- ‘ 2 e G T
tura. A figura ilustra Ohjteio ¥ =

como obter a imagem de %

um objecto colocado em - /
frente de um espelho

convexo.

Equacao dos espelhos esféricos e amplia¢io

A formagd@o de imagens pode ser determinada analiticamente a partir da EQUACAO
DOS ESPELHOS, esta deduz-se facilmente considerando o esquema e relagdes elemen-
tares de triingulos semelhantes.

Da 1.* figura tem-se
h, _ d,

h; d;
e da 2.% figura vem
h, _ dof
h f
Igualando as duas expressoes
1 1 1

d, d,  f

As distincias d sdo positivas ou negativas conforme os objectos e as imagens estdo
a frente ou atras do espelho.

Com base no esquema podemos igualmente estabelecer a AMPLIACAO m do 209
espelho

_ _altura da imagem _ , d;
altura do objecto  ~ d,

O sinal de mais ou menos destina-se a estabelecer se a imagem ¢ direita ou inver-
tida em relagio ao objecto.

Para os espelhos convexos as equagdes sdo igualmente vilidas, mas a distdncia focal
€ negativa porque se situa para tras do espelho.



Prismas

Designa-se por prisma um meio optico limitado por dois planos que fazem entre si um
certo dngulo «. A face oposta a este dngulo denomina-se base do prisma.

O trajecto de um raio luminoso num prisma de
vidro (n = 1.52) mergulhado no ar (n~1) estd re-
presentado na figura. Neste trajecto existem duas
refracgoes, uma na passagem do ar para o vidro e
a segunda da passagem do vidro para o ar.

Prisma de vidro

De acordo com as leis da refraccio e da igualdade entre dngulos temos as seguin-
tes relagoes:
sen B, = Ny, sen 0
o= 9” + 9,-;

Define-se por dngulo de desvio, 8, o dngulo formado entre a direcgdo de incidéncia
e a do raio emergente. E dado por:

6 - 8,| + 9[3 — O

Os prismas tém multiplas aplicagdes, por exemplo na inversido das imagens, na vi-
sualizagdo de objectos colocados fora do alcance de visio e como dispersores de luz,
como exemplificamos na figura.

Quando um feixe de luz branca incide
na face esquerda de um prisma de vidro mer-
gulhado no ar, a maior parte da luz penetra
no prisma e, devido ao indice de refraccio
deste ser maior do que o do ar, os raios apro-
ximam-se da normal. Os raios luminosos ao
atingirem a face direita do prisma emergem
no ar afastando-se da normal a face. Como
o valor do indice de refracgio depende do comprimento de onda, dentro do prisma da-
-se a decomposi¢do da luz branca nas diferentes cores de que € composta, e esta sepa-
racdo é acentuada na passagem do vidro para o ar.

Outro exemplo de dispersio de luz branca nas suas componentes € o arco-iris de fim do tem-
poral em que a luz do Sol penetra nas gotas de chuva e se dispersa, como se pode ver na figura.

Luz do Sol




Reflexio total nos prismas

Se a luz incidir num dos catetos de um prisma recto de vidro (n = 1.52) segundo a nor-
mal, ver figura, atingird a base do prisma segundo um angulo superior ao angulo cri-
tico (0. = 42) ndo emergindo no ar mas sendo totalmente reflectida sobre o outro cateto
e emergindo segundo a normal a esta face.

O interesse deste fenomeno ¢ a mudanga de direcgdo de 90° ou 180° que € necessi-
ria em varios instrumentos de dptica tais como periscopios, telescopios, binoculares.

N
v 4c0] 420 s
u\4 45 450
459 s 45‘:
._“4} ¢

45° %&, 45%7

Fibras dpticas

As fibras Gpticas sdo fios de vidro ou plastico, com uma parte central niicleo ou core
de indice de refrac¢io elevado em relagdo a um invélucro externo, denominado por bai-
nha ou cladding. Devido a transparéncia dos meios e a relaciio entre os indices de refrac-
¢d0, um raio luminoso que entre por uma das extremidades propagar-se-d até i outra
através de miltiplas reflexdes totais que ocorrerdo entre o nicleo e a bainha. A figura
ilustra este mecanismo.

A transmissio da luz através de fibras é uma aplicagio da reflexio total com um
impacto tecnoldgico profundo. As fibras Gpticas representam o meio ideal para transmi-
tir sinais de video, telefonicos e dados de computador. Hoje sdo jd comuns os cabos de
comunicagoes feitos a base de milhares de fibras, o que € possivel devido quer as dimen-
soes do seu didmetro (da ordem ou inferior ao milimetro), quer 4 imunidade em rela-
¢io as interferéncias eléctricas, que sdo frequentes nos cabos cldssicos de cobre ou nas
transmissoes de ondas através do espaco.

A sua flexibilidade permite ainda a aplicacdo 4 medicina. Hoje sio usadas na obser-
vaciio e na terapia de muitos orgdos, estando em geral ligadas a um circuito de video
que permite uma visualizacio cémoda.
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Lentes convergentes e divergentes

As lentes funcionam com base na refrac¢io da luz. Uma lente dptica é um meio transpa-
rente limitado por duas superficies, uma curva (em geral esférica) e a outra pode ser plana
ou curva. As lentes que estudaremos sdo as delgadas. Uma lente € considerada delgada
quando a sua espessura € pequena quando comparada com a curvatura das superficies.

Os pardmetros mais importantes das lentes delgadas sdo:

e O eixo dptico. A recta que passa pelos centros de curvatura de ambas as faces é
designada por eixo Optico da lente. Este eixo corta as superficies da lente nos
pontos S, e S, praticamente coincidentes com o ponto O designado por centro
dptico da lente;

e O foco imagem F; de uma lente é o ponto imagem, sobre o eixo 6ptico, de um
objecto pontual situado no infinito;

m O foco objecto F, é o ponto objecto, sobre o eixo da lente, cuja imagem se situa
no infinito;

= A distdncia do foco ao centro éptico designa-se por distincia focal;

m O centro de curvatura C, situa-se sobre o eixo éptico a uma distincia dupla da
disténcia focal.

As lentes delgadas classificam-se em convergentes e divergentes. Uma lente diz-se
CONVERGENTE ou POSITIVA quando transforma um feixe de raios paraxiais parale-
los ao seu eixo num feixe convergente sobre o foco imagem. Os focos objecto e imagem
sdo reais. Diz-se DIVERGENTE ou NEGATIVA se transforma um feixe de raios para-
xiais paralelo ao eixo 6ptico num feixe divergente. Nesta ambos os focos sdo virtuais.

Na figura representamos o simbolo das lentes convergente e divergente assinalando
0s respectivos pardmetros.

C E, F; F; Fy
Sfmbolo de Sfmbolo de
lente delgada lente delgada
convergente divergente

Os tipos de lentes mais comuns sdo os seguintes

Lentes convergentes Lentes divergentes
Biconvexa  Plano- Menisco Bicdncava Plano- Menisco

-convexa convexo -cOncava cOncavo



A formagao de imagens com lentes convergentes e divergentes é simples. Basta re-
presentar sob a forma de raios a luz que vem dos objectos e que atingem a lente. Como
¢ um meio transparente, esta luz passa a lente e com base nas propriedades do foco e
centro Gptico estabelece-se esquematicamente a formagéo de imagens. O quadro seguin-
te resume as «regras» de construcdo de imagem para os dois tipos de lentes.

SITUACAO 1 ’
O raio viaja paralelamente O raio viaja paralelamente ao
ao eixo principal, passa a eixo principal, passa a lente,
lente, refracta-se e converge refracta-se e diverge segundo
para o foco a direita da lente uma direc¢io que intersecta
o foco a esquerda da lente
SITUACAO 2
O raio passa pelo foco & es- O raio provém do objecto
querda, refracta-se na lente e ¢ segue uma direcgdo que
emerge a direita viajando intersecta o foco a direita,
paralelo ao eixo ao refractar-se na lente,
emerge a direita viajando
paralelo ao eixo
SITUACAO 3

O raio passa pelo centro
dptico das lente nao sofrendo
desvio aprecidvel

O raio passa pelo centro
6ptico das lentes ndo
sofrendo desvio aprecidvel

Representagiio do trajecto dos raios luminosos através de uma lente convergente

Lente
convergente
b

\

Objecto F

e de uma divergente |

*

Lente
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Equacio das lentes delgadas e ampliacio

Como base na semelhanca de tridingulos é ficil deduzir uma expressao analitica que nos
permita calcular a posi¢do da imagem de um objecto colocado em frente de uma lente
mergulhada no ar (n ~ 1) e a respectiva ampliagdo transversal e longitudinal em relacio
ao objecto.

Lente
convergente
Objecto ) ‘
d T Imagem
by 5 F, real
F, — [
e——x —|e— f= J— + X, @
i distincia focal L
——— dg=distincia objecto ——— d; = distiincia imagem ———————*
di 4 dL = Lf EQUACAO DAS LENTES DELGADAS ou de Gauss

A relacdo entre a posicdo do objecto e da imagem também pode ser estabelecida
através da equagdo de Newton. Usando ainda a figura anterior deduz-se facilmente que
XX, = f?

Define-se ampliagio lateral ou transversal como a razdo entre as dimensdes trans-
versas da imagem final dada por um sistema 6ptico e do objecto

altura da imagem
altura do objecto

4 & X
d|

‘ f

Define-se ampliacdo longitudinal M| de um objecto tridimensional, directamente
relacionada com a direcg¢io axial, como
_dxy,

-—— - >
dx, 0%

2
I =-My

Como ¢ evidente M <0 o que significa que a valores positivos de dx,, correspon-
dem valores negativos de dx; e vice-versa. Por outras palavras a imagem de um dedo
que aponta na direc¢do da lente afasta-se da lente.

Tal como nos espelhos tem de se respeitar algumas convengdes de sinais isto &, que
sinal atribuir as distincias d uma vez que objectos e imagens podem estar de lados opos-
tos da lente ou do mesmo lado. No caso das lentes temos que a imagem real se forma
para além da lente, assim:

= d, ¢ positivo se o objecto estd a esquerda da lente (objecto real);

= d, € negativo se o objecto estd a direita da lente (objecto virtual);

= d; é positivo se a imagem (real) de um objecto real se forma a direita da lente;
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d; € negativo se a imagem (virtual) de um objecto real estd a esquerda da lente;
f € positivo para lentes convergentes;

f'é negativo para lentes divergentes;

M ¢ positivo para as imagens direitas em relagdo ao objecto;

M ¢ negativo para as imagens invertidas em relagio ao objecto.

Define-se poténcia de uma lente como o inverso da distincia focal. Em 6ptica fisio-
l6gica a umdade € a dioptria, representa-se pela letra D e € o inverso de metro, No S]
¢ dada por m

P= + m-! (ou D)

A poténcia das lentes determina-so através da medigdo da distincia focal.

Para as lentes convergentes usa-se ainda o processo de Bessel em que se utilizam
duas posigdes da lente para obter duas imagens nitidas, € € a distincia entre as duas
posi¢oes da lente e d a distincia objecto-imagem. Mantendo sempre fixa a distincia
objecto-imagem obtém-se

Para medir a distincia focal de lentes divergentes usa-se a associa¢do destas com
lentes convergentes de poténcia conhecida, formando-se um sistema de poténcia P,... Os
dois processos mais correntes sdo o das lentes coladas em que P,>P,, donde P,
=P...—P. ¢ o das lentes afastadas em que

p= L __(PdD)
d, (d,—d(P.d-—1))

Sendo d a distéincia entre as duas lentes, d, a distincia do objecto a lente divergente,
d. a distancia da lente convergente 2 imagem final e P, a poténcia da lente convergente.

Apos estes rudimentos sobre as leis da optica geométrica e do comportamento éptico
de espelhos e lentes, podemos estudar como funcionam alguns instrumentos Gpticos e
entre estes 0 olho humano. o instrumento fundamental que nos permite ver o mundo
que nos rodeia.

Sistemas opticos 215

Olho humano

O olho humano pode ser descrito, de um modo muito simples, como uma dupla lente
convergente ou positiva que forma uma imagem real numa superficie sensivel i luz.
E constituido por diversas partes, que passamos a descrever.

O globo ocular é aproximadamente esférico com cerca de 25 mm de didmetro e no
seu interior sucedem-se uma série de meios transparentes com um determinado indice
de refraccio.
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A luz entra no olho depois
de passar uma membrana trans-
parente — a cérnea (n. = 1.376).
Esta limita uma zona liquida —
0 humor aquoso — (ny, = 1.33), aquoso

Humor

atrds do qual se situa um dia-
fragma com cor (de natureza
muscular) de abertura varidvel _
— a fris — que controla a luz que Cérfiea \\'i\ X Nervo
atravessa uma lente — o crista- bptico
lino (n = 1.40). Segue-se uma
grande zona cheia novamente
de um liquido — o humor vitreo
(n=1.34) — e por fim o recep-
tor transdutor de luz — a retina.

Miisculo

Quando estimulada pela luz esta envia sinais eléctricos ao cérebro através do nervo
Optico. A imagem inicialmente invertida € convertida pelo cérebro numa imagem di-
reita.

Os transdutores eléctricos da retina, isto €, os elementos que transformam um sinal
luminoso num sinal eléctrico, sdo estruturas designadas por cones e bastonetes. A luz
que atinge a retina depende da abertura da iris, também conhecida por pupila, cujo dii-
metro varia entre 2 € 7 mm conforme existe muita ou pouca luz.

A caracteristica do cristalino é a sua possibilidade de variar a curvatura devido
accio do miisculo ciliar.

Para uma vis@o nitida, a luz deve refractar-se de modo a formar uma imagem na
retina. A refrac¢do mais importante, da ordem de 70%, é a que ocorre entre o ar
(n=1.000) e a cérnea (n. = 1.376), pois que todos 0s meios apds esta tém indices de
refraccdo muito semelhantes, o cristalino por si contribue s6 com 20 a 25% na forma-
¢do da imagem. Como a distdncia cristalino-retina é sempre a mesma, a propriedade
mais importante desta lente € a possibilidade de altera¢do da sua curvatura consoante a
distincia do objecto de modo que a imagem deste se situe na retina. Esta propriedade
do cristalino é designada por ACOMODACAO.

O estado de satide de um olho € avaliado quer pela distdncia minima a que se con-
seguem ver distintamente dois objectos — ponto de visdo minima ou ponto préximo
— quer com a distdncia mdxima de visdo que corresponderd a0 minimo de acomo-
dac@o e em que o olho recebe do objecto essencialmente raios paralelos. Esta distin-
cia para um olho sédo ¢ praticamente infinita e a de visdo minima é de ~7 cm numa
crianga, ~12 cm num adolescente, 25 a 30 cm aos vinte anos e de 40 a 50 cm aos qua-
renta anos.
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Miopia — lentes divergentes ou negativas

A dificuldade de ver ao longe ou miopia deve-se ao facto de a imagem se formar
antes da retina. Este defeito do cristalino pode ser corrigido com a associagiio de uma
lente divergente que, abrindo o feixe de luz, provocard a formagdo da imagem na retina.

Olho com miopia

f ————; W

Imagem formada
Objecto distante @ gm frente
da retina
.- Y7
r e S
) - @ Imagem formada
Objecto distante na retina
Lente divergente i

Hipermetropia — lentes convergentes ou positivas

Esta deficiéncia consiste exactamente no oposto da miopia. A hipermetropia, tam-
bém conhecida por presbitia, presbiopia ou «vista cansada, provoca a formacdo da
imagem para além da retina impedindo uma visio correcta dos objectos ao perto.

Corrige-se esta deficiéncia,

devida ao endurecimento do cris- Olho com hipermetropia

talino com a idade, com a associa- f _"“‘-—-——-___ﬁ{\\

¢do de uma lente cogvergente, co- Objecto @.} Imagem Sormadi

mo se pode ver na figura, préximo atrds da retina
Objecto Imagem formada
préximo na retina

‘ ; Lente convergente
Astigmatismo — lentes anamérficas B

Um sistema 6ptico ou o olho humano diz-se astigmitico quando nio conseguem fa-
zer corresponder a um ponto objecto um s6 ponto imagem, provocando uma perda de
nitidez na imagem. Esta deficiéncia provém do facto da lente ou do cristalino ndo ter a
mesma distancia focal para todas as secgoes principais. Corrige-se com um sistema 6pti-
co que tenha diferentes valores de ampliacfo transversal o que se consegue com lentes
plano-cilindricas, esfero-cilindricas ou téricas. 217

Ampliacio angular

Todos os instrumentos 6pticos que iremos abordar permitem uma ampliacdo angular.
Define-se ampliagdo angular M , de um instrumento visual como a razio entre a dimen-
sao da imagem na retina quando o objecto é visualizado através do instrumento e a
dimensdo da mesma imagem quando vista pelo olho desarmado a distincia normal do
observador. Toma-se para esta a distincia minima N (~ 25 cm).



Com base nos esquemas seguintes determinamos a equagiio que nos permite cal-
cular esta grandeza.

&

A razdo entre os angulos 6’ e O definidos pelos raios principais que passam pelo
extremo do objecto permite calcular M ,

= B
Ma= 2

Na aproximagao paraxial (g8’ = 0" = :—‘ e portanto

d;N d\ N
Mi=- 50 =(-F) T

em que f € a distancia focal da lente introduzida. Conforme os valores da distincia da
lente ao olho, /, e da distancia da imagem ao olho, L, temos expressoes particulares para
a ampliagcdo angular

|M.«]f=[.=d(,(%+%J

d‘
[Ma]izgeran= Tj + 1
d
[Malicw=—2
f
Lupa
A lupa ou lente de aumento é uma lente convergente de pequena distancia focal.
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De um objecto colocado préximo dd
uma imagem virtual direita e maior que o
objecto como se pode ver na figura,

£
O estudo da ampliagdo angular foi feito com base num sistema 6ptico idéntico
lupa. Donde tudo o que se referiu ser vilido para a lupa.

Oculares

Uma ocular € essencialmente uma lupa que amplia a imagem nfio do objecto inicial,
mas de uma sua imagem intermédia formada por um outro sistema de lentes que a pre-
cede. O olho olha através da ocular e esta através de um sistema 6ptico seja ele um
microscopio, telescopio ou bindeulo. O objectivo do uso de oculares é melhorar a ima-
gem, libertando-a de aberrages. Em geral a ocular é um conjunto de pelo menos duas
lentes, pois com uma s6 ¢ dificil melhorar uma imagem. Os zooms sio oculares dio-
ptros asféricos de poténcia varidvel.

Madgquina fotografica

A mdquina fotogréfica funciona como o olho humano. A diferenga reside no facto da
retina estar representada por um filme e a acomodagdo do cristalino pela possibilidade
de ajustar a distincia da lente ao filme. O esquema representa uma méquina simples.
A quantidade de luz que atinge o filme

¢ controlada por um diafragma circular e /&
pelo tempo que este estd aberto. Nas mdqui- Obturador

nas fotogrificas o diafragma € controlado @
em geral rodando uma espécie de rosca jun-
to & lente, com uma escala graduada em 2.8,
4.5.6, 8, etc. Este mecanismo permite variar
o valor do raio de abertura do diafragma por

| Filme

——Imagem

: ; it Objecto
forma a variar a quantidade de luz admitida Diafragn @
segundo poténcias de 2. Na realidade, quan-
do se passa de 2.8 para 4 o raio alterou de /

0.7 ou seja de V2. Como a quantidade de luz
depende da superficie e, no caso da circunferéncia, esta depende do raio ao quadrado,
o aumento de luz é de (\V2)2=2.

Os nimeros que regulam a abertura do diafragma designam-se por factores f.

O tempo de exposi¢do ¢ selecciondvel. O valor 125 significa que o diafragma deixa

|
assar luz durante ———— s.
P 125
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A designagao de cAmara de 35 mm refere-se as dimensdes da por¢ido de filme onde
se forma a imagem, neste caso num rectingulo de 35 x 24 mm.

Nos dias de hoje a maioria das maquinas integram um sensor de luz e um micropro-
cessador que executa automaticamente todas as operagoes necessdrias a uma fotografia.

Associacéio de lentes na construcao de aparelhos épticos

A associagdo de lentes e espelhos permite obter imagens com uma amplificacio que
uma s6 lente ndo poderia dar, possibilitando ao olho humano «ver» objectos muito pe-
quenos (microscépio), ou muito longinquos (telescopio e binéeulo). A natureza e a am-
pliagdo da imagem final num sistema multi-lente podem ser calculadas a partir da equa-
¢do das lentes delgadas aplicada a cada lente funcionando a imagem da lente mais
proxima do objecto como objecto para a lente seguinte.

Microscépio

Quando € necessdrio um aumento para além das possibilidades de uma simples lupa
usa-se uma associagiio de duas lentes convergentes conforme o esquema. A lente prg-
xima do objecto designa-se por objectiva e aquela através da qual vemos é a ocular.
O objecto deve ser colocado muito préximo do foco da objectiva para garantir uma grande
amplificacdo e a imagem dada pela objectiva deve estar para além do foco da ocular.
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Ohbjecto 4
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Este tipo de montagem € conhecido pelo nome de microscépio composto.



O valor da ampliago total do sistema M, é dado pelo produto da ampliacio linear
ou transversal da objectiva My, e da ampliag@o angular da ocular M,

MA = MTO MAO

Recordando que M = -

f ©comona maior parte dos microscépios a distancia
(correspondente a x;) entre o foco imagem da objectiva f, e o foco imagem da ocular f,
€ 160 mm, esta distancia corresponde ao valor de L e no microscépio é denominada por
comprimento de tubo. Assim, se a imagem final se encontrar praticamente no infinito
¢
e 0 ponto proximo a cerca de 25.4 cm teremos M , = (— O_t]_f_*) (0'?54 )
o e

A imagem final é invertida porque M , <0.

Uma objectiva com uma distancia focal f, de 0.032 m tem uma ampliacio de 5x. Quando

combinada com uma ocular de f. = 0.0254 m, portanto de ampliagio 10x, dd um microscépio
com uma ampliagido de 50x.

Um pardmetro importante num microscGpio € o seu poder de resolucio que nos da
a separacdo minima necessdria entre dois objectos pontuais de modo a serem discerni-
veis pelo sistema 6ptico.

Telescopio

Ao contrério do que sucede com 0 microscGpio, que serve para observar objectos pequenos
e colocados na vizinhanga da objectiva, os telescopios servem para ampliar a imagem dos
objectos longinquos. Sdo igualmente constituidos por duas lentes: uma objectiva, lente con-
vergente de grande distanicia focal, € uma ocular que pode ser uma lente convergente ou uma
divergente de pequena distancia focal. A formacdo da imagem é como se vé no esquema

Ia—f —
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Na pritica a posi¢do da imagem intermédia é fixa e a focagem do instrumento
faz-se por deslocamento da ocular. A imagem final é invertida. Para os objectos lon-
ginquos a luz incidente é um feixe de raios paralelos e a imagem forma-se no plano
focal. A ocular estd montada de modo a que o seu foco objecto f, coincida com o
foco imagem da objectiva f,. Os raios que divergem a partir da imagem intermédia
emergem na ocular paralelos entre si. Um olho normal pode ver a imagem sem aco-
modacio.

A amplificagdo angular de um telescépio é dada por

) —h;/t, _ t;
Merg " mE 1

Como se deve captar a luz vinda de objectos muito distantes é necessario que a ob-
jectiva tenha grande didmetro transversal. A partir de certos valores é dificil fabricar
tais lentes e torna-se preferivel construir telescopios que usam como primeiro elemento
6ptico um espelho concavo como se vé na figura. Sdo designados por telescopios de
reflexdo.

= Y/’%
. Raios de
Telescopio objecto distante é
Newtoniano
Pequeno espelho % _
plano !
Espelho concavo
(Objectiva)
" \Z | Ocular
Raios de -_
: IR TS
Telescopio objecto .
Cassegrainiano
Pequeno espelho
nvexo
o

Espelho concavo
(Objectiva)



 OPTICA GEOMETRICA

Bindculos

Os bindculos ou telescopios terrestres sio Objectiva
idénticos aos astronémicos com a diferenca
do sistema de lentes estar alojado de modo
mais compacto e por forma a permitir uma
imagem direita, facto ndo muito importante
quando se observa um planeta mas abor-
recido sempre que se tem de ver um elefante
e este aparece de patas para o ar. A imagem
direita consegue-se juntando uma terceira
lente ou usando um sistema de prismas,
como se vé na figura. Nos sistemas mais
simples, como por exemplo os bindculos de
opera, € usada uma lente divergente como
ocular para se conseguir uma imagem direi-
ta. O primeiro telescépio construido por Galileu era deste tipo.

Prismas

Ocular

Aberracoes nas lentes

A aberracio consiste no facto de vdrios raios que partem do mesmo ponto objecto atin-
girem pontos diferentes da imagem, isto €, perde-se a correspondéncia ponto por ponto
objecto-imagem. Os dois tipos mais comuns de aberragio sdo a esférica e a cromtica.

A aberraciio esférica implica que raios incidentes paralelamente ao eixo da lente ndo
convergem no foco, os mais periféricos convergem mais perto da lente e os mais inter-
nos para além do foco. Um modo de diminuir a aberragio é colocar em frente da lente
um diafragma de modo a delimitar lateralmente o feixe.

| él_&\

confusio \
Diafragma de

minima :
abertura varidvel

A aberracdo cromdtica provém do facto do indice de refracc@io da lente ser depen-
dente do comprimento de onda da radiagdo. Como a luz branca é uma mistura de compri-
mentos de onda, apds a passagem pela lente existe uma certa dispersio, convergindo
primeiro a parte violeta-azul do espectro. Esta aberraciio pode ser corrigida associando
a lente convergente uma divergente de igual distancia focal.

[B]
4]
(5]

Luz do Sol

Luz do Sol







LEITURA 8
Células Fotovoltaicas

D efine-se uma célula fotovoltaica como um conversor directo da luz solar em ener-
gia eléctrica. A corrente eléctrica fornecida é continua, podendo ser transformada
em alterna ou armazenada. Pode dizer-se que ¢ uma pilha solar que usa como combusti-
vel a luz: ndo se podem considerar poluentes e o tUnico inconveniente que apresentam
¢ impedir o terreno onde se encontram colocadas de receber luz solar, o que pode ser
um problema se a central for, como em geral sucede, muito extensa.

A primeira célula solar industrial foi desenvolvida pelo Laboratério Bell nos Estados
Unidos em 1954. Devido a expansdo do programa espacial, estas células foram larga-
mente estudadas e a crise do petréleo no inicio da década dos anos 70 implementou o
uso do Sol como fonte de energia.

Como os sistemas fotovoltaicos sao modulares podem usar-se em pequeno nimero
e de dimensoes reduzidas para alimentar sistemas que exijam baixa poténcia como relé-
gios, calculadoras ou em sistemas maiores, no aquecimento de casa, estufas e mesmo
em unidades industriais pequenas.

O material mais usado na construco das células fotovoltaicas é o semicondutor na
forma de jungGes p-n. O parigrafo seguinte explica o que é um semicondutor e como
uma jun¢io pode funcionar como fonte de corrente eléctrica.

Semicondutores

Uma maneira de pensar na formagio de um sélido € considerar que isso corresponde
a um processo de aproximagao dos dtomos constituintes desde distancias muito gran-
des até a distdncia interatémica que se observa no material sélido final. Num dtomo,
os estados permitidos para os electroes (orbitais) correspondem a niveis de energia
bem definidos, cuja separagiio varia desde alguns eV para os niveis mais externos
até alguns keV para os niveis mais internos. Quando se aproximam vdrios dtomos,
as orbitais idénticas nos dtomos individuais sobrepdem-se no espago. Surge assim
uma interac¢do entre os electrdes de atomos diferentes que implica variagdes de
energia dos niveis iniciais — os estados electrénicos variam. Como a energia de uma
mesma orbital nos dtomos individuais € igual e o principio de exclusiio de Pauli nido
permite que mais do que dois electrdes ocupem a mesma orbital (tendo estados de
spin opostos), estas ndo vio corresponder no s6lido a N orbitais idénticas com a
mesma energia, mas desdobram-se em diferentes niveis de energia, muito proximos,
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que se diz constituirem uma banda. Assim, num so6lido a descricdo dos niveis
de energia ndo se faz em termos de niveis discretos mas em termos de bandas de

< 7

Byr———— " "

energia.

E;

E;

Atomo Sélido
isolado

As transi¢des entre niveis electronicos da mesma.banda requerem uma energia
muito pequena (inferior a meV), logo a conducdo eléctrica ocorre facilmente se a banda
se encontrar semi-preenchida. Pode dever-se a contribui¢des dos electrdes de diferen-
tes bandas desde que exista mais do que uma banda nio totalmente preenchida. No
caso em que uma banda se encontra quase completamente preenchida, o movimento
dos electroes sob ac¢do de um campo eléctrico € mais facilmente descrito como a
auséncia de electrdes (buracos) movendo-se em sentido oposto. E pois corrente falar-
-se em portadores de carga negativa (electrdes) e portadores de carga positiva
(buracos).

A iltima banda completamente preenchida designa-se por banda de valéncia.

Considerem-se as duas bandas cujo esquema se indica na figura

—_— —
—_—
S) @
Banda de valéncia Banda de valéncia

Se se fornecer energia a um electrdo da banda de valéncia, suficiente para provocar
226 a sua transi¢io para uma banda de energia superior deixando um buraco na banda de

valéncia, esse efeito € visto como a criacdo de um par electrao-buraco.

O efeito fotovoltaico baseia-se neste fendmeno de cria¢do de pares electrdo-buraco
num material, sendo a energia necessdria obtida por absor¢io de fotdes.

Para que a criagfo de pares electrio-buraco tenha alguma utilidade, é necessario que
a vida média desses portadores de carga no material seja suficientemente longa para que
o seu efeito seja sentido nas propriedades eléctricas. Os semicondutores sio materiais
onde estas caracteristicas se verificam: é possivel criar pares electrdo-buraco que tém
um efeito importante no comportamento do material.



Banda de condugiio
O esquema das bandas mais externas de um semicondutor

sem impurezas encontra-se representado na figura. J-rev

Banda de valéncia

Em primeira aproximagéo ele é idéntico ao de um isolante, mas existe uma diferen-
ca fundamental: a separag¢@o de energias entre a banda de valéncia e a banda seguinte,
dita de condugio, ¢ muito pequena (da ordem de 1 eV ou inferior), o que torna facil a
excitagdo de um electrdo da banda de valéncia para a banda de condugdo. Introduzindo
impurezas adequadas, com um electro a mais ou a menos do que os dtomos constituin-
tes do semicondutor, é possivel ter & temperatura ambiente portadores livres, respectiva-
mente negativos ou positivos, neste material. A concentracdo de portadores existentes
(electrdes ou buracos) € aproximadamente proporcional A concentragido de impurezas
que lhe ddo origem. A importincia fundamental dos semicondutores estd em ser possi-
vel controlar com precisdo o valor da condutividade eléctrica, controlando a concentra-
cio de impurezas introduzidas.

E ficil compreender o papel das impurezas considerando a alteracdo da distribui-
¢do electrénica na sua vizinhanga local. Se um dtomo tem no material todas as orbitais
de ligacdo completamente preenchidas, o que acontece nos materiais semicondutores, a
introdu¢do de um atomo diferente (com um electrdo a mais ou a menos que o idtomo do
semicondutor que substitui) altera esse equilibrio. Por exemplo, se no Si se substitui um
dtomo de Si por um dtomo de P, com mais um electrio, a distribui¢do dos electrdes nas
ligaches passa de

onde se utiliza uma projec¢do plana das ligacdes tetraédricas, para
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Se o nimero de atomos de fosforo introduzidos € suficientemente pequeno, a geo-
metria do material inicial ndo é destruida e cada dtomo de fésforo adopta a configura-
¢do electrénica externa do Si que substitui, ficando um electrio excedente nas ligagdes.
Este electrdo ocupa um nivel de energia mais elevado, muito pouco ligado ao ido fos-
foro de origem e pode libertar-se facilmente dele. O electrio excedente liberto da ac¢éo
do fésforo é um electrdo na banda de condu¢do do material.

Se em vez do P se introduzir B, por exemplo, o material fica

siCG O s siCG O siCR s

0.0 0 6 0

S:@ Si @Sl@ Si
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Sl® St@ Sl@ Sl@ Si

existindo agora um buraco junto do boro, que pode facilmente ser ocupado por um elec-
trdo, movendo-se o buraco para outro ido. Neste movimento o buraco liberta-se da ac¢ido
do ido boro, passando a ser um buraco da banda de valéncia do Si.

Se o semicondutor tem impurezas que lhe

ddo electrdes excedentes, portadores negativos, @ ® ® e © o

diz-se do tipo n, e se tem impurezas que lhe dio @ Tipop © © o g

buracos, portadores positivos, diz-se do tipo p. ® 0 4 Tipon ©
Uma jungdo p-n € uma jungdo obtida com @ © © o ©

estes dois tipos de materiais.

Porque os materiais constituintes da jun¢do tém configuragdes electronicas diferen-
tes, esta tem um comportamento ndo linear no que diz respeito a condutividade eléc-
trica. A jungdo é boa condutora para um sentido de polarizacio que se designard por di-
recto, e ma condutora para a polarizacio inversa. Este comportamento designa-se por
rectificador e é directamente utilizado num diodo. Pode entender-se de forma simples
se se pensar em termos de concentragdes de portadores livres.

L
Quando se aplica uma ddp negativa entre o ® : — ER : e o
lado p e o lado n, os portadores livres sdo ex- = © ! ' o
traidos do lado em que existem de forma impor- é)po P re—p|o— o Ti]?o i
~ 1 1
tante e a condugdo pode ter lugar. o 9! o ©
1 1

No caso inverso, os electrdes do lado n sdo afastados da zona da jung¢fo, assim como
os buracos do lado p. Cria-se entdio uma zona onde ndo existem cargas livres que se de-
signa por zona de deplexdo de carga. Porque o material era neutro inicialmente, os ides
que se mantém fixos (dtomos que perderam os electrdes ou buracos associados) criam
um campo eléctrico, com o sinal indicado na figura, que se opde ao campo eléctrico
aplicado e corresponde a uma barreira de potencial que os portadores livres tém que
vencer para contribuirem para a conducéo.



No caso de ndo existir diferenga de potencial externa aplicada, existe ainda uma zona
de deplexdo de carga. Esta resulta de serem diferentes as concentragdes de portadores
dos dois lados, n e p, da juncdo. Entdo, quando se efectua a juncdo, os dois tipos de por-
tadores difundem-se para o lado onde sdo minoritirios até que o campo eléctrico asso-
ciado a este deslocamento de carga seja suficiente para se opor ao movimento de difu-
sdo. Assim, deslocam-se electrdes para o lado p e buracos para o lado n. Em cada um
destes lados estes portadores recombinam-se com os portadores af existentes deixando
na jun¢do uma regio sem portadores livres, a que corresponde um campo eléctrico com
a mesma direc¢do e sentido do indicado na figura acima. /

Se incidir luz na zona de deplexio, levando a criagdo de pares electrio-buraco, estes
sdo imediatamente separados pelo campo eléctrico, estando-lhe associada uma corrente
eléctrica. Quanto maior for o nimero de fotes incidentes maior é a corrente eléctrica
gerada. O aparecimento desta corrente eléctrica, resultante da iluminagdo da jungdo
designa-se efeito fotovoltaico. Se o circuito estiver aberto, o que se detecta é o apare-
cimento de uma diferenca de potencial entre os dois lados da jungio.

Uma célula fotovoltaica € essencialmente uma associagio de jungdes p-n em série.
Para cada uma destas jungdes, a corrente € uma fungio exponencial da ddp V, entre os
lados p e n, que se pode representar e escrever do seguinte modo

I =1,(eV¥x-1)

em que k € a constante de Boltzmann (1.38 x10-2 JK-'), T € a temperatura absoluta em
kelvin (0°C =273 K) e q € a carga do electrdo (-1.6x10-2 C).

A expressio anterior traduz o efeito rectificador da jungio, correspondendo a cor-
rentes elevadas para V=0 e a I =—I, para V<0. O valor de I, depende fortemente da
temperatura da jun¢do e da concentracéo de transportadores intrinsecos. I, € grande para
os materiais com uma pequena diferenca de energia entre a banda de valéncia e de con-
ducgio (gap energy).

A corrente fornecida pela célula é alterada pela iluminagfo da jungiio com radiagfo
de frequéncia adequada para

1= 1(evw-1)-,

onde I;; aumenta com o nimero de fotdes incidentes na célula.
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O aparecimento de [; corresponde a uma regifo de valores (V,I) em que a jun¢io
forhece poténcia para o exterior, como figurado abaixo na curva caracteristica 1 (V).

a poténcia
¢ cedida

Célula 3s escuras a célula
________________________ v
Célula iluminada
\ ~a poténcia €
~(V_.I
i Iee Vi) pela célula
a poténcia

¢ cedida
a célula

Uma célula fotovoltaica pode ser descrita por um modelo, o qual representa uma
I

célula fotovoltaica como uma fonte de corrente asso- R —L

ciada a um diodo, a uma resisténcia em paralelo e a - 1 +

outra em série como representado no esquema. I
@ [k |

Eficiéncia das células fotovoltaicas

A corrente numa célula fotovoltaica é fun¢io do nimero de pares electrdo-buraco cria-
dos por absor¢édo de luz e da eficiéncia de recolha destes transportadores, isto é, exis-
tem perdas resistivas devido as resisténcias do modelo anterior.
O diagrama ou curva caracteristica I(V) representado anteriormente dd os parime-
tros operacionais da célula: entre eles a corrente em curto circuito I.. e a ddp em cir-
230 cuito aberto V,, e a corrente e ddp correspondentes & poténcia mdxima, respectivamente
Imp € Vmp-
A poténcia ideal mdxima é dada pelo produto V1., mas vdrios factores afectam o
valor da poténcia, os quais sdo contabilizados pelo Factor de Saturacio FS

- [mpvmp
B mioi.

ca

sendo o produto I, V,,, a poténcia maxima que se pode extrair das células. O factor FS
pode ser determinado teoricamente a partir de parimetros da célula.



Nas células comerciais o factor ES situa-se entre 0.70 e 0.85. Para um s6 mdédulo
tem-se como valores tipicos V., ~0.58 V, fluxo de carga (corrente por unidade de drea)
J..~35 mA/ecm? e FS~0.8. Assim uma cé€lula de 100 cm? produz 1.6 W.

Como a maioria das aplicagdes priticas exige maior poténcia é necessdrio associar
virios médulos em série para obter maior ddp ou em paralelo para maiores correntes.
A associagido de médulos permite atingir valores da ordem do MW,

A qualidade de uma célula depende ainda de um outro parametro designado por fac-
tor de conversio, que é dado pela razio 7 entre a poténcia da célula e a poténcia recebida

Vmalm h.. o . - o
P.m= % em que P, = AJF()\) TL dh, A ¢ a drea da célula, F(A) o 'nimero

¢

: ; he
de fotdes por cm?, por segundo e por unidade de comprimento de onda A, 4

¢é a ener-

gia de cada fotdo, h a constante de Planck e ¢ a velocidade da luz. Em geral a eficién-
cia tedrica é da ordem de 30%

Como se vé da expressio anterior os materiais semicondutores sdo sensiveis a cor
da luz do Sol, isto € ao comprimento de onda da radia¢@o. Para um dado comprimento
de onda existem materiais que absorvem melhor a luz que outros. Materiais como o arse-
nieto de gélio e o silicio amorfo sdo melhores que o silicio cristalino. Camadas finas do
primeiro produzem a mesma poténcia que camadas espessas de silicio cristalino. Para
a mesma espessura temos factores de 500:1. Outra caracteristica que joga na escolha do
material é o valor do salto em energia (gap energy) entre a banda de condugio e a de
valéncia. Como sabemos o Sol emite radiagio com um espectro continuo e a radia-
¢do de energia proxima da do salto € absorvida com maior eficiéncia. Se a energia inci-
dente for maior provoca sobretudo agitacdo térmica, e a energia do Sol € desperdicada.
Tome-se como exemplo o silicio amorfo cuja energia interbandas é 1.12 eV, donde $6
se aproveitar a parte do espectro com comprimento de onda entre 0.4 e 1.1 pm, cuja
he

energia associada ¢ 0.8 <E = < 3.1 eV. Aproveita-se o espectro de frequéncias

do visivel e ainda parte do ultravioleta e infravermelho.

O Sol como fonte de energia

A energia solar que recebemos provém do facto de o Sol ser um reactor de fusdo nuclear
situado a cerca de 150 milhdes de quilometros da Terra. O Sol € essencialmente consti-
tuido por hidrogénio e a fusdo nuclear destes nicleos é um processo altamente exoener-
gético.

E dificil estabelecer os valores médios da energia solar que atinge a Terra, depende
de muiltiplos factores como latitude, estado de humidade do ar, periodo do ano, etc...
Com cardcter indicativo pode dizer-se que a energia solar «mixima» disponivel ao meio-
-dia solar, em dia limpido é da ordem de 1 kW m~2, para uma superficie exposta directa-
mente ao Sol.

Na alta atmosfera este valor é maior, perdendo-se quase 400 W/m? ao atravessar a
atmosfera. Os principais factores responsiveis pela diminuicdo da intensidade da radia-
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¢do que atinge o solo sdo: a difusdo pelas moléculas dos gases que constituem a atmos-
fera ou pelas particulas em suspensao, a reflexio difusa pelas gotas de dgua das nuvens,
e a absorca@o por gases atmosféricos, essencialmente pelo oxigénio e azoto nos peque-
nos comprimentos de onda, e pelo vapor de dgua e anidrido carbénico nos grandes com-
primentos de onda.

A radiag@o global que incide & superficie tem portanto duas componentes, uma di-
recta e outra difusa de menor importincia.

Para maximizar o rendimento de um painel fotovoltaico, este deve estar orientado
de forma a receber o méximo de radia¢io incidente. Atendendo 2 altura do Sol e aos
valores da radiagdo global medidos em Lisboa, um estudo! revelou que para painéis
orientados a Sul, a inclinagdo ideal varia entre 0° em Junho e 60° em Dezembro. No
entanto, um painel com inclinagdo fixa a 45° permite a recolha de 90% da radiacio em
relagdo a inclinagdo ideal. Assim, em Lisboa, para um painel inclinado a 45° a energia
disponivel média é de 5.12 kWh/dia/m-2.

O rendimento global de um sistema de conversdo fotovoltaico depende ainda de
outros factores como sejam:

= temperatura da regido;
m poténcia debitada;

m factor de compactacdo ou fracgio de drea do painel que de facto é ocupada com
células fotovoltaicas. Pode assumir valores da ordem dos 80%.

Tudo isto faz com que o rendimento do sistema se afaste bastante do rendimento
mdximo, estimado a partir do material da célula.

Para ter uma ordem de grandeza da energia que é possivel obter com este tipo de conver-
sdo, consideremos um sistema de painéis solares com dimensdes de 10 x 10 km. A radiagfio inci-
dente considerada ¢ a global média estimada para Lisboa com painéis inclinados a 45°. O rendi-
mento global estimado incluindo os diversos factores é de 8%. Ao fim de um ano, a energia
eléctrica produzida por um tal sistema seria de 1.50 x 101° kWh.

A titulo de comparagio, podemos calcular a energia potencial armazenada numa albufeira

paralelipipédica de profundidade 100 m ¢ ocupando a mesma édrea. Como E = mg }71 teria-

mos 1.36 x 107 kWh. Isto significa que para produzir a mesma energia se teria que esvaziar a
albufeira 1000 vezes com um rendimento de 100% na conversdo em energia eléctrica.

' Radiagde global incidente em superficies orientadas a Sul, L. A. Mota e C. V. Marques. Revista do
INMG, 1981.









APENDICE 1
O Osciloscopio

O osciloscopio € um aparelho que permite observar num ecrd uma diferenga de po-
tencial (ddp) em fun¢éo do tempo ou em funcdo de uma outra ddp. O elemento
sensor é um feixe de electrdes que, devido ao baixo valor da sua massa e por serem par-
ticulas carregadas, podem ser facilmente acelerados e a sua trajectoria alterada pela
accgdo de um campo eléctrico. ,

A ddp lé-se a partir da posi¢do de uma mancha luminosa ou spot num ecri rectan-
gular de dimensdes aproximadas 10 x 8 cm. A mancha é provocada pelo impacto de um
feixe de electrdes num ecrd revestido de material fluorescente. Uma série de divisoes
marcadas no ecrd (as maiores de 1 cm e as menores de 2 mm) auxiliam na leitura das
coordenadas do ponto luminoso. O rigor que se obtém é normalmente da ordem de
I mm, mas a precisdo da medida depende das escalas escolhidas para os eixos XX
(tempo ou ddp) e YY (ddp).

Como quase todas as grandezas fisicas sdo medidas através de um sinal eléctrico o
osciloscopio € utilizado em qualquer tipo de laboratério e em situagdes tio diversas
como o diagndstico médico, mecinica de automdveis, prospeccido mineira, etc. Sendo,
em geral, um aparelho de controlo e observagdo, uma escolha justa das escalas permite
medidas com uma precisio de 2 a 5%.

O osciloscépio, que passaremos a designar abreviadamente por OSC. é essencial-
mente constituido por duas partes:

w Tubo de raios catédicos com ecri fluorescente;

u  Circuitos electrénicos.

Funcionamento do osciloscopio

Tubo de raios catodicos e circuito de entrada

O tubo de raios catédicos, em vidro e onde existe vicuo, encerra um emissor ou canhio
de electroes, um conjunto de grelhas e eléctrodos, dois pares de placas metilicas para-
lelas (um de placas horizontais e outro de verticais) e um ecrd de sulfureto de zinco,
tudo disposto como se pode ver na figura da pigina seguinte.

No canhiio de electrdes produz-se e controla-se o feixe de electrdes. Usam-se elec-
troes porque, para além de serem de fécil obtencio, a sua pequena massa (9.11x10-31 kg)
e o facto de serem carregados (—1.6x10-"? C) fazem-nos muito sensiveis a pequenas ddp.
Um filamento F de tungsténio é aquecido provocando, por efeito termoidnico, a emis-
sdo de electrdes de um material alcalino (citodo C). Para formar e controlar a intensi-
dade do feixe (brilho) e acelerar os electrdes existe respectivamente uma grelha W, a
potencial negativo, e um dnodo A,, eléctrodo a potencial eléctrico positivo. A ddp exis-
tente entre este dnodo e o cdtodo comunica aos electrdes uma velocidade horizontal v,.
Um sistema de eléctrodos G e A colocados entre a grelha e o dnodo A, permite a foca-
lizagdo do feixe.

|
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Fonte de alta tensdo

As placas X, X, e Y, Y, por onde o feixe posteriormente passa permitem fazer a sua
deflex@o. Quando aplicada uma diferenca de potencial a estas placas é criado um campo
eléctrico que actua sobre o feixe de electrdes numa direc¢@o perpendicular i das placas,
deslocando-o conforme a amplitude da tensdo aplicada. A rela¢do entre os desloca-
mentos horizontal e vertical e as ddp aplicadas é linear

X=KV, e VY=KV,

K. e K, s@o constantes de proporcionalidade que dependem da dimensdo das placas,
da sua distancia ao ecrd e da velocidade dos electrdes. Se 0 OSC é usado para obser-
var a variagdo de uma ddp em fungio do tempo, esta tenséo ¢ aplicada as placas hori-
zontais Y,Y,, provocando o deslocamento vertical do feixe. O deslocamento vertical é
proporcional a ddp V, aplicada. As placas verticais X,X, aplica-se uma ddp V,, for-
necida por um circuito electrénico designado por BASE DE TEMPO. A ddp aplicada
pelo circuito da base de tempo actuard sobre o feixe deslocando-o na horizontal, da
esquerda para a direita, com uma velocidade constante designada por velocidade de
varrimento. No ecri ter-se-d4 a imagem da fungdo Y (X)=V,(t). O OSC estd a funcio-
nar em MODO Y-T.

O esquema de blocos electrénicos da figura na pdgina seguinte sintetiza o fun-
cionamento do OSC desde a entrada do sinal até ao aparecimento do ponto luminoso
no ecrd. Nos pardgrafos que se seguem explica-se cada uma das operagdes repre-
sentadas.

Para além do modo Y-T, o OSC também permite observar uma ddp v, em fungéo
de outra ddp v». Para se ver v,(v,) deve-se aplicar v, ao par de placas deflectoras horizon-
tais (placas Y) e v, ao outro par (placas X): o OSC funciona em MODO X-Y.

O OSC € um aparelho que mede diferengas de potencial devendo portanto ter
uma resisténcia interna elevada, tal como € exigido a qualquer voltimetro, Na maio-



ria dos OSC essa resisténcia é de 1 MC, podendo ser aumentada para 10 M£2 com
o auxilio de uma ponta de prova apropriada, que descrevemos no fim deste apén-
dice.

Ganho CH1
]‘f gl i Entrada borizontal
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entrada
Wert.
c Ganhao R - XY i
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s
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sinal externo de trigger
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Irigger

Os osciloscépios simples permitem observar sinais até frequéncias de 20 MHz.
Os sinais a entrada Y, ou Y, sdo sujeitos a um ou vérios andares de amplificagdo antes
de actuarem sobre as placas deflectoras. A sensibilidade maxima que se obtém no OSC
¢ de 1 cm/5 mV. Este assunto serd retomado com maior detalhe num dos préximos pard-
grafos.

Varrimento e frigger

Quando seleccionamos o modo Y-T, designa-se por varrimento o passeio horizontal do
ponto luminoso a velocidade constante. O deslocamento comega no lado esquerdo do
ecrd e termina a direita. Mas quando e como se inicia?

Devido a frequéncia dos sinais que queremos em geral observar, o varrimento deve
ser automadtico e ripido. Devido a persisténcia das imagens na retina, ndo se consegue
ver a mancha a deslocar-se, mas apenas um traco continuo. Se o varrimento se repete
sem interrupgdo, s6 por mero acaso € que as frequéncias de varrimento e do sinal se
ajustam, e por isso os ciclos consecutivos de varrimento ndo se sobrepdem coerente-
mente, provocando no ecrd uma imagem desordenada. Esta situagdo encontra-se exem-
plificada na figura seguinte.

v 0OSC

AN VANV NI ZAN R0
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Para que as imagens consecutivas se sobreponham, permitindo uma visualizagdo c6-
moda, € necessdrio um circuito de sincronismo que inicie o varrimento do sinal sempre
a partir do mesmo ponto. O sincronismo ¢ designado por disparo ou trigger e o respec-
tivo circuito estd incluido na zona da BASE de TEMPO.

O sincronismo € obtido a partir da

v
comparag@o da tensdo a medir V, com i
uma tensdo de referéncia V,, reguldvel e /I A /I .
o |'_Tva:_'r / !

constante, designada por nivel de trigger
ou trigger level. No instante em que V,
é igual a V, o circuito envia & base de g;‘;g;":z‘;;ndgl»nm——i | |
tempo um impulso e o varrimento inicia-

-se pela accdo de uma tensdo em rampa

V. de declive constante, como a da figu-

ra, aplicada as placas verticais. O circuito de sincronismo faz ainda a distin¢do entre as
fases ascendente (+) ou descendente (-) do sinal, produzindo o disparo para apenas uma
das situacdes.

A acgdio da tensdo de varrimento V, cessa quando o feixe de electrdes atinge o lado
direito. Nesse instante o feixe é desviado rapidamente para a esquerda e para fora do
ecra. O trago de retorno ndo é observado porque durante esse lapso de tempo a grelha
€ sujeita a uma tensdo mais negativa, impedindo os electrdes de atingir o alvo. O ponto
luminoso volta ao ecrd quando a base de tempo recebe um novo impulso de trigger. As
figuras seguintes ilustram esta explica¢do para diferentes situacdes.

0sC

s

QSC

N\

Na primeira figura o sinal é mostrado a partir de 0 V e a crescer em tensdo. Na fi-
gura seguinte o sinal € visivel a partir de uma ddp superior a 0 V mas ainda com deri-
vada positiva em ordem ao tempo. Finalmente na tltima figura o disparo ¢ a 0 V mas
0 varrimento € mais lento permitindo ver um pouco mais do sinal.




Nos exemplos seguintes o sinal € mais complexo e por isso na primeira figura a
definicdo de rrigger level ndo é suficiente para se obter uma imagem correcta do sinal.
A melhor imagem resulta de uma escolha mais conveniente para o nivel de trigger e/ou

tempo de varrimento, como se ilustra nas outras duas figuras.
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Consoante o tipo de sincronismo usado, assim dizemos que estamos em modo TRIG-
GER AUTO ou NORMAL.

= TRIGGER AUTO: o varrimento processa-se permanentemente em intervalos re-
gulares, mesmo quando ndo exista sinal na entrada. Com uma selecgio de varri-
mento lento (s/cm ou alguns ms/cm) é possivel ver o ponto luminoso a deslocar-
-se horizontalmente através do ecrd. Para varrimentos mais rdpidos, em vez de
um ponto observa-se uma linha horizontal, devido a persisténcia das imagens na
retina. Nos modelos mais simples de osciloscopios este tipo de trigger obtém-
-se usando o controlo do trigger na posicdo AT.

= TRIGGER NORMAL: o varrimento inicia-se desde que exista um sinal de en-
trada compativel com o nivel de frigger seleccionado. Neste tipo de trigger nio
se v& nenhunr sinal no ecrd se ndo houver sinal na entrada e exige que se regule
frequentemente o nivel de trigger quando se observam ddp diversas.

Conforme a origem do sinal de tensio que é usado para realizar o sincronismo, assim
dizemos que se tem o TRIGGER em modo EXTERNAL ou INTERNAL.

m TRIGGER INTERNAL: O sincronismo do trigger neste modo € feito a partir
da(s) ddp(s) aplicadas a entrada do OSC. Nos osciloscépios de dois canais, o
sincronismo obtém-se a partir da tensdo aplicada ao canal 1 ou 2, consoante a
posi¢do do interruptor TRIG estd em I ou II. Nestes OSC, € possivel estar a visua-
lizar um sinal num canal, enquanto que o varrimento é sincronizado pelo sinal
aplicado ac outro canal. Para obter este efeito basta ter os selectores em MONO
e TRIG II.
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# TRIGGER EXTERNAL: Neste modo s6 existe varrimento quando na entrada de
trigger externo se aplica um sinal. E usado quando o sinal de entrada estd mis-
turado com ruido que se quer eliminar e se dispde de um outro bom sinal com
frequéncia igual ao de entrada.

A maioria dos modelos de OSC permitem a escolha de outras fontes para o sinal de
sincronismo, nomeadamente 7V e LINE. No modo LINE o trigger é comandado pela fre-
quéncia de alimentacio da rede. No modo TV o sinal de sincronismo interno (I ou II) € fil-
trado com um filtro passa-baixo (= 500 Hz) por forma a facilitar a visualizagdo do sinal de
televisdo. Alguns modelos mais complexos de OSC tém um selector adicional TRIG SEL
que permite seleccionar os modos AC, DC, LF e HF que filtram do sinal de sincronismo
respectivamente a componente alterna, continua, de baixa frequéncia ou de alta frequéncia.

Osciloscépio de traco simples e duplo

Conforme se pode visualizar, em simultdneo, uma ou duas ddp assim o OSC ¢é de traco
simples ou duplo (DUAL TRACE). A maioria dos osciloscipios é pelo menos dual e
actualmente encontram-se facilmente aparelhos com quatro canais.

Usa-se o OSC em trago simples ou MONO, quando se pretende observar um sinal
tinico que se aplica a entrada Y| ou Y2, independentemente do sinal aplicado i entrada
do outro canal.

Para se observarem simultaneamente dois ou mais sinais, na maioria dos OSC existe
um sistema de partilha do feixe de electroes, de modo que com um Gnico tubo de raios
catédicos se possa fazer a visualizagio de vérios sinais. No caso de serem dois, designa-
-se por trago duplo e deve seleccionar-se DUAL. Para analisar dois sinais de ddp V,, e
V,2, aplicadas as entradas 1 e 2, o OSC possui um circuito de comutagio electrénica
que envia alternadamente V,, e V,, as placas horizontais. Esta comutagio tem de ser
muito rdpida para que exista persisténcia das duas imagens.

No modo DUAL existem dois tipo de comutacgio:

= Modo Alterno (ALT) — a comutacfio faz-se apds cada varrimento, registando
alternadamente no ecrd V,, e V,,. Para que a alternancia ndo seja perceptivel o
varrimento deve ter um periodo inferior a metade da persisténcia retiniana, i.e.,
a sua frequéncia deve ser superior a 50 Hz.

= Modo Repartido (CHOP) — a comutacio faz-se a elevada frequéncia (100 kHz).
O trago de cada ddp V, é descontinuo, aparecendo a tracejado no ecri. Se o varri-
mento se faz lentamente, com frequéncia inferior a 1 kHz, o comprimento do
tracejado e a distdncia entre tragos consecutivos € inferior ao didmetro do ponto
luminoso, o que provoca uma sequéncia de pequenos tragos percebida como uma
linha continua.

Quando se faz a composi¢io de sinais, partindo do modo Y-T DUAL para o modo
X-Y, a base de tempo € substituida pelo sinal do canal 2. Daqui resulta a composi¢do
da ddp V,, com ela mesma, o que produz no ecrd uma semirecta inclinada a 45°. Esta
pode ser suprimida retornando ao modo MONO.



Regulacdes e opcoes
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As entradas e os diferentes botdes de controlo estdo resumidos na figura anterior que
representa a parte frontal de um modelo de osciloscdpio econdmico e bastante difundi-
do nos laboratérios de iniciacio a Fisica Experimental.

Quando se usa o osciloscépio a primeira operacéo € liga-lo:

s POWER ON provoca o aquecimento do filamento e a consequente emissdo de
electrdes do cdtodo. Mas atengéo, é necessério que o aparelho esteja alimentado
com 220 V e uma boa ligagdo & massa. A ligacéio & massa tem por efeito evitar
que se desenvolvam no tubo catédico e ecrd tensdes electrostaticas elevadas.
Uma luz sinalizadora assinala quando o aparelho se encontra ligado.

Regulacéo do ponto luminoso

O esquema do canhiio de electrdes ilus-
tra quais os comandos possiveis:

INTENSITY: A grelha W, a po-
tencial negativo, repele os elec-
trdes obrigando-os a concentra-
rem-se num feixe. Regulando o
potencial da grelha controla-se o
fluxo de electrdes, isto €, a inten-
sidade do feixe e portanto a lumi-
nosidade ou brilho do ponto lu-
minoso. Estas operacdes sio
efectuadas com o botdo (regula-
dor de um potenciémetro) IN-
TENSITY,

Brilho Focalizagio

5

Fonte de alta tensao
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w FOCUS: Os anodos Al, A2 e A3, a potencial positivo relativamente ao cétodo,
permitem acelerar e concentrar o feixe actuando como lentes. A sua tensdo € con-
trolada pelo botdo (regulador de um potenciometro) FOCUS. O anodo A, deter-
mina a intensidade do campo eléctrico a que o feixe de electres fica sujeito. lo-
go a velocidade final com que se deslocam;

w TR (Trace Rotation) potenciémetro que regula a horizontalidade do varrimento
dos electrdes.

ATENCAO: se o ponto luminoso for muito brilhante quer dizer qug se excitam mui-
tos dtomos do ecrd e que se pode destruir nesse ponto a camada de substincia fluores-
cente.

Entradas
As entradas sdo as Y e a de TRIGGER EXT. As entradas Y (ém trés tipos de acoplamen-
to ao circuito de amplificacio, ilustradas no esquema:

= DC (acoplamento continuo): a
ddp a entrada € aplicada directa-

mente ao circuito de amplifica- Amplificador vertical
P de ganho varidvel
¢ao; |_| ’_AC (V/div)

u  AC (acoplamento filtrado): sé a Entrada RC

componente da ddp varidvel no d“",f,‘]’““l %

tempo é aplicada ao amplifica-
dor, a componente continua € fil-
trada pelo condensador C;

# GD: a tensio de entrada ndo é aplicada ao amplificador, sendo a entrada deste
colocada 4 massa. Esta posiciio do comutador é usada sempre que se quer ajus-
tar o nivel de tensdo zero, também designado por linha de base.

As figuras seguintes ilustram o efeito de cada um dos tipos de acoplamento.

0sC
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Junto de cada entrada estd o regulador de ganho do amplificador vertical com uma
escala graduada em V/cm, desde 5 mV/cm a 20 V/em. O ganho deve ser seleccionado
de acordo com a amplitude do sinal em observagio. Com a altura do ecra de 8 cm, estas
escalas permitem a observacdo de ddp até um maximo de 160 V pico a pico.

Na escala de 5 mV/cm a ddp € aplicada directamente & entrada de um amplificador
de ganho 1400. Em todas as outras escalas o sinal passa antes por um ou virios atenua-



dores de modo que a entrada do amplificador a amplitude do sinal seja no maximo 5
mV/cm. Os atenuadores usados sdo divisores de tensdio resistivos. Nas escalas 50

mV/cm, 0.5 V/iecm e 5 V/em a ligagio € efectuada através dos atenuadores A, A; e A,.
Uma atenuacéo suplementar de um factor 2 ou 4 pode ser obtida pela insercdo adicio-
nal dos atenuadores B, e B,. A aplicacdo simultinea de A e B permite atenuagdes que
vio de 1/2 a 1/4000. No total podemos ter 12 escalas entre 5 mV/cm e 20 V/em.

5mV
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Para medir uma ddp multiplica-se o nimero de centimetros que o sinal abrange na
escala vertical pelo valor do ganho em V/divisdo ou V/cm seleccionado. Em qualquer
escala o circuito de entrada tem uma resisténcia equivalente da ordem de 1 MQ. O selec-
tor de escala tem ainda uma posicao CAL ou CALIB (calibrado) que garante o valor do
ganho seleccionado. Fora dessa posi¢ao a amplitude é menor do que a real.

Ao lado das entradas Y| e Y, existe uma ligacdo de terra.

Modo Y-T

# BASE de TEMPO, X-POS e Y-POS — No modo Y-T os botoes X-POS (HORI-
ZONTAL ou «») e Y-POS (ouJ) permitem o enquadramento no ecrd da linha
de base. O circuito da base de tempo fornece, como referimos, uma tensio V,
do tipo dente de serra. A selecg¢do do periodo T do varrimento, ou seja do peri-
odo da ddp em dente de serra, faz-se com o botio BASE de TEMPO (TIME
BASE). Para medir um intervalo de tempo multiplica-se o nimero de centime-
tros que o sinal abrange na escala horizontal pelo valor da escala em tempo/divi-
sdao ou tempo/cm seleccionado. O tempo é dado em unidades de s, ms ou ps.
Quando V, atinge o valor V,,, um sinal desvia o ponto luminoso para fora do
ecrd. O valor minimo da escala horizontal pode ser alterado usando o selector
x MAGN. O nimero que acompanha este selector indica o factor por que se
pode multiplicar esta escala.
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= NIVEL de TRIGGER (LEVEL) e DECLIVE (SLOPE) — o primeiro regulador
varia o nivel de tensio a partir do qual o sinal é visualizado e 0 DECLIVE per-
mite seleccionar se a amostragem do sinal é no sentido da amplitude crescente
(slope +) ou decrescente (slope —);

= MODO de TRIGGER (ou disparo): O trigger pode funcionar de dois modos dife-
rentes: NORMAL ou AUTO, j4 referidos anteriormente. No modo NORMAL o
trigger ocorre desde que a tensdo do LEVEL seja atingida, enquanto que no modo
AUTO o trigger ocorre automaticamente. A frequéncia do varrimento depende
da fonte de trigger escolhida: INT, TV, LINE ou EXTERNAL.’

Modo X-Y

Como jd referimos, este modo € usado para estudar uma ddp em funcio de outra. Aplicam-
-se os sinais as entradas Y, e Y, e selecciona-se o modo no botio X-Y ou HOR. EXT.
Nesta forma de funcionamento o OSC desliga o circuito base de tempo das placas ver-
ticais e aplica a estas a segunda ddp. Nos modelos antigos de osciloscOpios existe uma
entrada especial para a segunda ddp assinalada com X.

Grandezas que se podem medir directamente com o osciloscépio

Tensodes continuas

Embora vocacionado para a medicdo de ddp varidveis no tempo, o OSC também pode
ser usado para medir uma ddp continua. Ndo havendo necessidade de sincronismo, o
trigger deve estar sempre no modo AUTO. A tenséo de referéncia, o nivel zero ou linha
de base, deve ser ajustado com a entrada do canal ligada a massa (selector em GND).
Com a base de tempo desligada, o nivel de referéncia resume-se a um ponto brilhante.
Por isso é mais comodo escolher uma velocidade de varrimento que produza um trago
continuo no ecrd. )

Ao aplicar a ddp desconhecida a entrada do OSC, agora em modo DC. a linha de
base realiza um salto proporcional a4 ddp. Com um erro de leitura de 1 mm, a melhor
precisdo que se pode obter num ecrd de 8 ¢cm € de ~1%. Para a conseguir € no entanto
necessdrio que a linha de referéncia coincida com uma das divisdes extremas marcadas
no ecrd e que o ganho do amplificador vertical seja o maximo permitido pela amplitude
do sinal.

Esta € uma caracteristica comum a todas as medi¢des de comprimentos feitas no
ecrd do OSC: para maximizar a precisio de leitura, 0 OSC deve ser ajustado por forma
a que a distancia lida seja a maior possivel.

Tensoes alternas periddicas

Para caracterizar uma ddp alterna é necessdrio medir a sua amplitude mdxima V, e
periodo T. Para conhecer a verdadeira grandeza da ddp deve-se ajustar a linha de zero,
tal como foi descrito para a medi¢do de ddp continuas, e seleccionar a entrada do OSC



em modo DC. Com tensdes sinusoidais o mais cdmodo € medir a tensdo pico a pico
Vpp=2V,. Mais uma vez o ganho do amplificador deve ser o maximo permitido pelo
nivel do sinal.

No caso de se pretender visualizar e medir um sinal de pequena varia¢do misturado
com uma componente continua muito superior, a entrada do OSC deve ser colocada em
AC. Um exemplo tipico € a observacio da oscilagdo residual duma ddp rectificada com
uma ponte de diodos, situacdo descrita na Leitura 4.

Para medir o periodo T de um sinal periddico, deve-se ajustar a base de tempo e o
trigger por forma a visualizar no ecrd uma figura estivel com um pequeno nimero de
ciclos completos. Para minimizar o erro de leitura, deve-se medir no ecrd o tempo cor-
respondente a todos os periodos representados. Com um ecrd de 10 cm de largura e um
erro de leitura de | mm, a precisdo mdxima que se pode obter é de 1%, ou seja, trés
algarismos significativos.

Quando a tensdo de entrada € aperiddica, como por exemplo no registo da voz hu-
mana obtido por intermédio de um microfone, o OSC permite a sua visualizacio mas a
instabilidade da imagem ndo permite a realizacio de qualquer medida.

Intensidade de corrente

Embora funcione essencialmente como voltimetro, 0 OSC pode medir intensidades de
corrente em funcio do tempo (ou uma ddp), através da medida da ddp aos terminais
de uma resisténcia conhecida R. Nestas circunstdncias, os valores de ddp lidos na
escala do OSC devem ser convertidos em corrente pela aplicagdo simples da lei de
Ohm.

Diferenca de fase entre dois sinais de igual frequéncia

Consideremos dois sinais sinusoidais, v,(t) e v,(t), entre os quais existe uma diferenca
de fase (ddf) de ¢.

vit) = bcos(mi+d) e vy(f) =acos® emque =2nf

A ddf ¢ pode variar entre —180° e +180°. Quando a ddf é negativa diz-se que v,
estd atrasada em relagiio a v, e quando a ddf € positiva, que v, estd adiantada em rela-
¢cio a vs.

Para medir a ddf pode-se observar no OSC, em modo X-Y, a composi¢ido dos
dois sinais. Com v, aplicada a entrada do canal 1 (Y) e v, na entrada do canal 2 (X),
o ponto luminoso descreve no ecrd uma figura cujas coordenadas x(t) e y(t) sio da-
das por

2~ cos ot % = cos(wt+d)
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Para definir a equacdo da trajectéria descrita pelo ponto, eliminamos a varidvel t

entre as duas equagdes, obtendo-se
1 g2

% +;—2 - % cosd = send
que € a equacdo de um elipsdide
com 0s eixos principais rodados.
Desta expressdo podemos concluir
que a figura € idéntica para uma
ddf de + ¢. Os dois casos distin-
guem-se apenas pelo sentido com
que o ponto descreve o elipséide:
no sentido directo se Y estiver atra-
sado em relagdo a X, ou no sentido '
retrogrado em caso contririo. Esta :
situagdo s6 se pode observar no OSC em modo X-Y para frequéncias muito baixas.

A figura ao lado ilustra como se processa a composi¢do de sinais e construgio da
elipse para uma ddf de +45°.

As figuras seguintes mostram o resultado da composicdo de duas sinusoidais para
diferentes ddf, incluindo os casos particulares: ¢=0°, em fase; ¢ =+90°, em quadra-
tura; ¢=180°, em oposicdo de fase.

N Y LA
Ny N V]

¢=18¢ 9P < fp|<18¢ j|= 9@ 0° <fp|< 9c o =0°

Para sinais em quadratura, se a = b a elipse transforma-se num circulo.

Para medir uma ddf ¢ arbitraria, deve-se fazer
a medigdo das amplitudes Y, e Y, como indicado
na figura. As propriedades particulares desses pon-
tos da trajectoria permitem escrever para a elipse
a cheio que

lbl = sen(Y/Y))

Para a elipse a tracejado, alongada entre 0 2."
e 4.” quadrantes, a ddf é dada por

0sC
/_ V! VZ
Ibl=180°—sen (YY)
\ A diferenca de fase pode ser igualmente me-
dida com o OSC em modo Y-T, se bem que neste

modo a leitura seja menos comoda. Conhecendo o
periodo T comum as duas ddp, mede-se o tempo a
de que v, se encontra adiantada em relagdo a v,.

Vem entio ¢ = 360“%

N —dap=——T—— J




Medicdo da razio de frequéncias de dois sinais — figuras de Lissajous

Quando se realiza no OSC em modo X-Y a composi¢do de dois sinais sinusoidais de
frequéncias diferentes,

x=Acos(w,+dy,) com fi=0./27=1T,
¥ = Bcos(®,+dyg,) com Ji=0,27=1/T,

como a frequéncia dos sinais nfo € a mesma, a trajectéria da mancha dos electl:f)es no
ecrd ndo € uma figura estdvel, a ndio ser que a razjo entre as frequéncias seja um nimero
inteiro ou uma frac¢do racional. Nestas condi¢des obtém-se as conhecidas FIGURAS
DE LISSAJOUS cuja forma caracteristica depende da razéo entre as frequéncias dos si-
nais e do valor da diferenca de fase inicial, Adg = bo, —dy,.

Nas figuras seguintes ilustram-se alguns exemplos de figuras de Lissajous forma-
das para diferentes razdes de frequéncias.

fy_. 1] -{L o
fy L $=0 ) £ | $=0 )
"y
1:1 2:3
1:2 3:4
1:3 4:5

Se conhecermos uma das frequéncias, podemos medir a frequéncia do outro sinal a
partir da expressio
fy _ n.de arcos tangentes ao eixo horizontal

b n.© de arcos tangentes ao eixo vertical

No laboratdrio é muitas vezes dificil obter
uma figura de Lissajous perfeitamente estd-
tica. Isto deve-se ao facto das frequéncias ndo
obedecerem exactamente a razdo tedrica pelo
que a ddf inicial ndo é constante, variando no
tempo. Este efeito d4 a sensacdo de se ter no
ecrd uma figura cilindrica a rodar. A figura
ilustra esta situagfo.

A formagcdo das figuras de Lissajous ndo
é um privilégio dos sinais sinusoidais eléctri-
cos de ddp, formam-se sempre que se tem
uma composicdo de movimentos oscilatérios.
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Ponta de prova

A ligacio entre o ponto do circuito onde se quer medir uma ddp e o OSC é, em geral,
feita através de uma PONTA DE PROVA. Esta é constituida por um cabo coaxial em
que uma das extremidades apresenta um contacto em forma de gancho ou crocodilo e
a outra uma ficha compativel com a entrada do osciloscépio. Um cabo coaxial tem a
constitui¢io apresentada no esquema.

Na ponta de prova, o potencial de re- Revestimento  Massa Isolador Condutor
feréncia, a massa, encontra-se ligada di- / RPN /
rectamente & massa do osciloscépio. Por pessassd
isso, nos OSC com mais de uma entrada,
os terminais de referéncia so comuns. Esta caracteristica deve ser tida em conta quando
se pretendem observar simultaneamente sinais provenientes de varios pontos do mesmo
circuito.

A impedincia de entrada do OSC vista pelo circuito sob teste deve ser grande,
para ndo retirar qualquer corrente a este e portanto ndo perturbar a medida. Ora a
resisténcia de entrada de 1 M associada em paralelo com uma capacidade da
ordem de 20 pF é por vezes insuficiente para garantir a fidelidade da medi¢do. Para
evitar este problema insere-se uma resisténcia de 9 M) em série com a ponta de
prova.

Ajuste de
Corpo impedincia
-“._—_;_5_ : —l:_?_"‘ i
i Cabo Coaxial i
Ponta de ' i 4 Dax ; ! %
prova I 0 R rasRSCTEnER - | ~. .
E ] -
T : 1 |, : | 20 pF M~
= = — L) i
= ! .
e . -
Capacidade do cabo T L=
Gama de : ~30 pF 1 -~ Amplificador
= do OSC

A esta resisténcia € associada uma capacidade ajustada ao valor do paralelo da capa-
cidade de entrada com a capacidade do cabo coaxial por forma a obter um circuito divi-
sor de tensdo por 10 para todas as frequéncias. A impedéincia de entrada do osciloscé-
pio através da ponta de prova serd 10 MQ em paralelo com alguns pF.

Em certas pontas de prova existe um comutador assinalado por 1X ou 10X que per-
mite a inser¢do ou ndo da resisténcia de 9 MQ. Quando se usa uma ponta de prova com
atenuacdo de 10, todas as leituras de ddp feitas com o OSC devem ser multiplicadas por
10, e a sensibilidade médxima deste passa a ser de 1 cm para 50 mV.



APENDICE 2
Multimetros

O s instrumentos de medida habitualmente usados na medi¢do das grandezas eléctri-

cas — intensidade de corrente, diferenga de potencial e resisténcia eléctrica, desig-
nam-se respectivamente por amperimetros, voltimetros e ohmimetros. Um multimetro
€ um aparelho que retine num mesmo corpo estas trés fungoes. Em relagio ao oscilosco-
pio, que € um outro instrumento de medida de grandezas eléctricas (ver Apéndice 1), o
multimetro tem a vantagem de ser de menores dimensdes e fécil transporte. Além disso,
a sua utilizagdo € bastante mais simples e é mais preciso nas medicoes realizadas. No
entanto, um multimetro apenas mede o valor de grandezas constantes, ou o valor eficaz
de grandezas com variagao periédica, pelo que ndo permite acompanhar a evolucdo de
grandezas ao longo do tempo, como faz o osciloscépio.

Os multimetros sdo de dois tipos:

= ANALOGICOS — sensiveis a corrente que os atravessa. Indicam o valor da me-
dida mediante a posi¢io de um ponteiro que se pode deslocar continuamente so-
bre uma escala;

m DIGITAIS — sensiveis a tensdo aos seus terminais. Fornecem directamente o
valor numérico do resultado da medida.

Comegamos por analisar o comportamento dos multimetros analégicos, se bem que
actualmente se usem quase exclusivamente os digitais, cujo funcionamento se baseia em
circuitos integrados. Os multimetros digitais possuem melhores caracteristicas que os ana-
légicos e o processo de leitura é mais ficil e preciso, porque se 1& um nimero em vez da
posi¢do de uma agulha em face de uma escala. Contudo existem medidas muito sensiveis,
sobretudo de corrente eléctrica que exigem ainda o recurso aos multimetros analdgicos.

Multimetro analégico

Galvanémetro d’Arsonval Escala

" ‘“\\\nl sl ”""’"“’«
o e,
s =

Os medidores anal6gicos fundamentam-
-se em geral na medida de corrente (tipi-
camente com um valor midximo de
37.5 nA ou 50 pA) realizada com um
galvanémetro de quadro mdvel do tipo
d’Arsonval.

Neste galvanémetro, a corrente cuja
intensidade se quer medir é obrigada a
atravessar o enrolamento de espiras co-
locadas no interior do campo magnético N
produzido pelo imd. A accdo do campo
magnético sobre a corrente nas espiras
traduz-se por um bindrio que leva a rota-

Mola em
espiral
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¢io do quadro maével. Este bindrio, que € proporcional ao valor da intensidade da cor-
rente, € equilibrado por outro bindrio simétrico produzido pela deformagio angular de
uma mola enrolada em espiral. Desta forma, o deslocamento final sofrido pela agulha
na escala fica, pelo equilibrio das interac¢oes envolvidas, proporcional ao valor da cor-
rente.

Vejamos em termos fisicos, observando
o esquema do galvandémetro, como se pro-
cessa a medida e como se garante a propor-
cionalidade entre a corrente e o deslocamen-
to angular.

O bindrio electromagnético, resultante da
interacc¢do entre o campo B do imd e a corrente
i que atravessa as espiras (com a disposi¢ao da fi-
gura) é dado por M = nilBx2r = niBa em que [ e
r sdo as dimensdes da espira, ¢ € a sua drea e n
€ o nimero de espiras.

O bindrio mecénico de restituicao da mola é proporcional ao deslocamento angular
sofrido 6 e vem dado por M = k8, em que k é a constante mecanica da mola.

No equilibrio os dois bindrios igualam-se

niBa = kO e 0= nfa i

O deslocamento angular da agulha 6 € proporcional a intensidade da corrente i, per-
mitindo a sua medida.
As varidveis que influenciam a sensibilidade deste tipo de instrumento sio:

= 0 campo magnético, limitado pelas dimensoes do ima permanente;
= a drea das espiras, limitada pelo espago disponivel;

= o nimero de espiras, limitado pela exigéncia da resisténcia do apa-

relho ser o mais baixa possivel;
A 3§ . i 26700
= a constante da mola, limitada pela propriedades dos materiais utili-

zaveis.
37.5 pA

Tipicamente estes galvanémetros tém uma resisténcia interna de
Rs=2670 Q e para uma corrente de 37.5 pwA a agulha sofre deflexio
maxima. O simbolo de um galvandmetro real estd representado no esque-
ma, em que @representa um galvanémetro ideal de resisténcia interna
nula.

Amperimetro analédgico

Para a medi¢do de correntes usa-se o galvanémetro que passa a ser designado por ampe-
rimetro. Associando ao galvandémetro resisténcias em paralelo, teremos um amperime-
tro com a possibilidade de medir correntes superiores a 37.5 WA e construir um ampe-
rimetro com diversas escalas. O esquema ilustra a constitui¢do interna de um
amperimetro com cinco escalas.



A selecgio da escala é feita mecanica-
mente com o0 auxilio de um comutador que
introduz em paralelo com R as resisténcias
apropriadas.

Quando se quer medir a intensidade de
uma corrente eléctrica esta deve passar no
interior do amperimetro, donde este dever
ser colocado em série no ramo em que se
efectua a medi¢do. Para ndo alterar o valor
da medida a resisténcia interna do
amperimetro ideal deve ser nula. @

Estas condigoes sdo igualmente
validas para os amperimetros digitais.

O esquema representa o simbolo de um amperimetro com a respectiva
resisténcia interna. O simbolo (o) representa o amperimetro ideal.

IUA - 0

Ry

Voltimetro analégico

A deflexdo da agulha num galvanémetro € devida 2 passagem de corrente nas espiras.
Como o galvanémetro tem uma certa resisténcia, a esta passagem de corrente esta as-
sociada uma ddp, Vg = I4R¢. Cali-
brando o deslocamento angular da agu-

Iha do galvanémetro em volt passamos N 2 < - =

a ter um VOLTIMETRO. Um voltime-

tro com uma escala de 1 V obtém-se £ 50 pA
associando em série com um galvané- my L

metro de 50 wA uma resisténcia de _ 300V R K2

20 kQ, visto que 20kQx50pA = 1V. |
Para se terem vdrias escalas associam-
-se ao galvanémetro virias resisténcias
em série.
No esquema ilustra-se a constituigio interna de um voltimetro com vdrias escalas
construido a partir de um galvanémetro de 50 wA com resisténcia interna de 2.2 kQ.
Como a corrente de fim de escala é sempre a mesma, a resisténcia interna tem neste
caso o valor de 20 k€ por volt da escala. 251
A medi¢do de uma ddp entre dois pontos de um circuito faz-se colocando o volti-
metro em paralelo com o circuito. Um voltimetro é¢ bom quando nio consome qualquer
corrente do circuito sob medida, isto é, quando tem uma resisténcia in-
terna infinita (voltimetro ideal). Assim, sempre que se usa um voltime-
tro digital ou analégico deve controlar-se com um ohmimetro a resis-
téncia interna da escala escolhida. Um voltimetro representa-se RVH
esquematicamente como se indica na figura, em que ® é o simbolo
do voltimetro ideal. e

-—




252

Ohmimetro analégico

Um voltimetro pode ser utilizado como ochmimetro. Associando uma pilha ao
circuito de uma resisténcia conhecida em série com a resisténcia desconhecida,
podemos medir a ddp neste divisor de tensdo e assim medir o valor dessa re-
sisténcia. Os ohmimetros permitem medir resisténcias de zero a dezenas de me-
gaohm. O seu simbolo € como se indica na figura.

No esquema de ohmimetro que se segue, a resisténcia varidvel R, ajustdvel exter-
namente, permite o ajuste do zero (tensdo de fim de escala ou Vy,), tendo em atencéio o
valor da ddp da pilha utilizada. Este ajuste é feito antes de cada medida ou sempre que
se muda de escala, colocando as pontas de prova do ohmimetro em curto-circuito.

prova

R
e . N =%
- 13V 2 %
%l =100
Ry

Feito o ajuste de fim de escala, e considerando o voltimetro como ideal (R, + R=R;)
entfio a ddp aos terminais de R;, em que R; =R, ou R,, vale

O valor da resisténcia R; determina a escala com que se mede R,. No esquema tém-
-se duas escalas controladas por R, e R,. Em qualquer dos casos, a ddp medida aos ter-
minais de R; varia entre 0 e V.. Quando R, = 0 toda a tensfo da pilha € aplicada a R,,
a ddp em R; € nula e a agulha nfio se deflecte, dngulo de 0°. Quando R, = 0 toda a ddp
fica aplicada em R; e entdo a agulha sofre a deflexdo méxima, por exemplo de 120°,
que ¢ designada por fim de escala. Para valores intermédios de R, tém-se valores de
ddp em R;, dados pela express@o anterior, que ndo correspondem a uma escala linear
nem logaritmica. A escala do ohmimetro analégico, representada na figura, deve ser
construida com base numa tabela do tipo seguinte

0 1 120°

R; 172 60°
2R, 1/3 40°
3R, 1/4 30°
10R; /11 10.9°

100 R; 1/101 12°




Multimetros

Em geral as trés fungdes de amperimetro, voltimetro e ohmimetro encontram-se ins-
taladas sobre um mesmo galvanémetro e selectores mecénicos permitem escolher o
tipo de fungdo e a escala. Estes aparelhos designam-se por multimetros analégicos
e a medida obtém-se com base na deflexdo de uma agulha em frente de uma escala
convenientemente graduada em volt, ampere ou ohm. Para eliminar os erros de para-
laxe na leitura da posicio da agulha, estes instrumentos dispdem de um espelho auxi-
liar. Quando realizada com cuidado, o erro de leitura vale metade da menor divisdo
que se pode estimar na escala. Os valores
numéricos nas escalas indicam o alcance
maximo da mesma. SEMPRE que se faz uma
medi¢do deve seleccionar-se primeiro a
escala de maior alcance e s6 a seguir comu-
tar para escalas de alcance inferior de modo
a leitura se fazer com a agulha no meio do
mostrador. Quando se sujeita uma escala a um
valor excessivo de corrente, em geral o fusi-
vel do multimetro «queima» ou pode danifi-
car-se a agulha.

Como para medir resisténcias € necessi-
rio uma fonte de tensdo estes aparelhos tém
uma pilha. Por isso, quando ndo utilizados
devem ser sempre desligados. Os multimetros
analdgicos tém igualmente um ajuste de zero
que deve ser regulado antes de uma medigéo.

A figura ilustra o aspecto fisico de um mul-
timetro.

Multimetro digital

Os multimetros digitais relinem igualmente num sé aparelho a possibilidade de medir
pelo menos ddp, correntes, alternas ou continuas, e resisténcias. O resultado da medi-
¢io é um nimero. Sdo em geral muito mais precisos que os analégicos e permitem medi-
das mais rdpidas e comodas. Ndo possuindo partes mecinicas o aparelho resiste melhor
quando sujeito a correntes elevadas ou de polaridade invertida, situagdes que provocam
nos analdgicos movimentos bruscos da mola, por vezes fatais para esta. Os digitais ddo
o resultado afectado de sinal — quando nio estdo ligados de acordo com a polaridade do
circuito.
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O funcionamento destes multimetros baseia-se em circuitos integrados, ndo existin-
do qualquer parte mecanica, para além do selector de fun¢do. A figura apresenta conjun-
tamente o aspecto fisico de um multimetro e o diagrama de blocos de um circuito de
entrada e medida de ddp.

A% Informagdo
X Amplificador Rectificador do sinal
Entrada
analégica .
- [Vy
i Circuito de | Conversor b Visor
| controlo ADC |  numérico

A ddp V, a medir é amplificada, A>1, ou atenuada, A<1, os ganhos variam em geral
por factores de 10. A saida do amplificador tem-se um rectificador que actua consoante
a natureza do sinal e do modo selecionado, AC ou DC.

Modo DC:
=V, é continua e positiva o rectificador ndo actua;

m V, é continua mas negativa o rectificador limita-se a inverter o sinal e simulta-
neamente gera o sinal — no visor.

Modo AC:

m V, € alterna, cardcter assinalado com selector, o rectificador produz uma ddp
continua de valor idéntico ao RMS do sinal de entrada. O intervalo de frequén-
cias em que o rectificador actua de modo linear situa-se em geral entre ~ 10 Hz
e ~5 kHz.

Estas dltimas consideragdes também sfo vilidas para os multimetros analdgicos
funcionando em modo alterno ou AC.

A saida positiva do rectificador € aplicada a um conversor analdgico digital
ADC. Este pode ser de vérios tipos, funcionando do seguinte modo: Um circuito de
controlo gera um sinal de ddp u(t), em rampa, decrescente no tempo; este sinal é
continuamente comparado com V, e quando sfio de igual amplitude o circuito de
controlo dispara um gerador de frequéncia fixa que emite impulsos até ao instante
em que u(t) se anula. O nimero de sinais produzidos é por isso proporcional a am-
plitude de V, e é este nimero que ¢ contado e afixado no visor. Neste caso o erro



de leitura é a menor unidade que se pode ler no visor. Para minimizar este erro
deve selecionar-se a escala que proporciona o maior nimero de algarismos signifi-
cativos.

Como vimos. o processo de medi¢do num multimetro ndo é instantineo e por
isso se observa por vezes uma flutuacio descontinua de valores quando a gran-
deza é varidvel. Os multimetros digitais permitem medir em geral ddp no intervalo
10+ a 107 V e para um intervalo de frequéncias de 50 Hz a algumas centenas
de Hz.

O circuito descrito € facilmente adaptado a leitura de intensidades de corrente, bas-
tando para isso fazer passar a corrente a medir através de uma resisténcia interna conhe-
cida e aplicar a ddp gerada & entrada do amplificador. Tipicamente estes multimetros
medem correntes entre 10~ e [ A.

Se bem que o aparelho ideal devesse ter resisténcia interna infinita no caso do
voltimetro e nula para o amperimetro, mesmo os multimetros digitais apresentam
valores que nio sdo os ideais, especialmente os de baixo custo. Antes de usar um
multimetro deve sempre controlar-se com um outro o valor das resisténcias internas
de cada escala e anotar os seus valores, para eventuais correccoes is medigoes rea-
lizadas.

O erro que se comete numa medicdo, devido a niio considerar a resisténcia interna
da escala seleccionada, é do tipo sistematico e pode ser eliminado se medido.

Para medir resisténcias os multimetros possuem um gerador de corrente. Quando se
quer medir uma resisténcia liga-se as extremidades da resisténcia a entrada assinalada
com £2 e, mais uma vez, o que se mede € a ddp criada pela passagem da corrente conhe-
cida na resisténcia a medir. Existem escalas de 0.1 € a 20 M£. Quando a bateria estd
descarregada aparece no visor a indicaciio de Low Battery.

Quando se usa o multimetro na fun¢do de ohmimetro, o botio DC/AC, respectiva-
mente assinalado pelo simbolo HIV e LOV, garante que a ddp aplicada é inferior a 3 V
na posi¢cdo OUT ou inferior a 600 mV na posicio IN. Esta op¢io é importante quando
se I& a resisténcia de componentes sensiveis a ddp, como para a generalidade dos semi-
condutores. Neste caso, usando o selector em IN (LOV), garante-se que a tensdo apli-
cada € inferior a 0.6 V, e por isso inferior & ddp de polarizacio da generalidade dos semi-
condutores.

— Quando se faz uma medigdo de ddp ou corrente deve seleccionar-se sempre primeiro
a escala de maior alcance para de seguida comutar para a escala que nos permite ter o
maior ndmero de algarismos significativos.

Dois fusiveis, um para correntes baixas (<2 A) e outro para correntes mais eleva-
das (=2 A), protegem estes aparelhos de correntes excessivas.






APENDICE 3

Fontes de Tensao e de Corrente Eléctrica

Fonte de tensao

Uma fonte de tensdo é um dispositivo que estabelece uma diferenca de potencial
aos seus terminais, independente da resisténcia do circuito que alimenta, ou seja, in-
dependente da corrente debitada. Por isso uma fonte de tensio ideal ndo tem resisténcia
interna. As fontes reais apresen-

tam sempre uma resisténcia in-

terna ainda que possa ser muito ¥ v Ri=(VoViM
pequena (algumas vezes de ape-
nas I mQ). Os grificos apre-
sentam as curvas caracteristicas
de uma fonte ideal e de uma fonte I
real com indica¢do da forma de

calcular a sua resisténcia interna.

Uma fonte de tensio pode ser alterna ou continua, consoante a tensio forne-
cida varia ou ndo com o tempo. Uma fonte de tensio real é representada pelo
modelo do esquema ao lado em que os simbolos Ve ou +®_

R, ~ representam uma fonte ideal. As fontes que fornecem ddp varidvel no tempo
sao igualmente designadas por geradores de sinais.
Na apresentagio de uma fonte de tensdo, quando nio se men-
ciona o valor da sua resisténcia interna, entiio ela deve ser conside-
1L

rada como ideal.
Sao exemplos dos dois tipos de fonte de tensio: ]-_

s CONTINUA — as pilhas (simbolo representado ao lado), as fontes
«electronicas» em que a ddp € obtida a partir da rectificacio e alisa-
mento de uma ddp alterna.

# ALTERNA — os dinamos, a tensio fornecida pela EDP (rede de distribui¢do de
electricidade), geradores.

Existem muitos tipos de fonte de tensdo continua que podem ser usados no labora-
tério. Um modelo adequado deve ter as ddp de mais frequente utilizagdo como sejam
duas tensoes de +5 V e duas ddp de saida simétricas e reguldveis V., isto é, quando
uma € +V, a outra € —V,. O ajuste sendo feito com o mesmo potenciémetro permite a
variagdo entre 0 V e £ 12 ou + 15 V, diferengas de potencial necessérias para alimentar
transistores ¢ amp op. As saidas da fonte devem situar-se na parte anterior, assinalada
a vermelho a positiva, a azul a negativa e os terminais ligados 2 massa (0 V de refe-
réncia) a preto.

A estas fontes pode estar associada uma base de contactos que permite montar
prototipos de circuitos eléctricos. Nesta base podem ter-se igualmente disponiveis
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as ddp referidas. Os contactos eléctricos destas placas sdo em geral como os defini-
dos na figura, tendo sido feita uma escolha arbitrédria para as linhas de alimentac@o.

—112\" +12\~"\L ?ssa 45V

=] ooooEigoo oooo i

| ooooinjioioog oooog

=) oooo ool oo oooo L .

io ooooiniinoioo oooo Ligagoes verticais conectadas

Ha] oooo oo og oooo o internamente entre si

o ooooio; ol oogo o

(o ooooio;io oooo o)

H oooo o g gooo o

=] ooooig o oooao ol /

o oooo iof o gooo o

H=| goooioi o oooo o)

Hl ooooigiio m oooo io;

io oooo oo 8o ooooio;

o ooogioiooog oooo ig;

;3 "BLE‘E“‘%JQ S EE. C“:":'g o emplos de algumas iigagﬁeshori_zouta.is.
o oooo oo oo 3 Ca-?agrupode4cnntactosesw ligado
0 oooo o ioiog internamente, mas os grupos estiio isolados
o oooo o ioloo entre si.

=} oooo g inioo

Existem igualmente muitos tipos de fonte de tens@o varidvel no tempo (geradores

de sinais). Damos o exemplo de uma fonte construida no Departamento de Fisica da

Amplitude do
Sinalginusoida) Sinal wiangular
Safda niip linear com fase varidvel Sinal sinusoidal
de niveis ldgicos Sinal triangular principal
Sinal quadrado
Fonte de corrente entre =10 ¢ +10 V Amplitude dos dois
sinais sinusoidais
¥ 4 N v
E[ [e] [e] F E IE! AM A Nom [¢] ~
Frequéncia para
ks o] o] [e]|e]|e \
Entrada do sinal de tensdo \ s \
Fase da sinusoidal
que controla a fonte de comente secunddria Nivel DC d
a

Vi m sinusoidal Contactos

Contactos de selecgio da gama de e ]

frequéncias: em cima - baixas freq. praveIpel i

Var E!\ em baixo - frequéncias altas
: » o Controlo da forma do sinal sinusoidal
Tensdo de varrimento (niio devem ser tocados)
FCL M /
FISICA o]

Ligagdes & fonte
de alimentagio:
Preto: massa
Vermelho: +12V
Azul: -12V

Faculdade de Ciéncias de Lisboa! que pode fornecer duas ddp sinusoidais (principal e
secunddria), uma ddp triangular e duas ddp quadradas, todas com frequéncia ajustdvel

| Gerador de Fungées, V. S. Oliveira e I. Sousa Lopes, Gazeta de Fisica 8 n.° 4 (1985), p. 136-139.



entre 5 Hz e 50 kHz. A amplitude das fungoes triangulares e sinusoidais é ajustdvel entre
0 e 10 V. A fase da onda sinusoidal secunddria, para uma frequéncia vizinha de 1 kHz,
pode variar entre 0 e 180° relativamente as restantes ondas. Uma das fun¢des quadra-
das tem uma amplitude fixa de =5 V e a outra reguldvel entre 0.1 e 4.5 V. Um nivel de
tensdo continuo pode ser adicio-
nado a ddp sinusoidal principal.
O controlo externo da frequéncia
permite obter um gerador de
varrimento., A figura da pdgina
anterior explicita as saidas bem
como 0s potenciémetros de con-
trolo e o selector de frequéncia.
A figura ao lado ilustra um
gerador de sinais comercial.

~
=
FUNCTION GENERATOR

Fonte de corrente

Uma fonte de corrente ideal fornece uma corrente cujo valor ndo depende da ddp aos
seus terminais, porque tém uma resisténcia interna infinita. As fontes de corrente reais
ndo mantém a ddp constante porque apesar de terem uma resisténcia elevada, esta nio
¢ infinita. Os grificos apresentam as

curvas caracteristicas de uma fonte

ideal e de uma fonte real, com indica- ! vt Ra=Vifglp
¢do da forma de calcular a sua resis-
téncia interna.

<

As fontes de
corrente podem
ser de corrente
+ continua ou de o 1
C) [] Rin corrente varidvel

no tempo. Uma
3 fonte de corrente real representa-se pelo modelo da figura em que

o simbolo -—@—' representa uma fonte de corrente ideal.

Sdo exemplos de fontes de corrente a célula fotovoltaica, fotodiodos e o transistor.

O gerador de sinais descrito anteriormente inclui uma fonte de corrente que pode
ser constante ou varidvel no tempo. A corrente € proporcional a tensio aplicada ao ter-
minal de controlo V; do esquema do referido gerador. O coeficiente de proporcionali-
dade € 1 mA/V =1 mQ-'. A corrente fornecida estd em fase com a ddp aplicada e pode
variar no intervalo [-10 mA, 10 mA].

As fontes de corrente mais vulgares que existem comercialmente sdo capazes de
fornecer uma corrente maxima de 0.5 A. Existem outras fontes que fornecem correntes
de 3 ou 6 A dentro de custos ainda razodveis.
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APENDICE 4

Medidores de Comprimento

Nonio

ara se obter na medigao de comprimentos com uma régua graduada uma precisio
superior a meia divisdo da escala principal associa-se a esta uma segunda régua
deslizante, o nénio. No nénio estdo marcadas n divisdes cujo comprimento é equivalen-
te ao de n —1 divisdes da escala principal. Desta forma, cada divisdo do nénio y é menor
que o comprimento de uma unidade a da escala principal, e o seu valor é dado por

ny=(n-1)a ou y=

A marca zero do nénio designa-se por LINHA DE FE do nénio.

Quando se mede um comprimento que ndo coincide exactamente com uma divisio
da régua, o valor da grandeza serd um niimero inteiro de divisdes da escala principal
mais uma frac¢@o de divisdo a determinar. A figura ampliada de uma escala milimétrica
exemplifica esta situacdo.

Escala principal

'H||||H||:|||||||||’ ||H||!|J||r

Noénio

——).'
0

Se a régua tiver associado um nénio, x pode ser estimado com maior precisdo obser-
vando o ponto em que uma divisdo do nénio coincide com uma divisdo da escala. Su-
ponhamos que isso ocorre para a divisdo / do nénio. Nesse ponto tem-se uma igualdade
de dois comprimentos (indicados na figura), um que € dado por la na escala principal, e
0 outro que € x+ly no nénio. Assim, atendendo ao valor das divisdes do nénio, tem-se

x=1—=—
n

Tudo se passa como se o nénio amplificasse a escala principal, dividindo a unidade
a em n subdivisdes, mas evitando o incémodo da leitura de um tdo grande nimero de
tragos numa escala (alguns sistemas de medida possuem por exemplo uma lupa). Deve-
-Se no entanto salientar que o nénio nio permite obter uma precisdo superior aquela com
que os préprios tragos das escalas sdo marcados. Por isso 0os nénios mais vulgares tém
10 ou 20 divisdes, encontrando-se ainda nénios de 50 divisdes.
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No exemplo da figura temos um comprimento L com um valor entre 51 mm e
52 mm. Sem o auxilio do nénio ele seria medido como L = 52 mm. Com o auxilio do

noénio, o resultado da medic¢do passa a ser L = 51.7 mm. Este valor é obtido pela soma
do mimero exacto de divisdes na régua (51 mm) com a leitura do nénio de / = 0.7 mm.
O valor obtido é preciso & décima de milimetro.

A razido TC: é designada por NATUREZA DO NONIO e é o menor comprimento

que se pode medir exactamente com o nénio adaptado a régua. A situagdo mais vulgar
€ ter ¢ = Imm e os nonios serem de décimas (n = 10) ou de vigésimas{(u =20). O erro
de leitura com um nénio € metade da divisdo da escala principal dividido pelo nimero

de divisdes do nénio, AL = ZL . No exemplo da figura a unidade da escala principal é
n

o milimetro e o nénio é de décimas, pelo que o erro vale AL = 0.05 mm. A expressdo
correcta das leituras efectuadas com e sem nénio sdo respectivamente

L=51.70£0.05 mm e L=520%0.5 mm

Com o nénio a precisdo é dez vezes superior.

-

Craveira

S

A craveira € usada para medir didmetros externos, didmetros internos e profundidades.
Para esse efeito, a craveira dispde de trés anteparos ABC rigidamente ligados a escala
principal e que servem de referéncia. Os anteparos méveis A'B’C’ devem coincidir per-
feitamente com os fixos, na leitura do zero da escala. Para que estes bordos nio se des-

7
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A’

&\\\\\

gastem com o tempo, o material da craveira deve ser um metal duro. Para medir dia-
metros externos (a) usa-se a parte inferior dos anteparos AA’ e para os internos (b) a
parte superior BB’. Para medir profundidades (c) faz-se deslizar o espigio C". Para uma
craveira (como a da figura) com a escala principal em milimetros e com um nénio de
vigésimas associado, a precisio da medida ¢ de 0.025 mm.



Micrémetro ou palmer

Um micrémetro ou palmer é um instrumento mecinico que permite medidas precisas
de pequenos comprimentos ou espessuras. Como se vé na figura a escala principal grava-
da num cilindro tem associada uma manga com 50 divisdes, que se desloca ao longo da
escala principal por rotagdo. Este sistema de escalas estd soliddrio com duas esperas (A
e B na figura). Uma rotagdo completa da manga corresponde a uma abertura das espe-
ras de 0.5 mm, e portanto cada divisdo deste tambor vale 0.01 mm. O comprimento a
medir é colocado entre as esperas e a leitura da escala principal deve adicionar-se o
nimero de divisdes da manga que passem 0 zero. Neste tipo de instrumento devemos
ter em atengiio se o zero do tambor coincide com o zero da escala principal quando as
esperas estdo em contacto. No caso de isto ndo

suceder temos um erro sistematico na medida,

conhecido por ERRO DO ZERO. No entanto %
este erro ndo afectard o resultado final desde 5

que ele seja medido e depois subtraido ou S =

somado conforme o zero da manga estd adian- g

tado ou atrasado em relagdo & escala principal. N
Os comprimentos medidos com este aparelho L/'\I

possuem grande precisdo. O erro de leitura no

caso do palmer exemplificado é de 0.005 mm.

Com uma régua normal graduada em milimetros o erro de leitura é 0.5 mm, donde com
o palmer a medida ser 100 vezes mais precisa.

|

1l

/
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APENDICE 5
Detector Geiger-Muller

detector de Geiger-Muller baseia-se na propriedade ionizante das radia¢cdes para
as detectar. Em geral é um tubo cilindrico metalico que encerra no seu interior
um gas, por exemplo argon, e um eléctrodo positivo, o dnodo, que esté ligado a um cir-
* cuito eléctrico exterior. O invélucro metdlico serve de eléctrodo a potencial zero (ca-
todo). Numa das bases do cilindro o metal € substituido por um material menos absor-
vente (mica ou grafite) e esta base designa-se por janela do detector que deve estar virada
para a fonte radioactiva.
As radiacbes detectadas por este tipo de detector sdo as particulas carregadas alfa
e beta e mesmo a radiaciio X e gama de baixa energia. Estas particulas, ao interac-
tuarem com a matéria, provocam a ionizacao dos dtomos, i.e., arrancam um electrdo
(carga negativa) ao dtomo, transformando-o numa carga positiva (ido +). O electrdo
¢ entdo atraido para o dnodo, positivo, ndo se recombinando com o ido que se des-
locara para o eléctrodo a potencial zero (cdtodo), embora mais lentamente por ser
mais pesado que o electrdo. A ionizagdo primdria € sucedida de outras ioniza¢des em
maior ou menor nimero consoante o campo eléctrico que existe em torno do &nodo.
Cria-se assim, um sinal eléctrico porque os electrdes ao atingirem o eléctrodo posi-
tivo provocam um abaixamento do potencial deste. O sinal desaparece quando o ido
atinge o citodo, uma vez que a ddp original € restabelecida. O tempo tipico de for-
macdo do sinal é de 2x10-* s. Este sinal eléctrico permite assim a detecgdo da ra-
diacdo que atravessa o detector. O valor da ddp define o tipo de detector. S6 se obtém
um detector Geiger quando a amplitude do sinal é independente da ddp aplicada ao
dnodo.
Um sistema completo de detec¢do Geiger-Muller é constituido pelo detector, uma
fonte de alta tensdo para polarizar o dnodo a um potencial conveniente e um sistema de

Moléculas de gds
ionizadas

AN
C 'I o
|
il ]
Fonte Unidade de
radioactiva R contagem

contagem. Na figura apresenta-se o esquema de um sistema de deteccdo com a des-
crigdo dos efeitos da passagem da radiacio através do detector e o processo de for-
magdo do sinal eléctrico resultante. A capacidade C tem por funcéo filtrar do sinal de
saida a tensdo continua aplicada ao 4nodo. O sinal obtido, de centenas de milivolt,
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pode ser observado ao osciloscdpio ou contado num contador digital. Por vezes a pre-
sen¢a da radiagdo ¢ manifestada através de um sinal sonoro. Como os contadores em
geral aceitam apenas sinais positivos, e o sinal gerado é negativo, existe um inversor
de sinal entre o detector e o contador. O detector de Geiger-Muller limita-se a reve-
lar se existe ou ndo uma radia¢iio, sendo incapaz de medir a sua energia ou qualquer

outra caracteristica.



APENDICE 6
Seguranca no Laboratorio

A-‘, regras de seguranga que vamos enumerar devem verificar-se no laboratério ou em
qualquer outro local onde existam instalagdes e aparelhos eléctricos, produtos qui-
micos perigosos, substancias radioactivas, equipamentos mecénicos especiais ou radia-
¢oOes ndo ionizantes.

Normas para equipamento eléctrico

Os equipamentos eléctricos devem ter sempre ligagdo a terra (massa ou ground). Esta
ligacdo garante-se nas tomadas com trés pernos. Se os aparelhos ndo tiverem este tipo
de tomada deve improvisar-se uma massa ligando um fio de cobre do aparelho a uma
tomada de terra. Nao se deve usar a ligaco a canos de dgua pois hoje em dia as cana-
lizagSes sdo de material pldstico.

Na realidade, quando um aparelho ndo possui ligacdo a terra, se por qualquer razdo
se quebra ou se pde em contacto com a caixa do aparelho um ponto do circuito, a caixa
carrega-se electricamente e ao tocarmos nela teremos a conhecida sensagio de choque
eléctrico. O nosso corpo, sendo condutor, fecha o circuito e permite a descarga do
aparelho para a terra. Com uma ligacdo feita a terra, a descarga processa-se através
dela e ndo hd perigo de choque. Ambas as situagdes estdo exemplificadas nas figuras
seguintes.

Condutor interrompido
em contacto com
a caixa metilica

Lyl o o
~y = e
/ a e

Tomada de

2 pernos
+

El \
\
1
1
\“ ‘: -
e et e ———— e - p———————

A sensacdo de choque, ou em caso extremo a morte, € devida ao facto do nosso
corpo apresentar uma resisténcia eléctrica que pode variar entre 100 e 10° £ conforme
as situacgdes. A resisténcia eléctrica ¢ minima no caso de termos a pele hiimida e mdxima
quando calgamos ténis ou sapatos de sola de borracha espessa. O que provoca o dano
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Condutor interrompido

€m contacto com
a caixa metilica

I——D
O [EE==
ergadude
I 3 pernos

nos tecidos e no coragdo € a intensidade da corrente eléctrica que passa, donde o valor
da ddp ndo ser determinante no acidente mas sim o estado de conductibilidade do corpo.

Vejamos quais os efeitos fisicos consoante a intensidade da corrente

I<1 Ligeiro formigueiro

I<I<10 Sensacio de choque

10<I<20 Espasmos musculares impedindo o individuo de se afastar do
ponto de contacto

[ =200 Pode ser fatal conforme exista fibrilagdo do coragdo ou para-

gem cardiaca. No segundo caso, se for rapidamente interrom-
pida a corrente ou reanimada a pessoa, o coracdo pode retomar
0 ritmo normal

1>200 Fatal na maioria dos casos

Resumo das principais regras de seguranca relativamente a circuitos eléctricos:

s Tomadas com ligagdo de terra;

= Sapatos de ténis ou com sola de borracha. As solas de borracha sio aconselhd-
veis no laboratério, pois para além de isolantes eléctricos evitam escorregar;
Sinalizadores de fontes de alta tensio e correntes fortes;
Ndo manusear o equipamento eléctrico com as méos molhadas.

Normas para equipamento mecanico

No laboratério deve ter-se um cuidado especial quando se utilizam equipamentos cor-
tantes ou se deslocam grandes pegas recorrendo a grua ou guindaste. Esta dltima situa-
€0 ndo ocorre num laboratério universitdrio diddtico, mas pode ocorrer sempre que se
frequenta a oficina ou laboratérios de investigacdo. Para minimizar o efeito de um aci-
dente devem usar-se luvas espessas quando se manuseiam objectos cortantes ou de
superficie rugosa e usar capacete no caso de deslocamento de objectos pesados.



Normas para produtos quimicos

Todos os produtos quimicos que, por uma ou outra razdo, sejam
perigosos ndo devem circular livremente no laboratério. Devem
estar colocados num armdrio com etiquetas correspondentes
a sua perigosidade: téxico, venenoso, explosivo, corrosivo,
inflamdvel, etc.

Outros produtos, como os gases liquefeitos a temperaturas
muito baixas, ndo devem ser postos em contacto com nada, a ndo
ser com os recipientes que lhe sdo destinados. Se bem que o
contacto instantineo de alguns deles com a pele (ar ou azoto li-
quido) ndo seja perigoso, deve ser evitado.

Os gases comprimidos exigem cuidados especiais no que
respeita a abertura de viélvulas, que devem ser sempre aber-
tas lentamente e sob controlo de mandmetros. O desloca-
mento dos tubos, que devem estar ligados & parede ou a um
suporte, deve ser reduzido ao minimo porque em geral sio
muito pesados.

Inflamavel

Normas para produtos radioactivos e radiacdes ionizantes

Os efeitos prejudiciais da radioactividade sdo devidos a capacidade ionizante das parti-
culas (protdes, electrdes, alfa, etc.), radiagdo X e gama. Assim ao atravessarem oS (eci-
dos ionizam em especial a d4gua de que somos feitos, provocando a formagio de radicais
livres perigosos efou concentrando energia podem provocar a queimadura dos tecidos.

Radiagio ionizante
lonizagdo directa do Tonizagio de moléculas
DNA como seja o H,O
Radiagiio + H,0> H,0+¢
Radiagio + H,0>H +OH

¢ +H,0>H+O0H

Oxidagio do DNA_
D““"d"‘];';i““‘ pelos radicais OH
0
Restauro Restauro
Staur o2
Efeitos biolégicos enzigiitico quimico
- Alteraciio genética
- Cancro -
- Esterilidade Sem efeito

DNA restaurado
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O efeito das radiagdes depende do tipo de radiagiio, da sua energia e do tipo de orgdo
afectado. Os quadros que seguem resumem estas ac¢des.

Raios X (E = 200 keV)

1 i b 4
Radiagdo gama 1 Medula 6ssea,
Electroes 1 génadas 0.005
Protdes 10 e
T 10 a 20 Pele, ossos, tiréide .03
Neutrdes lentos 3 Maos, bragos, pés 0.075
Neutrdes rdpidos 10 Outros 0.015

O significado das unidades referidas nos quadros pode ser consultado na sec¢io das Tabelas.

As fontes radioactivas que existam num laboratério didéc-
tico devem ser de baixa actividade, encapsuladas em materiais
rigidos e niio porosos (aluminio ou pldstico). Devem estar sem-
pre assinaladas com o simbolo de radioactividade e quando em
uso deve existir uma protec¢do de chumbo entre elas e o utili-
zador. As fontes devem ser arrumadas em cofres de chumbo
fechados. No laboratério deve haver um monitor de radiagoes
do tipo Geiger. . .

IEIJO ambiente existe uma radioactividade de que nio nos Matenals
podemos libertar, desde a radiacdo césmica essencialmente cons- radioactivos
tituida por mudes (particulas como os electrdes s6 que cerca de
300 vezes mais pesados), ao K, isétopo radioactivo do potassio vulgar que faz parte
do cimento (areia) usado na construgdo e que é igualmente constituinte dos 0ssos. A
tabela dd um resumo de como cada fonte radioactiva natural contribui para a radioacti-
vidade ambiente.

Natural

Raios cdsmicos 440
Radioactividade terrestre

e atmosférica 400
Radioactividade interna

do corpo 180
Tecnolégica

Diagnéstico médico 740

Centrais nucleares
¢ ensaios nucleares 40




A radiacdo ultravioleta, que faz a fronteira entre radiagdes electromagnética ionizan-
te € ndo ionizante, ¢ muito perigosa para os olhos. Quando se trabalha com este tipo de
radiacd@o € obrigatério o uso de 6culos especiais.

Normas para emissores de radiacdo nao ionizante

Laser

Num laboratério com laser, este deve estar sempre assina-
lado. O simbolo que indica a presenca de um laser é o indi-
cado na figura. Se este for de baixa poténcia, isto €, com 0.5
ou I mW, o seu funcionamento ndo impede a presenca de
pessoas na sala, mas NUNCA se deve olhar directamente
para o ponto emissor de luz. Se o laser for de alta poténcia,

quando em funcionamento ndo se pode estar na sala, a ndo Radiagﬁo
ser que o feixe de luz esteja completamente isolado do meio
ambiente. laser

Micro-ondas

A dgua é um bom absorvedor de micro-ondas e a energia que recebe destas provoca a
sua ebuli¢do. Este é um facto muito conhecido desde que os fornos de micro-ondas che-
garam a quase todas as cozinhas. Mas como também somos feitos de 75% de dgua € de
evitar a exposi¢io dos nossos tecidos a estas radiages para que ndo sejamos o nosso
préprio almogo.

Regras gerais em relacio a todos os perigos

m Conhecer os possiveis perigos.
m Nio estar sozinho num laboratdrio.
® Nio trabalhar em estado de cansaco.

m Exigir a existéncia no laboratério de um caixa de primeiros socorros devidamente
assinalada.

m Estar atento e cumprir todas as sinalizagGes.
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Expressoes Matematicas

POTENCIAS DE DEZ E NOTACAO CIENTIFICA

Em fisica existem grandezas de dimensdes muito pequenas, como a dimensdo de um
niicleo atémico (10 " m), e muito grandes como a distincia média da Terra ao Sol
(10+'" m). Para néio sermos obrigados a escrever niimeros com muitos algarismos recorre-
-se & representacdo em termos de poténcias de dez, designada por notacdo cientifica.

¢

107 = 1 000 000 000

103 = 1000
102 =100
109 =1
10-'=0.1
103 =0.001

10~ = 0.000000001

Raio da Terra=6378 000 m = 6.378x 105 m
Raio do Atomo de Hidrogénio = 0.000 000 000 0529 m = 5.29x10-"' m

POTENCIAS E LOGARITMOS

1 ;
T =3
yoym = yaem

¥ n-m
y" =1
(y)m= yom
Vy=y®

Logaritmo decimal

y=10" ou x=logy
log xz=log x + log z

A

2 =log x ~ log z

log

log x* =alog x
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Logaritmo natural ou neperiano

y=e* ou Iny=x

Relacdo entre os dois tipos de logaritmos:
Iny=1In (10%y)=In 10xlog y = 2.3026 log y
Logaritmo na base a

Iny ‘

n
log,y = Ina

PERIMETROS, AREAS E VOLUMES

Perimetro da circunferéncia de raio r P=2nr
Tridngulo de base be alturah A = % bh |

Area do circulo de raio r A=mnr?

Cubo de aresta { A =62 V=>p
Paralelipipedo de arestas a,b,c V =abe
Esfera de raio r A=4nr? Vi= % mrd
Cilindro de raio r e altura h V =mnr?h

FUNCOES TRIGONOMETRICAS BASICAS DO ANGULO 9

lado opostode 6 _ y

Sl = hipotenusa r

lado adjacente de 6 _ x
cos = - = —

hipotenusa r

tg § = lado opostode 6 _ y .
£9= Tado adjacente de § X i
seu:(-}zL cc‘:secﬁ*:L r&otgﬁ:L

cos @ sen @ tg 0

276
RELACOES TRIGONOMETRICAS

cos X +cosy=2 [cos —;—-{x—y)cos%(x+y}]
cosx —cosy =2 [sen %(x—y) seni(x+y)]

2

sen x + seny = 2 {cos%(x—y) sen% x+y)
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sen X —seny =2 [sen% (x —y) cos % (x+ )l
cos (X +y)=COoS X COS Yy —Sen x seny

COS (X —y) =COoS8 X COS ¥ + Sen X sen y

sen (X +y) =sen x cos y + cos X sen y

sen (X —y)=Senx cosy —cos X seny

2sen X cos y = sen (x+y) + sen (x—y)

2C0s X COS ¥ = COs (X+Y) + cos (X—y)

2sen X sen y = cos (X—y) — cos (X+y)

c0s 2X = cos? X —sen’y

sen 2x = 2 sen X cos X

sen?x+cos?x=1

cos? X = 1 (1 +cos 2x)

sen%&:% (1 —cos 2x)

DESENVOLVIMENTO EM SERIE

(1xx)"=1xnx+ "(n”zll) XF 1’{11”1);:1—2))(3

m nn+1)x? n(n+1)(n+2)x?
|l —x)"=1l-nx+ 2 - 3 +
BT 4 +x3+x3+x“+ - |
Er= X T TRy TR para x rea

x-‘ X3 x7

+..sen<Oparax®<lex=1

se n >0 para x real

se x2< 1
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Sen X=X '— L TR TR para x real
cosx:l—"‘z(3 z—:—g—?+ para X real

3 4
log(]+x}—x——+%—%+ x2<le x=1

lOg (].'—X)—-— X+§T+'§- +‘a"f' g

x2<lex=1



DERIVADAS
Nas formulas u e v sdo fungdes de x, a ¢ n sdo constantes reais.

da
— =
dx

dx
dx

d(ﬂu) du ‘
dx dx

d(uv) —u dv du
dx dx dx

d | I d
=5
d u I du u dv
e e

dx dx
dlog,w) _ 11 du
dx Ina u X
dinw _ 1 du
dx u  dx
dev . du
dx dx
d(sen u) = o5 du
dx :
d(cos u) —— du
dx
o dtgu) _ o2y du
278 dx X
INTEGRAIS

Nas férmulas u e v sdo fungdes de x, a e n sdo constantes reais.
Ja dx = ax
Ja f(x)dx=a ff(x) dx
Ju+v)ydx =fudx + v dx
Judv=u v—Jvdu
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Ix"dxz Xe excepto para n = —1
n+1 s

jd—lenx

X

Jerdx = e*

Je= dx=e—“
a

f]nxd:(:xlnx—x

NUMEROS COMPLEXOS

z=a+bj ¢ um nimero complexo, a e b sdo reais e j = V-1 é a unidade imagindria.
O primeiro termo (a) € designado por parte real e o segundo (bj) por parte imagindria.
A propriedade fundamental da unidade imagindria é a seguinte:

jrj=j=-1

Todas as operagdes algébricas podem ser efectuadas com nimeros complexos

(a+bj)Et(c+dj)=(atc)+(btd)j
(a+bj)(c+dj)=(ac=bd) + (bc + ad)j
a+bj _ (a+bj)(c—dj) _ (ac+ bd)+ (bc —ad)j

c+dj ~ (c+dj)(c—dj) ~ c2+d?

O complexo conjugado de z = a + bj representa-se por z* e é igual a

z¥=a-bj

O médulo de um nimero complexo, z = a+bj, € o produto dele pelo seu conjugado,
lzl=la+bjl=(a+bj) (a=bj)=Va2+b?

Pode representar-se graficamente um nimero
complexo a + bj. Para tal, traga-se um sistema de
eixos prependiculares em que o vertical € o eixo
imagindrio e o horizontal o real. No grifico junto
estdo representados trés nimeros imagindrios e
um real.

Nos célculos com niimeros complexos, € por
vezes comodo interpretd-los em termos de vec-
tores definidos pela origem dos eixos e pelo
ponto (a,b). Na figura representa-se o complexo
a+ bj e o vector correspondente. Existem toda-
via diferencas essenciais entre vectores e nime-
ros complexos. Aqui 0s vectores sdo apenas uma
representagdo geométrica.

Im¢_ _
2.5
(2.8+1.2))
-t
i B T T ; T T RE
sl
(=)
279
Im p= ||a2 o bZ
b = j
g0 =2 z=a+bj
a
9
b
a
(4] a Re
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O ponto de coordenadas (a,b) fica igualmente definido a partir do comprimento p
do vector e do dngulo 8 que este faz com um dos eixos, como se pode ver na segunda
figura; a partir dela também se pode estabelecer p e 6 em funciodeaeb

p=va’+b?* e O=tg’ B,

Esta formulacdo designa-se por representagio trigonométrica dos nimeros imagi-
ndrios, os nimeros imaginarios podem ser expressos do seguinte modo:

z=a+bj=p(cosB+jsen0)

Existe um teorema que permite escrever um nimero complexo sob a forma expo-
nencial,

e =cosB+jsen®

demodoquez=a+bj=lzle®f=pcosO+jpsend

Separando o nimero complexo em parte real e imagindria tem-se: Re (pe’®) = p cos 6
e Im(pei®) = p sen 6.

NOCAO DE ANGULO SOLIDO

O espaco incluido na superficie
cénica que projecta uma superfi-
cie S a partir de um ponto exterior
O, define o dngulo sélido da su-
perficie. O dngulo sélido mede-se
pela superficie Q que resulta da
interseccdo do cone de raios pro-
jectantes com a superficie de uma
esfera de raio unitdrio, como se
ilustra na figura. Para um elemen-
to de drea dS a distdncia R de O
e com a normal N a fazer um an-
gulo 8 com a direc¢@o projectante
OP, o elemento de dngulo vem

ds’ 5 0.dS
dado por dQ2 = R :%.

A esfera de raio unitdrio tem uma drea de 4 & pelo que todo o espago ocupa um an-
gulo sdlido de 41 esterradiano.
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Sistema Internacional de Unidades (SI)

yota 102 Y deci 10-! d
zeta 102! Z centi 10-2 C
exa 1018 E mili 103 m
peta 1015 P micro 10-¢ M )
tera 1012 1} nano 10-° n
giga 10° G pico 10-12 p
mega 106 M fento 10-1% f
kilo 103 k ato 10-18 a
hecto 102 h zepto 102 7
deca 10! da yocto 10-2 y
Em geral USA

106 milhdo milhdo

10° mil milhoes bilido

1012 bilido triliio

R
§§;]i caifisinii |

GRANDEZA DIMENSAO UNIDADE
comprimento L m (metro)
massa M kg (kilograma)
tempo T s (segundo)
corrente eléctrica 1 A (ampere) 781
temperatura o* K (kelvin)
quantidade de matéria N* mol (mole)
intensidade luminosa  J* cd (candela)

* esta notagdo para a dimensiio ndo deve ser confundida com as designacdes mais cor-
rentes de O para dngulo, N para a unidade de for¢a newton e J para a unidade de traba-
lho joule.
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Grandeza de Base
Nome (Simbolo)

Unidade de Base  Dimensio de Base

Nome (Simbolo)

Definicao
(data de adopc¢io)

comprimento (1)

metro (m) L

Im = comprimento do tra-
jecto da luz no vazio no
tempo de 1/299 792458 5

- (1983)

massa (m)

quilograma '{-kg) M

I kg & massa do proté-
tipo internacional quilo-
grama (1901)

tempo (t)

intensidade de

(D

temperatura (T)

quantidade de
matéria (n)

s = duragdo de
9192631 770 periodos
da radiagdo da transicdo
entre os dois niveis hi-
perfinos do estado fun-
damental do dtomo de
33Cs (1967)

1 A = intensidade de
uma corrente constante
que mantida em 2 con-
dutores paralelos, recti-
lineos, de comprimento
infinito, sec¢iio circular
desprezivel e a distan-
cia de 1m no vazio pro-
duz uma forga de 2x10-7
N/m (1948)

1K = 1/273.16 tempera-
tura termodindmica do
ponto triplo da dgua
(1967)

a mole € a quantidade de
matéria de um sistema
contendo tantas entidades
elementares quanto os
dtomos que existem em
0.012 kg de C'2 (1971)

segundo (s) _ T

ampere (A) 1
corrente eléctrica

kelvin (K) [e)

mole (mol) N

candela (cd) ]

intensidade
luminosa (I,)

1 cd = intensidade Tumi-
nosa numa dada direc¢io
de fonte que emite radia-
¢do monocromdtica de
frequéncia 540x10"? Hz e
cuja intensidade nessa
direcgio é 1/683 Wsr!
(1979)

! Este quadro foi elaborado com base no livro Sistema Internacional de Unidades de Guilherme de
Almeida referido na bibliografia,
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Grandeza de Base  Unidade de Base  Dimensdo de Base  Definiciio

Nome (Simbolo) Nome (Simbolo) (data de adopgio)
angulo plano (o, B, radiano (rad) adimensional 1 rad = dangulo plano
v, 6) compreendido entre 2

raios que, na circunfe-
réncia de um circulo, in-
tersectam um arco de
comprimento igual ao
raio desse circulo (1960)

angulo sdlido (2,®) esterradiano (sr) adimensional | sr = dngulo sdlido que
tendo o vértice no cen-
tro de uma esfera, inter-
secta na superficie desta
uma drea igual & de um
quadrado tendo por lado
o raio da esfera (1960)

Dimensao de uma Grandeza Fisica

E possivel expressar qualquer grandeza fisica Y em fun¢io das grandezas de base
do S.I. (M, T, L, I,...) e esta representagio designa-se por EQUACAO DIMENSIONAL.
DIMY =[Y]=A*BFCY D5, .,

A, B, C e D representam grandezas de base e o, B, ye & s@o os expoentes dimensio-
nais que indicam o ntimero de vezes que a grandeza de base intervém. A dimensdo de
uma grandeza fisica derivada representa-se entre parénteses rectos.

Quando existem vdrias relagdes matemadticas para a mesma grandeza, deve verifi-
car-se a HOMOGENEIDADE DIMENSIONAL das equagdes fisicas, isto é, quando se
igualam as duas equagdes deve haver igualdade dimensional entre o termo da esquerda
e o da direita da equacio. Esta homogeneidade pode ajudar na atribuigio de dimensio
as constantes e a identificar relagbes matemdticas entre diversas grandezas.

Exemplo I: A acelerag@o da gravidade g tem por dimensdo LT -2, Quando obtida a partir do
: . ‘ |
movimento do péndulo simples tem-se que g é dada a partirde T=2n \‘I i . Neste caso g tem
g
igualmente, como se esperava, a dimensdo de LT -2 porque 21 ¢ uma constante adimensional.

Exemplo 2: Uma particula de massa m e carga eléctrica ¢ € sujeita a um campo eléctrico E
adquirindo uma aceleragiio a.
A forga «meciinica» em modulo serd F = ma e a forca eléctrica, também em mdédulo F=¢E.
As duas forgas sdio dimensionalmente idénticas. Por um lado
[F]=M LT
e por outro
[FI=[Q][E]=IT'LV]=IT'L'IL2MT*I"'=MLT"?

como se queria provar.
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Exemplo 3: Ao fazer uma experiéncia sobre a velocidade de propagagio v de ondas transver-
sais numa corda, verificou-se que esta ¢ dependente da tensdo T a que a corda estd sujeita e da
massa /m da corda por unidade de comprimento. A partir da homogeneidade dimensional é pos-
sivel estabelecer como a velocidade depende da tensio e da massa.

Assim, v € proporcional a T m*, v = kT“m* em que k é uma constante adimensional.

Como as dimensdes de uma velocidade séo [v] = LT e a tensdo 7 é uma forga logo a sua
dimensdo serd: [T] = MLT? e a massa por unidade de comprimento tem por dimensio

[m] = ML-".
Devido a homogeneidade
V] =[T]* [m]Pie. LT-' = (MLT-3)% (ML )8 ,
Obtendo-se para M O=oa+J
L Il=a-B
T -1=-2«
assim, o = 4 e e portanto v =k LA
assm, 0= 7, P == 5~ ¢ P B \J m

Exemplo 4: A lei da atrac¢do universal estabelece que a forca entre duas massas m e m' a

: i AL ; mm' .
menos da constante G varia na razio inversa do quadrado da distincia, i.e., F=G 5 A partir

da homogeneidade dimensional estabelece-se a dimensdo de G, que é:

[F]=MLT-?=[G]M?L? donde [G]=L*M-'T-

A constante universal da gravita¢do tem como valor e unidades: G = 6.67x10-"' m* kg-! -2,

Grandeza Unidade SI Dimensdo Equagao

Nome (Simbolo) Nome (Simbolo) de Base de Definigio

area (A) metro quadrado (m?) L? 1;.15

volume (V) metro ctbico (m?¥) L} LiLs.14

periodo (T) segundo (s) T intervalo de tempo no

qual um fenémeno pe-
riddico efectua um ciclo

frequéncia (f, v) hertz (Hz ou s-') T-! f=1T

frequéncia angular () radiano por segundo b
{rad s-1)

fase (¢) radiano (rad) 1

comprimento de onda metro (m) L

)

velocidade (v) metro por segundo LT v =dr/dt
(m s

aceleracdo (a) metro por segundo LT a=dv/dt
quadrado (m s°?)

massa vollimica quilograma por metro ~ ML p=m/V

ou densidade (p) ctibico (kg m)

forga ou peso (F ou P) newton (N) MLT-? F=ma

momento de uma for¢a (M) metro newton (m N) ML2T-

* A escrita a carregado assinala o caracter vectorial das grandezas.
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Grandeza
Nome (Simbolo)

momento linear ou
quantidade movimento

(p)
momento angular (L)

momento de inércia (1)

trabalho (W)

energia (E)

poténcia (P)
temperatura celsius (1)
carga eléctrica (Q,q)
campo eléctrico (E)

potencial eléctrico,
diferenca de potencial
ou tensdo (V)
capacidade eléctrica (C)
resisténcia (R)
resistividade (p)
impedancia (Z)
poténcia eléctrica (P)
campo magnético (H)

indugdo magnética (B)
fluxo magnético (d)
induténcia (L)
distdncia focal (f)
poténcia de lente (1/f")
actividade (A)
constante de
desintegracio (L)
periodo de semivida
(TII"?.)

dose de radiacio
absorvida (D)

dose de radiaciio
equivalente (H)

i
Unidade SI
Nome (Simbolo)

quilograma metro por
segundo (kg m s-')

kilograma metro
quadrado por segundo
(kg m? s!)
quilograma metro
quadrado (kg m?)
joule (J)

joule (J)

watt (W}

grau Celsius (°C)
coulomb (C)

volt por metro (V m-')

volt (V)

farad (F)

ohm (Q)

ohm metro (€ m)
ohm (£2)

watt (W)

ampere por metro
(A m-")

tesla (T)

weber (Wh)
henry (H)

metro (m)

por metro (m~')
becquerel (Bq)
por segundo (s")

segundo (s)
gray (Gy)

sievert (Sv)

e B Bl o

—

Equacio

de Definigdo
p=my
L=rxp
[=¥m;?
W =F.Ar

P =dE/dt
t=T-273.15K
Q=1t
E=F/Q

V = W/Q
C=Q/NV
R=V/
p=RS/L
P=VI
F=IAlx B
F=B.S
L=®/

A =—dN/dt
A=A/N
T“zzlnzf‘l
D =E/m 285
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QUANTIDADE

carga elementar do protio
nimero de Avogadro
velocidade da luz
constante de Planck
constante de Boltzmann

permitividade eléctrica do vazio

permeabilidade magnética do vazio .,

massa do electrao
massa do neutrao

massa do protio

volume molar do gds ideal (PTN) v,
constante universal de gravitagio G

constante dos gases
s
e

SIMBOLO VALOR UNIDADE PPM+

e 1.602 177 33 1-»C 0.03

Na 6.022 136 7 102 mol ! 0.59

c 2.997 924 58 108 m s-! exacta

h 6.626 075 10-#]s (.60

k 1.380 658 10-23) K-! 8.5

£, 8.854 187 817..  10-2 Fm~! exacta
1.256 637 061.. 10 H m-! exacta

m, 9.109 389 7 10-3 kg 0.59
0.510 999 06 MeV/c? 0.30

m, 1.674 928 6 107 kg 0.59
939.565 63 MeV/c? 0.30

m, 1.672 623 1 10 kg 0.59
938.272 31 MeV/c¢? 0.30
2.241 410 10-2 m* mol-!
6.672 59 10-"m* kg's* 128

R 8.314 510 Jmol ! K-! 8.4

3.141 592 653
2718 218 828

NOME

SIMBOLO

comprimenio
comprimento
comprimento
volume
comprimento
comprimento
forca

energia
energia
massa
induciio magnética
temperatura
actividade
carga eléctrica
pressao
pressao
pressio
comprimento
comprimento
energia
aceleracio

I polegada (inch)
| pé (foor)

1 milha (mile)

1 barril (barrel)
angstrom

I fermi

1 dine

| erg

I electrao-volt
1

1

1

|

eV/c?
gauss
grau Celsius
curie
1 esu
1 atmosfera
760 mm de merciirio
760 torr
| ano-luz
| parsec
I caloria
I gal

inou"
ft ou’
mi

pc
cal
Gal

0.0254 m
0.3048 m
1.609x10* m
=120 m?
101 m

10-15 m

10-5 N

10-7 ]
1.602x10-1 ]

1.783%10-% kg

10-+T
1K
3.7x10" Bg

VALOR NO SI

1/2.997 924 58x10°C
1.013 25%10*Nm 2
1.013 25%10°Nm
1.013 25% 10" Nm-
9.460x10'5 m
3.084x101 m
4.1868 ]
10-*ms?

r+ ta b

YHandbook of Chemistry and Physics — A ready reference book of chemical and physics dara, D R
Lide 73™ ed. CRC Press 1992-1993.
* Incerteza relativa em parte por milhao.



EXPRESSOES MATEMATICAS

Simbolos Graficos para Circuitos Eléctricos
usados neste Manual

+ -
Fonte de tensido ou _il I_ Fonte de _/._

gerador de sinais corrente
Pilha Interruptor

£
Ligagdo a Ligagioda __— _%._

massa terra W 3 :
2 Resisténcia  Resisténcia varidvel

ou redstato

Potenciémetro Condensador Condensador Indutor

varidvel

© ¢ ¢ o H

Galvanémetro  Voltimetro Amperimetro  Ohmimetro Transformador

(©s0) M——ﬁ——»

Osciloscopio Diodo LED (diodo Diodo Zener
emissor de luz)

%F:‘\@— j>

Diodo Transistor Amplificador
varicap Fotodiodo NPN operacional amp-op

OUTROS SIMBOLOS COMUNS USADOS NOS CIRCUITOS ELECTRICOS

—W— —ﬂl—ou—[ﬂ——

Resisténcia Resisténcia Condensador polarizado
varidvel



TABELAS

Codigo de Leitura de Resisténcias

| — Resisténcias de baixa dissipagdo (P< 2W)

Cdédigo de cores: 4 riscas coloridas no corpo da prépria resisténcia

B

preto 0 100 .
castanho 1 10! 1%
encarnado 2 102 2%
laranja 3 103

amarelo 4 104

verde 3 103 0.5%
azul 6 108

roxo ¥ 107

cinzento 8 108

branco 9 10

dourado 10! 5%
prateado 10-2 10%
sem cor 20%

EXEMPLO

amarelo  roxo azuél dourado
4) M 10) (5%)

6
R=47%x10 £5% ou R=47MQ

2 — Resisténcias de Média e Elevada Dissipagio (P>2W)

288 . G : i
S@o em geral resisténcias bobinadas, com suporte cerdmico sobre o qual se enrola

um filo metdlico. O conjunto é montado dentro de uma estrutura cerdmica de forma para-
lelipipédica sobre a qual se escreve o valor da resisténcia e a tolerdncia. Na escrita a le-
tra R tem a fun¢do de virgula e nas resisténcias de valor elevado usa-se o prefixo SI es-
crito em maidscula no lugar da virgula.

EXEMPLOS
R47 =047 Q, IRO=1.0Q, 470R =470 Q, IK8 = 1.8 kQ, 18K = 18 kQ2, IM8 = 1.8 MQ
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Codigo de Leitura de Capacidades

Nem sempre € ficil ler o valor de uma capacidade escrito pelo fabricante, depen-
dendo muito das dimensdes fisicas do condensador. Contudo a sinalizagio do valor ndo
obedece em geral a nenhuma norma como no caso das resisténcias, dependendo mesmo
do fabricante.

CONDENSADORES ELECTROLITICOS sdo em geral de dimensio suficiente e
o valor da capacidade vem escrito normalmente.

Por exemplo: +500MF em que o sinal + significa polaridade (a respeitar) e MF sig-
nifica microfarad. '

EXEMPLOS de algumas regras seguidas por vezes nos condensadores de reduzidas dimensdes
Tipo Tantalo: cilindricos e prateados. Uma notagdo do tipo +4R7 significa 4.7 uF ou +475K é
o mesmo que 47x10° pF £10% de tolerancia.

Como os valores das capacidades sdo pequenos, em geral referenciados em relagio ao pF,
quando aparecem dezenas ou centenas em geral sfo pF.

Tipo Mylar: cilindricos e amarelos, uma notagdo do tipo 0.1MFD pode representar 0.01 pF

Tipo Cerdmico: formato de bolacha

Disco Z5U Z5U tipo
.02M 560 .02 pF e 560 pF M ~ 20% de tolerincia
1 kV 1 kV lensdo maxima que suportam
Cubo CKO05
101K 100 pF K ~ 10% de tolerdncia
200V tensdo maxima que suportam.

Aceleracdo da Gravidade em Virios Locais da Terra
(ao nivel do mar)

i —

i

i

AR

Equador 0.00¢ 0.780 31
Lisboa 38.71¢° 9.800 54
Greenwich 51.44¢ 9.811 70
S. Pittesbourg 59.95¢ 9.819 30
Pdlo Norte 90.00° 9.832 32 289

2 =(9.806 12 - 0.025 865 cos 2¢ + 0.000 058 cos? 2 — 0.000 00308h) m s 2
¢ — latitude geogréfica, h — altitude
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Espectro de Frequéncia
das Ondas Electromagnéticas

Comprimento de onda (nm)

il M
[=]
- i /
:I Espectro visivel j

Comprimento de onda (m)
‘——.—_

w0°  10° 10t 100 1 107 10t 10% 10° 10" 10 10™ 107
S N T il N O i AN VO 1 OO N i O N T s N |
Ondas longas Ondas de ridio VCL[']l'lf{l'-:?hD vtiﬂltéitla Raios X | Raios gama

T T A T T T T T T T 971 T T T T T T T 1
1010° /100 100 10° 10 10? w10 10® 10° 102 10*
’ _——— bt S i
/| Frequéncia (Hz) B
’ -
i Rédio] M “San
Rddiol LIM 2 b Canais| Uso maritimo e aeronduticn
Uso marftimoe | LW ﬁc\l{{o Uso marftimo, = [TV banda do cidadio
AcronAniic actonfuticoe’ || | > |14.69 rédio mével
| T T T T T T
10° 10° 10° 10’ 10% 10° 10" 10"
—
Frequéncia (Hz)

108 MHz

FM (Erequency Modulation) 88 a

SW (Short Wave) 2.3 a 22 MHz
MW (Medium Wave) 525 a 1625 kHz
LW (Low Wave) 150 a 350 kHz

cor violeta azul verde amarelo laranja  vermelho
cdo(nm) <435  435-490 490-570 570-595  595-605 >605




ESSOES MATEMATICAS

Probabilidade P (O < x;p < r] de um valor se situar

entre a média e r desvios padrdo P
Phi!iueml =2P
annulnlcml =P+0.5 0 T x’

r | 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 | 0.0000 0.0040 00080 00120 00160 00199 0.0239 0.0279 00319 ' 0.0359
0.1 00398 00438 0.0478 00517 00557 00596 00636 0.0675 00714 0.0753
0.2 00793 00832 00871 00910 00948 00987 01026 0.1064 0.1103 0.1141
03] 01179 01217 01255 0.1293 01331 01368 0.1406 0.1443  0.1480 0.1517
04 01554  0.1591 0.1628 01664 0.1700 01736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879
05| 01915 01950 0.1985 02019 02054 02088 02123 02157 02190 02224
0.6 02257 02291 02324 02357 02389 02422 02454 0248 02517 0.2549
0.7 | 02580 02611 02642 02673 02704 02734 02764 02794 02823 0.2852
0.8 | 02881 02910 02939 02967 02995 03023 03051 03078 03106 03133
09| 03159 0318 03212 03238 03264 03289 03315 03340 03365 03389
10| 03413 03438 03461 03485 03508 03531 03554 03577 03599 0362
1.1 03643 03665 03686 03708 03729 03749 03770 03790 03810 0.3830
12| 03849 03869 03888 03907 03925 03944 03962 03980 03997 04015
1.3 | 04032 04049 04066 04082 04099 04115 04131 04147 04162 04177
14 | 04192 04207 04222 04236 04251 04265 04279 04292 04306 04319
1.5 04332 04345 04357 04370 04382 04394 04406 04418 04429  0.4441
1.6 | 0.4452 04463 04474 04484 04495 04505 04515 04525 04535 0.4545
1.7 | 0.4554 04564 04573 04582 04591 04599 04608 04616 04625 04633
1.8 | 04641 04649 04656 04664 04671 04678 04686 04693 04699 0.4706
1.9 | 04713 04719 04726 04732 04738 04744 04750 04756 04761 04767
20 | 04772 04778 04783 04788 04793 04798 04803 04808 04812 04817
2.1 | 04821 04826 04830 04834 04838 04842 04846 04850 04854 04857
22| 04861 04864 04868 04871 04875 04878 04881 04884 04887 0.4890
23] 04893 04896 04898 04901 04904 04906 04909 04911 04913 04916
24 | 04918 04920 04922 04925 04927 04929 04931 04932 04934 04936
25| 04938 04940 04941 04943 04945 04946 04948 04949 04951  0.4952
2.6 | 04953 04955 0.4956 04957 04959 04960 04961 04962 04963 0.4964
2.7 04965 04966 0.4967 04968 04969 04970 04971 04972 04973 0.4974
2.8 | 04974 04975 04976 04977 04977 04978 0.4979 04979 04980 0.498]
29| 04981 04982 04982 0.4983 04984 04984 04985 04985 0498  0.4986
3.0 | 0.4987 04987 04987 0.4988  0.4988  0.4989  0.4989 04989 04990  0.4990
3.1 04990 04991 04991 04991 04992  0.4992 04992 04992 04993  0.4993
3204993 04993 04994  0.4994 04994 04994 04994  0.4995 04995 0.4995 291
33104995 04995 04995 04996 04996 04996 04996 04996 04996 0.4997
34 04997 04997 04997 04997 04997 04997  0.4997 04997 04997 0.4998
35| 04998 04998 04998  0.4998 04998 0.4998 0.4998 04998 04998  0.4998
.36 04998 04998  0.4999 04999 04999  (0.4999  0.4999  0.4999 (04999  (.4999
37| 04999 04999  0.4999 04999 04999 04999 04999  0.4999  (0.4999  (.4999
3.8 04999 04999 04999 0.4999  0.4999  0.4999 04999 04999 04999  0.4999
3.9 05000 05000 05000 05000 05000 05000  0.5000 05000 0.5000 0.5000
40105000 05000 05000 05000  0.5000 05000 05000 05000 05000  0.5000

A coluna vertical dd o valor até is décimas e a horizontal as centésimas.



292

TABELAS

*
1 0325
2 0.289
30277
4 0271
5 0267
6 0.265
7 0263
8  0.262
9 0261

10 0.260

11 0.260

12 0.259

13025

14 0.258

15 0.258

16 0.258

17 0.257

18 0.257

19 0.257

20 0.257

21 0.257

22 0.256

23 0.256

24 0.256

25 0.256

26 0256

27 0.256

28 0256

29 0256

30 0.256

31 0256

32 0.255

33 0.255

34 0.255

35  0.255

36 0.255

37 0255

38 0.255

39 0255

40 0.255

41 0255

42 0255

43 0.255

44 0.255

45 0255

46 0.255

47 0.255

48  0.255

49 0.255

50 0.255
e 0252

0.727
0.617
0.584
0.569
0.559
0.553
0.549
0.546
0.543
0.542
0.540
0.539
0.538
0.537
0.536
0.535
0.534
0.534
0.533
0.533
0.532
0.532
0.532
0.531
0.531
0.531
0.531
0.530
0.530
0.530
0.530
0.530
0.530
0.529
0.529
0.529
0.529
0.529
0.529
0.529
0.529
0.528
0.528
0.528
0.528
0.528
0.528
0.528
0.528
0.528
0.524

1.376
1.061
0,978
0.941
0.920
0.906
0.896
0.889
0.883
0.879
0.876
0.873
0.870
0.868
0.866
0.865
0.863
0.862
0.861
0.860
0.859
0.858
0.858
(.857
0.856
0.856
0.855
0.855
0.854
0.854
0.853
0.853
(.853
0.852
0.852
0.852
0.851
0.851
0.851
0.851
0.850
0.850
0.850
0.850
0.850
0.850
0.849
0.849
0.849
0.849
0.842

3.078
1.886
1.638
1.533
1.476
1.440
1.415
1,397
1.383
1.372
1.363
1.356
1.350
1.345
1.341
1.337
1.333
1.330
1.328
1.325
1.323
1.321
1.319
1.318
1.316
1.315
1.314
1.313
1311
1.310
1.309
1.309
1.308
1.307
1.306
1.306
1.305
1.304
1.304
1.303
1.303
1.302
1.302
1.301
1.301
1.300
1.300
1.299
1.299
1.299
1.282

6314
2.920
2.353
2132
2.015
1.943
1.895
1.860
1.833
1.812
1.796
1.782
1.771
1.761
1.753
1.746
1.740
1.734
1.729
1.725
1.721
1.717
1.714
1711
1.708
1.706
1.703
1.701
1.699
1.697
1.696
1.694
1.692
1.691
1.690
1.688
1.687
1.686
1.685
1.684
1.683
1.682
1.681
1.680
1.679
1.679
1.678
1.677
1.677
1.676
1.645

15.895
4.849
3.482
2.959
2957
2.612
2517
2.449
2398
2,359
2.328
2.303
2.282
2.264
2.249
2.235
2.224
2214
2.205
2.197
2.189
2.183
2177
2,172
2.167
2.162
2.158
2,154
2.150
2.147
2.144
2.141
2.138
2.136
2,133
2.131
2.129
2.127
2,125
2,123
2.121
2,120
2,118
2.116

31.820
6.965
4.541
3.747
3.365
3.143
2.998
2.896
2.821
2.764

2718

2.681
2.650
2,624
2.602
2.583
2.567
2.552
2.539
2.528
2518
2.508
2.500
2.492
2.485
2.479
2.473
2.467
2462
2.457
2.453
2.449
2.445
2.441
2438
2,434
2.431
2.429
2426
2423
2.421
2418
2416
2.414
2412
2410
2,408
2.407
2.405
2.403
2.326

* Nimero de graus de liberdade.



0.455
1.386
2.365
3.356

4.351

5.348

6.346

7.344

8.343

9.342
10.341
11.340
12.340
13.339
14,339
15.338
16.338
17.338
18.338
19.337
20.337
21.337
22.337
23.337
24.337
25.336
26.336
27.336
28.336
29.336
30.336
31.336
32.336
33.336
34.336
35336
36.336
37.335
38.335
39.335
40.335

2 41.335

42.335
43.335
44.335
45.335
46.335
47.335
48.335
49.335

0.708
1.833
2.945
4.044
5.132
6.211
7.283
8.350
9.414
10.473
11.530
12.584
13.636
14.685
15.733
16.780
17.824
18.868
19.910
20.951
21.991
23.031
24,069
25.106
26.143
27.179
28.214
29.249
30.283
31.316
32.349
33.381
34.413
35444
36.475
37.505
38.535
39.564
40.593
41.622
42.651
43.679
44.706
45.734
46.761
47.787
48.814
49.840
50.866
51.892

1.074
2.408
3.666
4.878
6.064
7.231
8.383
9.524

10.656

11.781

12.899

14.011

15.119

16.222

17.322

18.418

19.511

20.601

21.689

22,775

23.858

24.939

26.018

27.096

28.172

29.246

30.319

31.391

32461

33.530

34,598

35.665

36.731

37.795

38.859

39.922

40.984

42.045

43.105

44.165

45.224

46.282

47.339

48.396

49,452

50.507

51.562

52.616

53.670

54.723

1.642
3219
4.644
5.990
7.289
8.558
9.803

11.030

12.242

13.442

14.631

15.812

16.985

18.151

19.311

20.465

21.615

22,760

23.900

25.038

26.171

27.301

26.429

29.553

30.675

31.795

32912

34.027

35.139

36.250

37.359

38.466

39.572

40.676

41.778

42.879

43.978

45.076

46.173

47.269

48.363

49.456

50.548

51.639

52.729

53.818

54.906

55.993

57.079

58.164

2.706
4.605
6.253
7.781
9.237

10.645

12.017

13.361

14.684

15.987

17.275

18.549

19.812

21.064

22.307

23.542

24.769

25.989

27.204

28.412

20615

30.813

32.007

33.196

34.382

35.563

36.741

37.916

39.087

40.256

41.422

42,585

43.745

44.903

46,059

47.212

48.363

49.513

50.660

51.805

52.949

54.090

55.230

56.369

57.505

58.641

59,774

60.907

62.038

63.167

3.841
5.991
7.815

9.488
11.071
12.592
14.067
15.507
16.919
18.307
19.675
21.026
22.362
23.685
24.996
26.296
27.587
28.869
30.144
31.410
32.671
33.924
35.172
36.415
37.652
38.885
40.113
41.337
42.557
43.773
44.985
46.194
47.400
48.602
49.802
50.998
52.192
53.384
54,572
33,758
56.942
58.124
59.304
60.481
61.656
62.830
64.001
65.171
66.339
67.505

5.412
7.824
9.835
11.667
13.388
15.033
16.622
18.168
19.679
21.161
22618
24.054
25.471
26.873
28.259
20.633
30.995
32.346
33.687
35.020
36.343
37.659
38.968
40.270
41.566
42.856
44.140
45.419
46.693

'47.962

49.226
50.487
51,743
52.995
54.244
55.489
56.730
57.969
59.204
60.436
61.665
62.892
64.116
65.337
66.555
67.771
68.985
70.197
71.406
72.613

6.635
9.210
11.342
13.276
15.086
16.811

18.475
20.090
21.666
23.210
24,725
26.217
27.688
29.141

30.578
32.000
33.409
34.805
36.191

37.566
38.932
40.289
41.638
42.980
44,314
45.642
46.963
48.278
49.588
50.892
52.191

53.486
34.776
56.061

57.342
58.619
59.892
61.162
62.428
63.691

64.950
66.206
67.459
68.709
69.957
71.201

72.443
73.683
74.919
76.154

10.828
13.816
16.269
18.468
20.516
22.458
24,322
26.125
27.878
29.589
31.265
32911
34.531
36.124
37.698
39.253
40.790
42,313
43.820
45.315
46,797
48.268
49.728
51.179
52.620
54.052
55.476
56.892
58.301
59.703
61.098
62.487
63.870
65.247
66.619
67.985
09.347
70.703
72.055
73.402
74.745
76.084
77.419
78.750
80.077
81.400
82.720
84.037
85.351
86.661

TEm que | — « € o nivel de significincia.
# Namero de graus de liberdade
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Experiéncia 0

0.1 A liga metélica trata-se de uma mistura de elementos. Desta forma o volume total € igual a
soma dos volumes de cada um dos elementos v=v, + va.
Tomando o inverso da densidade tem-se

1 v Vi vy
Pliga m; +m; m; + ms; m; + m;
/
Vi m; V2 m;

+
m; +ms; m; m;+m; ms

1 1
=@ — 4w —
P P2
onde
m, m;
W, = w, =
m;+ms; m; +m;

Experiéncia 1

1.3 A anomalia gravimétrica é provocada pela diferenga entre a massa do jazigo m; e a massa
média da crosta m., e por isso depende apenas do contraste de densidades Ap = p; — p.. A massa

n(’)mala vale m, =47 R? (p; — p.) = 5.328x10'" kg. A atrac¢io da massa anémala, considerada
pontual & profundidade h, provoca um aumento no valor da gravidade de

Ag=G —p3- = 1.42x10°5 mis?

Experiéncia 2

2.5 De acordo com a lei do declineo radioactivo o nimero N de niicleos existentes numa amos-
i . . i t 5 i g p
tra radioactiva em cada instante é dado por N = N, exp(- + ), onde T € a vida média e N, o ni-

mero de dtomos existentes inicialmente. O niimero de desintegragdes por unidade de tempo é
entdo igual a

=_ 4N _ N, I N _ b
A= el exp( = Y= A, exp( = ).

301

Tomando o logaritmo em ambos os membros da expressdo obtém-se: In A =In A, -

: » g l .
que € a equagio de uma recta de declive m = ol ordenada na origem b =In A,. Podemos en-

tdo fazer um ajuste linear aos pontos experimentais, se tomarmos o logaritmo de cada medida
efectuada. Em relagiio aos erros devemos contudo ter alguma precaugdo. Os erros associados a
cada ntimero de contagens A é igual a VA mas para acharmos o erro associado a In A devemos
utilizar a férmula de propagago dos erros. Assim tem-se

dln A 1 1

A A

ogi(ln A) = ( AT X

]zcr2 (A) =


ver errata

ver errata
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Usando a férmula para o ajuste de uma recta a um conjunto de pontos experimentais obte-
mos

i :% =~ 0008999 G (m) = 0.001
b=1In A, = 4.721 o (b) = 0.064

A vida média é portanto
T=111.1%£0.15s

O x? deste ajuste € igual a 15.6 sendo & o niimero de graus de liberdade! O y2 reduzido é
portanto igual a 15.6/8 = 1.96, valor este que ¢ um pouco alto. Contudo se calcularmos a probabi-
lidade P(x? >15) = 0.05, verificamos que ¢ ainda razodvel. Um valor do %? elevado pode signifi-
car que a forma escolhida para a curva de ajuste ndio é a melhor, podendo contudo ser aceitdvel.

2.6 Para cada uma das distribui¢es calculamos o valor médio M e desvio padriio G através das
expressoes

- N xE

onde ®; sdo as frequéncias em cada intervalo, e x; o valor do ponto médio de cada intervalo.

ano 90/91 =113 o=4.10 Niimero total de alunos N = 126
ano 92/93 p=118 o =339 Nimero total de alunos N = 223

Agora para cada intervalo vamos calcular o valor da frequéncia esperada de acordo com uma
distribuigdo normal de média . e desvio padrio o.

Notemos que a probabilidade de se obter a nota x comprendida entre x, e x, pode ser cal-
culada a partir da distribui¢do normal reduzida (i.e. i =0e o= 1) que se encontra tabelada. De
facto tem-se

P(x]<x<x2)=P(x.—p.<x—;.t<x2—p):P(£(-;—“‘ <%- < 13;—“)

Por exemplo para o ano de 90/91 e para o primeiro intervalo

w0113 2-113
P(O<x<2)_P(—4_-]— <X< a7

) =P (-2.76 < X < ~2.27) = 0.0087

Obtém-se para os virios intervalos

ano 90/91 ano 92/93
P0<x<2) = 0.0087 P(O<x<?2) =0.0016
P2<x<4) = 0.0259 P2<x<4) = (0.0088
Pd<x<6) =0.0610 Pd<x<6) =0.0329
P(6<x<8) =0.1134 P(6<x<8) = (0.0878
PR <x<10) =0.1626 P8 <x<10) =0.1667
P(10<x<12) =0.1930 P(l10<x<12) =02258
P(I2<x<14) =0.1779 P(12<x<14) =0.2183
P(ld<x<16) =0.1295 P(l4d<x<16) =0.1471
P(l6 <x<18) =0.0735 P(lo<x<18) =0.0739

P(18<x<20) =0.0346 P(18<x<20) =0.0328
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As frequéncias f; esperadas teoricamente de acordo com a distribui¢do normal obtém-se mul-
tiplicando as probabilidades P por N, o nimero total de alunos em cada ano

fi=P{0<x<2)xN etc...

O %2 obtém-se a partir da expressdo
f.— )2

donde

x*=46.9 ano 90/91

¥*=558 ano 92/93

Para 10 — 3 = 7 graus de liberdade o valor critico  ? para um nivel de significincia de 0.05
¢é igual a 14.0 e para um nivel de significincia de 0.001 € igual a 24.3 . Portanto a hipdtese das
distribui¢Ges das notas seguirem uma distribui¢iio normal € rejeitada para ambos os niveis de signi-
ficdncia. '

Experiéncia 3

3.1 Inicialmente os electrdes sdo acelerados pela ddp V, e adquirem uma velocidade v antes de
entrarem na regido das placas deflectoras. Dado que o trabalho realizado pelo campo eléctrico
aplicado aos electrdes € igual a variacio da sua energia cinética tem-se

\FV:(]Va:Ec:-%-m,,\-'2

onde q = 1.6x10-1® C & a carga eléctrica do electrdo e m, = 9.1x10*! kg a sua massa. Como o

_2Va = 1.3x107 m/s.
me

Quando um electrdo entra na regifo das placas horizontais fica sujeito a uma forga elée-

electrdo € acelerado segundo o eixo dos yy fica-se com v, =

. v, " ; « "
trica F,=E,q= T” q, onde V, é a ddp aplicada as placas deflectoras. O electrio sofre uma

F . : i ;
aceleragdo a, = —— . Apds ter atravessado a regido das placas horizontais a componente v,
ml,

da velocidade é dada por

VI‘

Vv,=da,tl= —
X X dmc

v L
onde t € o tempo que o electrdo leva a atravessar a regiao das placas, t = TL .

¥
Supondo que o electriio efectua sempre uma trajectéria rectilinea desde o ponto O, o trajecto

percorrido nas coordenadas x e y serdo dadas por

Ax'=v, 1 e Ay=L,+L;=v,t' emqueL,=20cm € a distincia entre as placas e
o ecrd logo

Y (L, 4Lj)= o 0 Ly(L+Ly)

Ax'= Vy 2 Vd

se admitirmos que a ddp aplicada as placas é da ordem de 12 V obtemos Ax'=1.2 cm.

303
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Para fazermos o cdlculo exacto dividimos a trajectéria do electro em duas partes: uma tra-
jectdria parabdlica no interior das placas, e uma trajectéria rectilinea fora dessa zona. Entre as
placas o désvio Ax, sofrido pelo electrdo é dado por

2
1 ,_ 1LV, L2 1 'V,

Az = — a,ti=— = L2
X 5 a, 2 m.d q V)Iz ¥ Vd 1
e fora das placas a distancia percorrida vale
' 1V
Sra= - L= g L
e portanto o desvio total sofrido pelo electrio é y
— — 1 VF 1 \/]'J 2 . —_ .
f_\x—&x]+Ax3—7 Vd L,L,+ 7 Vd L 2 obtendo-se Ax =1.1 cm

O erro relativo cometido a fazer-se a aproximacgfo da trajectéria rectilinea € igual a

Lt
Ax'—A 2
R . B — =%
Ax LiL;+——
2
3.2 A atenuagio é dada pela razio entre a ddp de saida V, e a ddp de entrada V,
VA R,
A - 7 e ®
Ve R.+R.

A resisténcia de saida (do atenuador) R, € constituida pelo paralelo entre a resisténcia de
IMQQ de entrada do amplificador do OSC e a resisténcia que se encontra & massa em cada um
dos atenuadores. A resisténcia de entrada do OSC € pois igual a R, = R, + R,. Tomando como
exemplo o atenuador Al tem-se

110x1000
110+1000
_ 99
~ 900+ 99

para os outros atenuadores obtém-se
A2: A=0.01 A3: A =0.001 Bl: A=05 B2: A=0.25
tendo-se em todos os casos R, = IM.

Atenuador Al: R, = = 99K R, =900K logo

A =(.1 e R = 900+99 = 999K = IM

33

Grifico que se obtém
quando no instante
v{tg)=2 V
304 g
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Modo Y-T Modo X-Y

N
|

lel T

\\.. <t /A\ ol "[#—-—va /3 el
ES 3 al Y
AN TSN AN iRREEARNRAN e
.V.I Vl.é_.\/-l } I. b b=t |§§. I an Bscglir;r:glcd
/ \ [ i / \ Escala vertical |l S
2 'i NP 2 Viem

JJ:—(

L =

Escala horizontal 2 ms/cm Vp aplicado no canal X
Escala horizontal 2 V/cm

Experiéncia 4

4.2 a) A equagio de carga do condensador é V, = V, [l —exp (— % ” pelo que tomando
V.=3V,V,=5V,R=R,=3.3K e C = 100xF vem

t:—]n(]—%)RC:[).BOs

b) A intensidade de corrente nesse instante pode ser facilmente calculada notando que, a queda
: A .V

de tensdo em R, € igual a V, =V, -V, =5-3 =2V ¢ pela lei de Ohm vem i = T‘:O.é()émA‘
1

¢) No instante em que se liga o interruptor I, a ddp V; na resisténcia R, vale 5V. Logo pela

: ; Vs 5
lei de Ohm tem-se 1, = _R_g_ = W
d) Na situagdo de equilibrio a intensidade de corrente que sai do condensador ¢ nula pelo
que a intensidade de corrente que atravessa R, ¢ igual a que atravessa R, pelo que se tem:

=4.55 mA

v, B N
1= m e Vz—le peloque VQ—VU R|+R:,_ =125V

4.4
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4.7 a) A impedincia equivalente vista entre os pontos A e B obtém-se substituindo a fonte de
tensdo pela sua resisténcia interna, que vamos supor ser nula. Nesse caso verificamos que Z, fica
em paralelo com Z, e que Z; fica em paralelo com Z,, ou seja

Zea=Z N Zy+2Z:11 2, logo Z.= ZZLZZZ + ?Z:LZZ“
1 2 - % 4

O valor da ddp dada pela fonte de tensdo equivalente de Thevenin € igual & ddp entre os
pontos A ¢ B quando ndo passa corrente entre estes dois pontos.

; ; ’ Zs
Assim a queda de tensao em Z, € igual a V.eem Z; éigual a -L——— V,. A ddp

]
7\ +7,

Zx Z,
entre A e B € entdo dada por
Z, Z,
Vo=Vao-Vg=| =0——
P AT (z3+z4 2:+zz)V
b) Se V, — Vi =0 entdo vem;
Zs L donde 2y iy

Z3+Z4 Z|+Z'2 22 a 24

¢ a condicdo de equilibrio da ponte de Wheatstone.
R, C,

c)Z,=R,, Z,=R,, Z5= ely= de forma que se fica com —— rela-

=4 it
wC mC
¢do que € independente da frequéncia w do sinal usado.

R, C

Experiéncia 5

5.2 a) O diodo rectifica o sinal, deixando passar apenas as alternincias positivas.

1 2 3 t/ms

b) Comecemos por admitir que o condensador se carrega até ao valor mdximo da ddp dada
pelo gerador. De facto, se a intensidade de corrente que atravessa o diodo € pequena a queda de
tensdo € também pequena (ver curva caracteristica do diodo) e pode ser desprezada face i ddp
dada pelo gerador. Pelo contrario, se nas alternincias em que conduz a intensidade de corrente
que atravessa o diodo € aprecidvel (alguns miliampere) entdo temos que ter em conta a queda de
tensdo no diodo.

i) A partir do valor miximo da alternéncia positiva o condensador vai-se descarregar atra-
vés de R. A queda de tens3o na resisténcia (e também no c?ndensador] em cada instante serd

dada pela equag@o de descarga do condensador V=V, e RC . Tomando o tempo total em que
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o condensador se descarrega como sendo aproximadamente igual a um periodo T (esta aproxi-
magio ¢ vilida sempre que a variagao da ddp no condensador € pequena face a V, ) a amplitude
total da variagio da ddp em R vem dada por

AV =V, - V(T) = V, 1= )
.
‘RC

que no caso em que T < RC se reduz a AV =V,

ii) No instante em que o condensador se comeca a descarregar a intensidade de corrente i
que atravessa R € igual a R Admitindo que se mantém aproximadamente constante durante

o tempo de descarga (que tomaremos também como sendo igual a um periodo) vem:

1

AV=? idt

=

T

-4 T% T

c 0
substituindo os valores numéricos R =100 kQ, C=100nF, V,=10Ve T= %ﬂ = 0.001 s ob-
temos AV=1V.

- ~T/RC ” ;

@ ¢) Da equacg@o de descarga do condensador temos: V =V, (l— e ) Entdo o instante de

tempo t para o qual se tem V = 0.01V, € dado por: 0.01V, =V, (I— e_TmC], resolvendo em ordem

a t e substituindo-se os valores numéricos obtém-se: t = 46 ms.

5.3 a) A ddp na bobina ¢ dada por: V, =L % pelo que tomando os valores do grifico vem

5% 10
(M= oo t=5%10°t e Vi=15x5x103=75x10°V

b) A poténcia média dissipada pelo indutor num periodo de tempo T € dada por

T

| 75%10°x5x 1031 dt=1.875x 107X T
0

= L }— OV dt= L
B O T
Assim tomando T =1 x 10-% s vem P = 18.75 W. Portanto a bobina ird queimar-se!

¢) O diodo limita a queda de tensdo na bobina a um valor mdximo de aproximadamente 0.6V.
Assim a poténcia dissipada pela bobina € muito menor! A intensidade de corrente que percorre 307

. d _—
a bobina passa a ser dada por: V, =L T; ou substituindo V=06V e L=150H vem

0.6=15"-" dondei=04te para t=1ps tem-se i=04 pA. A poténcia média dissipada

dt
T
serd assim igual a: P= % J 0.6x04tdt=0.12xT=0.12 pW para T =1ps
0

; : - : . di
d) Se a intensidade de corrente ndo varia entdo: — =0e V. =Vp=0.

dt


ver errata

ver errata
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5.5 a) Ganho do amplificador A;=— —2 =-6.7

b)V,=A, V.=AV,=-67V,=-133V

c)A,=— % =-33eA,V;=-33x1=-33V

V,=AV,+A,V,=— 166V

d) O circuito faz a combinagéo linear das duas ddp.

Experiéncia 6

6.4 O circuito da figura apresenta uma solu-

¢do possivel do problema. A resisténcia R é

o transdutor de comprimento. A medida dos
comprimentos faz-se entre os pontos A («ze-

ro» da escala) e B («fim» da escala). A resis- +12V
téncia R | limita a intensidade de corrente que

circula em R a um valor da ordem dos mA. K
A ddp entre os pontos A e B ¢é dada por

Ve=V, s =12 2 = 0.060 V

R, +R 100045

R; 2K
onde se tomou o valor de R entre A e B.

Se pretendemos ter i saida uma ddp de
-100 mV quando o cursor se encontra na po-
sicdo B entdo o ganho G do amplificador de-

V., 0.1
vcsertalquervj:—m:—]‘ﬁ? =
e portanto R; deve ser ajustada a 1.67K ja
queG:—Ech=lK. Rs
R, 2 100Q

Se o cursor se encontrar na posi¢do A a
saida do amplificador obtemos 0 V se a ten-

oo sd3o no ponto C for igual a V,. A tensdo no

308 ponto A vale

0.25
Va= 12 gomres =0.003 V

Portanto a resisténcia R, deve ser ajustada de forma a termos 0.003 V no ponto C.
Aproximadamente temos

Ve=0.003=12 —];0— logo R, =40kQ
4
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Experiéncia 7

7.1 A impedancia do circuito LC paralelo é dada por

L j
ot et EY o B el ——
Z

L oL L _ e

oL
A razio entre a tensdo de saida e de entrada € igual a

| \/safd:l | _ I1Z LC [

- Ivcllll'-'ldill \ R1+|ZI.C|2

Calculemos os valores da frequéncia @ para o qual a atenuagdo A € igual a rs

: V2
1 1Zcl?

Ar=—o-= RZ + Z,c)?

donde R2=1Z ;12

As duas solugbes possiveis sao

a) R=% ou b) R=- 0 I
T oL ¢

No caso a) obtém-se a equagdo

®?RLC+wL-R=0

de solugodes
s -L++vL24+4LCR?
- 2RLC

Dado que a frequéncia o apresenta sempre valores positivos escolhemos a solugio

~L+vL2+4LCR?
2RLC

w, =

No caso b) obtém-se a equagio

-w’RLC+ oL +R=0

de solugdes
i L+vVL2+4LCR?
B 2RLC

Escolhendo a solugfo positiva ficamos com

- L+VL2+4LCR?
T 2RLC
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A largura Aw da curva € pois igual a Aw =, —m, = = . Por definicao tém-se que o fac-
g RC ¢ q

tor de qualidade Q = m" pelo que se tem Q = w,RC.

Experiéncia 8

8.6 A partir da lei de Snell tem-se

sen 0,

N donde substituindo n,, =1, 8, =61°¢ 8, =36° vem ny, = 1.5.

Nyidro = Nyr

- . i
O erro que afecta n,, € calculado a partir de

A [ o] + [ w0]

sen 6
ou calculando as derivadas e dividindo ambos o0s termos por Ny, = N, - GE
S 2
O, \J [ cos 0, ]2 [ cos 9, r
= a8 + = (8
N yvidro sen '91 ( l} Sen G-_) ( )

onde os erros o(8,) e o(6,) devem ser expressos em radiano. Assim, substituindo os valores
obtém-se o, =0.1.



INDICE ANALITICO






A

aberragio

cromdtica 223

esférica 223
abertura, mdquina fotografica 219
aceleragio 284
acomodacio 216
actividade, radioactiva 143-4
activo, componente 174
ajuste, linear 113, 119, 130
algarismos significativos 109-12
alfa, particula 139, 270
alisamento 61,171
amp op (ver amplificador

operacional)
ampere 145, 282
amperimetro 250, 255
ampliagido 209

angular 78, 217, 222

longitudinal 214

transversal 77, 214, 221
amplificacao 175
amplificador 62, 175, 179-80

operacional 59, 176
amplitude

méxima 45-7, 151

pico a pico 45-7, 151
amostra 96
analégico 249
angstrom 286
angular (ver frequéncia)
dngulo

critico 206

desvio 210

incidéncia 204

plano 283

reflexao 204

refracgao 204

sélido 280, 283
ano-luz 286
inodo 41, 167, 236, 265
antena 73-4
drea 28, 276, 284
arsenieto, de gdlio 170, 173
associacao

paralelo 148, 154, 161, 166

série 148, 154, 161, 166
astigmatismo 217
atmosfera 286
dtomo 139
ato 281
atrito, pénduloe 135

audiofrequéncia 74, 195
Avogadro (ver niimero de
Avogadro)

B

bainha 211
banda

de conducdo 226-7

de valéncia 226-7
barra de erro 122
barril 286
base

de tempo 236

transistor 174
batimentos 48
becquerel 143, 285
Bessel, processo 79, 215
bicéncava (ver lentes)
biconvexa (ver lentes)
bilateral (ver probabilidade)
bilido 281
binomial (ver distribuicdo)
bobina 73-4
Boltzmann, constante de 169, 286
bottom (ver quarks)
binéculos 223
bosdes 140
buracos 226

€

cabo coaxial 248
calor 184
caloria 286
campao

eléctrico 191, 285

magnético 191, 285
caos 74
capacidade 54, 153
capacimetro 154
carga

de um condensador 155

eléctrica 145, 285
candela 281-2
citodo 167, 235, 265
Celsius

escala de 186

grau (ver grau)
célula, fotovoltaica 81-2, 225
centro,

curvatura 207

de massa 29

Chauvenet, critério 107
circuito
comparador 61, 177
diferenciador 51, 157
eléctrico 51
integrado 176
integrador 51, 54, 157
LC 55, 71-3, 163
RC 157
RL 55, 161
RCL 71, 162 ‘
ressonante 51, 55, 163-4
soma 180-1
circulo, confusdo minima 223
cddigo
resisténcia 288
capacidade 289
coeficiente
correlagio 116, 129
temperatura 65, 189
colector, transistor 174
comprimento de onda 194, 284,
290
concavo (ver espelho, lente)
condensador 51
carga e descarga do 54, 155-6
condutor 189
confianga, intervalo 116-7, 129
conservagio (ver energia)
constante
desintegragio 285
Planck 202, 286
tempo do circuito RC 155
universal & 75
constantes fundamentais 286
convexo (ver espelho, lente)
cornea 216
correlagio 113
corrente
alterna 146
eléctrica 145
saturagio 169
coulomb 145, 285 313
craveira 28, 262
cristalino 216-7
curie 286
curva
calibragao 67
caracleristica 59, 61, 168
distribuigio 94-5
curvatura
centro 207-8, 212
raio 207-8, 212
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D

deca 281
deci 281
decibel 159
declinio radioactivo 142
densidade 29, 284
derivadas 278
descarga do condensador 54, 155
desenvolvimento (ver séries)
desmodulagdo 197
desvio
médio 27, 98
padrio 40, 97, 128
detector Geiger-Muller 41, 86, 265
diafragma 219, 223
diferenga de potencial 45-7, 51,
145, 151, 285
diferenca de fase (ver fase)
difusio 204
digitais 249
dimensional
equacio 283
diodo 59, 61, 167
emissor de luz 173
sinal 61, 172
varicap 74, 173, 197
Zener 64, 172
dioptria 77, 215, 285
dioptro 204
distiincia, focal 79, 207, 285
distdncia viso minima 78, 220
distribuigiio de probabilidades
39, 99
binomial 100, 103, 128
Gauss ou normal 41, 101,
103, 128, 291
Poisson 40-1, 100, 103, 143
t de Student 42, 104, 128, 292
%% 106, 129, 293
divisor
corrente 148-9
tensao 148-9
down (ver quarks)

E

eficiéncia fotovoltaica 230
eixo, principal 207
electrdo 139

feixe 235

volt 286
emissor, transistor 174
energia 285

cinética 30

conservagio 30
interna 183
potencial 30
rotagdo 30
solar 231
equagao
declinio radioactivo (ver lei)
dimensional 283
equivalente massa-energia 141
espelhos esféricos 77, 208
lentes delgadas 77, 217
propagacdo das ondas 192-3
transformagdo 165
erro
absoluto 27, 94
aleatdrio 27, 92-3
acidental 27, 92-3
calibragdio 27, 91-2
estatistico 27, 92-3, 129
leitura 27, 91-2
limite superior 27, 108, 129
paralaxe 27, 91-2
propagacdo 27, 137, 129
relativo 27, 94, 129
sistemdtico 27, 91-2
zero 27, 263
escala
absoluta de temperatura 185
Celsius 186
Fahrenheit 186
milimétrica 122
logaritmica 124
esfero-cilindricas (ver lentes)
espelho 77-8
concavo 207-8
convexo 208-9
esféricos 207-9
plano 207
espectro electromagnético 290
estaciondria (ver onda)
esterradiano 280, 283
estimador 97
esu 286
exa 281
exactidao 87
exponencial 286

F

factor
conversao 231
f219
de qualidade Q 72-3, 164
saturagdo 230
farad 153

fase 284
diferenca 45-7, 53, 245
Jeedback (ver realimentagio)
fento 281
fermi 286
fibra dptica 211
fibrilagao 268
fidelidade 87
filtros
CL 71-73
passa-altg RC 51, 54, 158
passa-baixa RC 51, 54, 158
6pticos 78
fluxo magnético 285
foco 207
imagem 207-8, 212
objecto 207-8, 212
real 207, 212
virtual 208, 212
fonte de
corrente 82, 259
tensio 257-8
forga 284
de impulsao 34
fotdo 139, 202
fotovoltaico (ver célula
fotovoltaica)
frequéncia 45-7, 284
angular 132, 146
de corte 159
de oscilagdo do péndulo 132
de ressondncia do circuito 51,
71-3, 163, 197
fungdes, trigonométricas 276
FWHM 102

G

gama (ver radiacao)
gal 286
galvanometro, d* Arsonval 249
ganho 59-60, 175-7
Gauss (ver distribuigao)
gauss 286
Geiger, detector (ver detector)
gerador de sinais 259
germénio 170
giga 281
gludo 139, 142
graficos 121
graus
Celsius, 186, 285-6
Fahrenheit 186
kelvin 281-2
de liberdade 105-6



gravidade
acelerac@o da 33, 36, 136,
289

gravimetria 137

H

harmoénica (ver onda)
hecto 281
Heisenberg (ver principio)
henry 160, 285
hertz 284
heterodino (ver receptor)
hipermetropia 217
histogramas 42, 94-5
homogeneidade dimensional 283-4
humor

aquoso 216

vitreo 216
Huygens, principio de 203

I

ima 249
imagem
real 206-9, 213, 216-7
virtual 206-9, 213
impedancia 51, 285
capacitiva 153
generalizada 166
indutiva 160
impulso eléctrico 152
incerteza (ver principio)
indice de refracgio 202
indugio electromagnética 160, 164
indutincia 160, 285
indutor 51, 55, 160
ionizagdo 265
interacgdo
clectromagnética 142
forte 139, 142
fraca 140, 142
gravitacional 142
integrado (ver circuito)
integrais 278
intensidade de
corrente 51, 145, 245, 282
luminosa 281-2
intervalo,
confianca 99, 116-7, 129
funcionamento 87
inversor, amplificador 179
iris 216
isolantes 268
is6topos 139

J

joule 285-6
jungio n-p 167, 228

K

kelvin 281-2
Kirchhoff, leis de 51, 147

L

laser 271
LED 173
lei
declinio radioactivo 142
Kirchhoff (ver lei das malhas
€ nos)
malhas 147
nos 147
Ohm 51, 145
ohm generalizada 166
reflexdo 77-8, 204
refraccdo 77-8, 204
lentes 77-9, 212-15
anamorficas 217
biconcavas 212
biconvexas 212
cOncavas 212
convergentes 212
convexas 212
delgadas 77-8, 212-3
divergentes 212
esfero-cilindricas 217
menisco-cincavas 212
menisco-convexas 212
plano-cilindricas 217
plano-concavas 212
plano-convexas 212
téricas 217
leptio 141
limite central {ver Teorema)
limite (ver erro)
linearizagio 113, 123-4
linha, de fé 261
Lissajous, figuras 46, 48, 247
logaritmo
decimal 275
natural ou neperiano 276
loghook 21-2
lupa 218-9
luz
velocidade da 201
visivel 201-2

[NDICE ANALITICO

M

malha 146

mdquina fotogrifica 219

massa
centro de 29
eléctrica 145, 267

média 27, 40, 96-7, 128
estimada 96-7
ponderada 97, 128
real 97

mediana 96

medicdo 85-9

medida 85-9

medir
aceleragfio da gravidade 36
dreas 28
capacidades 54
centro de massa 29
densidades 29
diferencas de potencial 47-8
diferencas de fase 48
espessuras 27
frequéncias 47-8
tempo 30, 47-8
volumes 28

mega 281

mercirio (ver termdémetro)

método dos minimos quadrados
114, 127, 129

metro 281-2

micro 281

micro-ondas 271

micrémetro (ver palmer)

microscépio 79, 220

mili 281

milha 286

milhido 281

miopia 217

moda 96

modulacgéo
amplitude 194
frequéncia 198
profundidade 196

modo
alterno 240
repartido 240
X-Y 236, 244
Y-T 236, 243

mole 281-2

momento,
angular 285
de inércia 30-1, 285
de uma forga 284
linear 285

315



316
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monolateral (ver probabilidade)
movimento periédico 133-6
multimetro

analégico 249, 253

digital 253
miiltiplos 281

N

nano 281
natural (ver logaritmo)
natureza, do nénio 262
neperiano (ver logaritmo)
nervo, optico 216
neutrino 141
Newton (ver equagdo)
equacdo 226
nivel,
energia 226
significincia 117-8
no 146
nénio 261-2
notagdo, cientifica 275
NTC 68, 188
nucledo 139
niicleo atémico 139
nimero
atémico 139
Avogadro 286
complexo 279
massa 139

0]

objectiva 219, 220-1

obturador 219

ocular 219, 220-1

oculos 217

ohm 145, 228

Ohm, lei de 145

ohmimetro 252

olho 215-6

onda 191
comprimento 201, 290
equagio de 192-3
frente de 202-3
harmdnica 193
longitudinal 191
luminosa 203
mecinica 191
nimero de 194
portadora 195, 198

radio 194

sismica 191

sobreposicio de 193

sonora 191

transversal 191
ondulagiio residual 59, 171-2
operacional (ver amplificador)
dptica geométrica 201-3

osciloscopio 47-8, 53-5, 61, 235

oscilador harmonico 132, 193

P

palmer 27, 37, 263
paralaxe 27
paralelo (ver associagio)
paraxiais, raios 203
parsec 286
pé (foor) 286
péndulo
simples 33, 131
composto 131
periodo 45-7, 132-2, 194,
284-5
periscépio 211
permeabilidade magnética do
vazio 201, 286
permitividade eléctrica
vazio 201, 286
relativa 201
peso 131, 284
peta 281
pi () 286
pico 281
poder
de resolugdo 221
resolvente 87
polarizacéo
diodo (ver tensio de
polarizagio)
directa 59, 167
inversa 59, 167
transistor 174-5
polegada (inch) 286
ponta de prova 48, 248
ponto triplo 282
populagio 96
discreta 128
continua 128
poténcia 285
de dez 275
eléctrica 150, 156, 161, 230,
285

lentes 77, 79, 215
média 156, 161
potencial elipico 285
precisio 88
presbiopia ou presbitia 217
primdrio, do transformador
164
principio
incerteza de Heisenberg 88
da sobreposicao 53, 149
de Huygehs 203
prisma 210
probabilidade
bilateral 103
de desintegracio 40
monolateral 103
propagacio, velocidade 102,
194
propagador 139, 142

Q

quantidade de matéria 282
quarks 139, 141
qui-quadrado (%) 106
quilo 281

quilograma 281-2

R

radiagiio
electromagnética 191, 201,
290
ionizante 269-70
ndoc-ionizante 271
radiano 283
radioactividade 139
radiofrequéncia 74, 195, 290
raio
curvatura 207
gama 139, 270
luminoso 203
incidente 77, 204
paraxial 203
reflectido 77, 204
refractado 77, 204
ramo 146
realimentagio 178
receptor, heterodino 199
rectroacgio 178
rectificagio
meia-onda 61, 170
completa 59, 61, 171



reduzido
distribui¢io normal 102, 128
¥z 119
reflexdo
total 78, 206
refracgio
indice de 78
rejeigio, de observagoes 107
regressdo, linear 113
relagoes, trigonométricas 276-7
relatério, de uma experiéncia 22-3
residual (ver tensdo)
resisténcia dindmica 169
resisténeia eléetrica 145, 285
resistividade 146, 187, 285
ressonincia (ver frequéncia)
ressonante, circuito 71-3
retina 216
rigor 88
ripple 171
ruido 152

S

saluragio, corrente 169
secunddrio, do transformador 165
segundo 282
semicondutores 225
sensibilidade 87
série (ver associagao)

desenvolvimento 277
silicio 227-8
simbolos 269-71, 287
sinal eléetrico 151

degrau 152

dente de serra 152

quadrado 152

rampa 152

sinusoidal 151

triangular 151
sintonizagdo 74, 197
Sistema Internacional 281-3
Snell, lei de 205
sobreposi¢do (ver teorema)
spin 142
submiiltiplos 281

T

tabela
prob. dist. normal reduzida
291

prob. dist. t de Student 292
prob. dist. ¥* 117, 293
tdbua, de calibragao 86
telescopio 221
Cassegreiniano 222
Newtoniano 222
reflexdo 222
refraccao 79, 222
termémetro 187
jungdo semicondutora 189
mercurio 187
temperatura
absoluta 183, 282
Celsius 285-6
tempo de
relaxacio 34, 136
resposta 87
tensiio (ver também diferenga
de potencial}
de polarizacdo 167, 170
residual 171
teorema
do limite central 104
sobreposigio 33, 149
tera 281
termistor 65-6, 68, 185
tesla 285
teste do x* 117-20, 129
Thévenin, equivalente 150
top (ver quarks)
trabalho 184, 285
transdutores 67, 187
transformador 164
transistor 67, 173
trigger 47-8, 237
auto 239
interno 239
normal 239
externo 240
trigonométricas
fungdes 276
relagoes 276-7
trilido 281
tubo de raios catddicos 235

U

unidades
de base do SI 281-3
derivadas 284-5
imagindria 51, 279
up (ver quarks)
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\i

valor eficaz 45-7, 151-2
valor

numérico 89

médio quadritico 45, 151
variancia

estimada 96-7, 128

real 97
varicap 74, 173, 197
varrimento 237 ‘
velocidade 284

angular 30

de fase 192, 203

da luz 201, 286

de propagagio 192

translagéo 30
vida média 142
virtual

foco 208, 212

imagem 206-9, 213
vista cansada 217
volume 28, 276, 284
volt 145, 285
voltimetro 47-8, 251, 254-5

w

watt 150, 285
Weber 285

Y

yocto 281
yota 281

X

raios X 192, 265, 270

Z

zeplo 281
Zero
absoluto 185
erro de 263
zeta 281
Zener, diodo 64, 67, 172
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pag. 43, li. 31

li. 32
pag. 62, 1i. 13

pag. 62
pag. 69, li. 1
li. 4

pag. 71

pag. 77, 11. 8

pag. 111, 1i. 16

pag. 115, 11. 18

pag. 123, 1i. 14

pag. 130, 1i. 8

li. 12

li. 18

pag. 132, 1i. 11

Onde se &

concerto

Ag=142x10"m/s’

x%=0.465

7.78>0.465
P=67.7 mW

problema 5.3

ERRATA

Deve-se ler

conserto
Ag=1.19%x10""m/s’

x*=1.77

7.78>1.77
P~=15.6 mW

Esta mal formulado

220V 220V eficazes
R: T=1177°C R: T=2556°C
Na figura de fim de pagina falta uma
resisténcia em série com a fonte de tensdo
e/ou e
10—12 10—11
X. 1
O'(K):z o (y) o’ (K)= 202(Yi) onde
in Z X
2 1 2
)= —Kx.
o (yi) =7 2 (vimKx))
y0:3 YOZS
Af=|cosx|Ay Af=|cosx|Ax
foz Yi_ZXiZXiYi foz Yi_ZXiZXiYi
A: 1 1 1 1 A: 1 1 1 1
nA A
_ L im0 ()
UK Z Xiz O—(yl) K™ Z Xiz Yi onde
2 1 2
= —Kx
O- (yl) N_l Z (yl 1)
g=lw’ g=lw;



pag. 243, pen. li.

pag. 301, prob. 1.3 ma:47TR3(pj—pc):5.328X10]0kg

prob. 1.3

pag. 307, prob. 5.2 ¢)

XMAGN

1.42%x10 °m/s’
V=V, (1-e )

0.01V=V,(1—e ")

x5 MAGN
m,=4/31R*(p;— p,)=1.776x10""kg
1.19%10 °m/s’
V:VOG—T/RC

0.01V=V,e "¢





