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1 Egs. de Maxwell: condicoes fronteira

Queremos estudar o que acontece a uma onda electromagnética quando esta
atravessa dois meios dieléctricos diferentes; ou seja, necessitamos de saber
como se alteram os campos eléctrico e magnético na transicao dos meios.
As equagoes de Maxwell, que recordamos de seguida na sua forma integral,
dao-nos a resposta.
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Suponhamos agora dois meios
dieléctricos homegéneos diferentes
de permitividade eléctrica €, e &
e permeabilidade magnética prox-
ima da do vazio (ug). Admi-
tamos que a superficie de sepa-
racao dos dois meios seja o plano
Z =0, tal como se mostra na
figura. Utilizando as egs. de
Maxwell definidas acima e tendo
em conta que nao existem car-
gas livres nem correntes, podem-se w
obter as seguintes condicoes fron-

teira para os campos:

Df = Dy = ¢\ Ef =B (1)

Bi =By (2
E—1>|| _ E—;n 3)
=l =
]_—[1>H:ﬁ2>||:>B_1:B_2 (@)
H1 M2

onde L representa a componente do campo perpendicular & superficie de
separagao (isto é, na direcgdo do eixo dos Z) e || a componente paralela a
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superficie de separagio (isto é, definida no plano XY).

2 Ondas harmoénicas planas

Nas ondas electromagnéticas
planas, todos os pontos perten-
centes a qualquer plano perpen-
dicular & direc¢ao de propagacao
da onda, encontram-se no mesmo
estado de oscilagdo. A onda é K
assim caracterizada somente pela

distancia do plano & origem das
coordenadas.

A focagem do nosso estudo nas on-
das planas faz-se tendo em conta
que qualquer outro tipo de onda
se pode obter por sobreposicao de

ondas planas (anéalise de Fourier).
A onda harmonica é caracterizada pelo seu comprimento de onda A, que

traduz a periodicidade espacial e pela frequéncia angular w = 27 f, que traduz
a periodicidade temporal.

Para uma onda a propagar-se com uma velocidade v, existe a seguinte
relacdo entre o comprimento de onda e a frequéncia da onda:

Af=w

A direcgdo de propagacdo da onda é dada pelo vector de ondas (K), cuja
magnitude é dada pela seguinte expressao:

Assim, o campo eléctrico e magnético existentes num ponto P definido
pelo vector posicao 7, podem-se escrever em notacao complexa como:

(1) =
(7,1)
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onde os campos se relacionam através de:

1?021(&

v \|R
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O termo expoente da exponencial (K - 7 — wt) constitui a chamada fase da
onda. Pode existir adicionalmente uma fase § na origem da onda, mas esse

termo esta agrupado a amplitude.

3 Reflexao e transmissao de uma onda e.m.
com incidéncia obliqua numa superficie de

separacao

Suponhamos uma onda
monocromatica de  frequéncia
w a incidir obliquamente numa
superficie de separacao entre dois
meios dieléctricos homogéneos
(meio 1 e 2). A pergunta que se
pode colocar é a seguinte: qual a
fraccao de energia da onda inci-
dente que se reflecte e transmite?
Ora para respondermos a esta
questao temos que conhecer como
se alteram os campos eléctrico e
magnético. Ou seja, aplicando as
condigoes fronteira derivadas das
eqs de Maxwell, chegaremos as
chamadas equagoes de Fresnel que
relacionam os campos reflectido
e transmitido com os campos
incidentes.

(2=0)

3.1 Caracterizacao dos campos

As ondas e.m. incidente e reflectida propagam-se no meio dieléctrico 1 en-
quanto que a onda transmitida se propaga no meio 2; a velocidade de propa-

gacao das ondas é dada por:

1 1
v = ~
VHIEL  /HoEl
1 1
Vo =

VH2Ez  \/HoEz

(ondas incidente e reflectida)

(onda transmitida)
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onde se considerou a permeabilidade magnética dos meios como essencial-
mente a do vacuo (o que é verdade com excepgdo dos materiais ferromag-
néticos!).

A velocidade de propagacdo pode ser expressa também em termos do
indice de refrac¢do do meio (n); tem-se assim:

c
vy = — (ondas incidente e reflectida)
ny
c
v = — (onda transmitida)
na

De seguida escrevem-se as expressoes genéricas dos campos eléctrico e
magnético associados as ondas electromagnéticas:

Onda incidente

E_;' (7?, t) = EOie’(”l Twt)
_'i (,,:»7 1) = B’Oiez(m F—wt)
. 1/ & -
BOz i K—_f X EOZ
v \ ||

Onda reflectida

ET (’F7 t) = E_:Orei(ﬁ_;._‘_wt)
;5 (71) = By, el 7wt)
— 1 _,;, —
BOT‘ = H_» X E()r
v \ A7
Onda transmitida
_’t (7:; t) _ E’Otei(ﬁ F—wt)
_‘t (7—,’7 t) — EOtel( ? F—wt)

By = —|= X Ey
U1 fit|

As trés ondas possuem a mesma frequéncia uma vez que esse parametro
s0 depende da fonte. Os trés vectores estao entao relacionados:

R;U1 = RpU1 = RUg = W
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Donde:
KRi = KRp
U1 Na
Ry — —K; = —K;
V2 ni

3.2 Caracterizacao dos angulos

No plano de separagdo (z = 0) dos meios os campos de um lado e outro
da superficie relacionam-se entre si através das condicoes fronteira; isto é,
relacionamos £ — E° e identicamente para o campo magnético. O termo
de fase das ondas que possui a dependéncia explicita nas coordenadas x,y,t
(uma vez que z=0 no plano de separagio), deve ser independente do ponto de
incidéncia da onda no plano de separacao P = (x,y,0); ou seja, os expoentes
devem ser iguais.

Ri T=FK, T=FK;-T

Ora isto implica que tenhamos as componentes dos vectores de onda segundo
T e y igualis,

ki,
k

= krz - ktz
= k"y = kty

Ty
Em particular, podemos orientar os eixos XY associados ao plano de sep-
aracao de forma a que tenhamos a componente segundo y dos vectores de
onda, nula; ou seja, os vectores de onda das ondas incidente, reflectida e
transmitida formam um plano-o chamado plano de incidéncia da onda.
Tem-se assim:

k.

(%3

=k, = k;sinb; = Kk,sinb,

e deriva-se ainda a Lei de Snell:

ki, = ki, = k;sinf; = Kk;sinb;

2

ny sin 8; = ny sin 6, |

3.2.1 Reflexao Total das ondas

A lei de Snell relaciona o angulo de incidéncia (#;) das ondas (electromag-
néticas e nao sb...uma vez que na sua derivacao as eqs de Maxwell nao inter-
viram!) com o angulo de transmissdo (6;):

1y sin 0; = n9 sin 6,

6
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Assim, quando as ondas passam de um meio 1 menos denso para um meio
2 mais denso, ou seja onde a velocidade das ondas seja menor, o dngulo de
transmissdo é menor que o angulo de incidéncia (6; < ;). No caso oposto,
quando ha uma transicao de uma meio mais denso para um meio menos

denso (por exemplo, da dgua para o ar), o dngulo de transmissdo é maior que
o de incidéncia (6; > 6;).

PSS SIS SIS ST HSLSESTSLSLSLSLSLSLSLSES
B e e e e 0 0 a0 0 e S S S S S S S et
TS ST ST S S ST SIS S ST I S IS IS IS IS ISISISISISISTS
S S ST ST S ST ST SIS SIS SIS IS TSI
S S ST ST ST ST S S IN SIS SIS TSI
B e e a0 S e a0
SIS ST ST SIS IRTTISIS SIS ITITISTISISTS
S ST ST SIS ST SIS TSI TTIS SIS IS TSITISITISIS
SIS SIS STTI SIS TSI SIITATTIS SIS IS ITITISITISIS
SIS SIS TSTSISISTSISIITATEIS IS IS IS ITISISISISIS
SIS SIS ISISISISISISIITAIEISISISISISISISISISIS
B e e s
B S e 20 R S S
e S e S S A 10 e S S
B S s s s
S S S S S S S S S SRS IS STTSLS
S 4 4 450450058 6504506506505 004

Portanto, quando existe uma transicao entre meios materiais, em que a
velocidade da onda aumenta, o angulo da onda transmitida (o dngulo que a
direcgdo de propagagio faz com a normal ao plano de separa¢ao dos meios)
é maior que o de incidéncia; existira por isso um angulo de incidéncia limite,
também chamado dngulo critico, a partir do qual nao ha transmissao da
onda. Esse angulo pode-se calcular como:

ny sin 6 = ngy sin(m/2)

sin 0§ = ny/ny

Por exemplo, luz visivel proveniente da dgua que incida com um angulo
superior a ~ 49 graus, nao é transmitida. Faca a experiéncia colocando um
objecto no interior da agua e observe-o de diferentes posicoes!

7
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Para onde foi a onda? Foi totalmente reflectida. Isto porque, numa
qualquer transicao entre meios diferentes, ha sempre radiacao reflectida e
transmitida. Neste caso, eliminamos a transmissao, confinando por isso a
radiagao ao meio.

A técnica da refleccao interna total é usada na transmissao de informacao
por fibra 6ptica.

3.3 Condicoes fronteira dos campos

Uma vez que os factores exponenciais dos campos se cancelam, as condigoes
fronteira escritas na sec¢ao 1 resultam nas seguintes equagoes para as ampli-
tudes dos campos:

O campo eléctrico e magnético da onda e.m. pode ser sempre decomposto
segundo uma direc¢do paralela (||,;) e uma direc¢do perpendicular (L,;) ao
plano de incidéncia.

plano de
incidencia

glano de
eparagao
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3.4 Energia transportada pelas ondas

O fluxo de energia por unidade de area e por unidade de tempo (poténcia
por unidade de area) transportada por uma onda e.m. é dado pelo vector de
Poynting ||,

S=ExH
A poténcia média por unidade de area transportada por uma onda e.m. é
designada por intensidade da radiagdo (ou simplesmente intensidade):

IE<§>

Admitamos agora que existe um
feixe de ondas monocromaticas de
seccdo A a incidir numa superficie
de separacao. A area coberta pelo
feixe incidente na superficie (A')
dependera do seu angulo de incli-
nacao (#). (Claro esta que os feixes
reflectido e transmitido partilham
a mesma area A'.) O fluxo de en-

ergia por unidade de area (e por
unidade de tempo mas aqui nao
é relevante para a discussdo) que
incide na superficie de separacao,
depende também da inclinacao da
superficie em relagao as frentes de
onda:

@5~ ¢, 5-ds

Assim, a intensidade de radiacao incidente, reflectida ou transmitida por
unidade de superficie, obtém-se como sendo:

=< S 7>

onde 72 é o versor normal & superficie de separacao.
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3.5 Egs. de Fresnel para uma onda polarizada parale-
lamente ao plano de incidéncia ()

Suponhamos uma onda incidente
polarizada paralelamente ao plano
de incidéncia; isto é, cujo campo
eléctrico é paralelo ao plano de
incidéncia.  Na figura ao lado
encontram-se esquematizados os
campos eléctrico e magnético ex-
istentes de um lado e outro da su-
perficie de separagao. O plano de
incidéncia é o da folha de papel que
estéa a ler!

Os sentidos do campo eléctrico
sao escolhidos arbitrariamente. A
direccao e sentido do vector
campo magnético resultam ime-
diatamente do conhecimento do
campo eléctrico e da direccao de
propagacio (B x i x E).
condigoes fronteira enunciadas atras para os campos eléctrico e magnético
resultam entao no seguinte:

p X

\ plano de
separagao

Condigao (1):

€1 _EOiCOS(g —0;) + EOTCOS(g — Gr)] = & {—Eo,fcos(g —0,)

e1 [—Ewsin(0;) + Eorsin(6,)] = e2|—FEysin(6;)]
nb
Foi — Eor = 220UE,
€1 stnb;

no
Eyi — By, = —Ey
ni

Condicao (2):

Como nao ha campo magnético perpendicular a superficie de separacao, esta
condi¢ao é obviamente preenchida mas nao contribui com qualquer infor-
magcao adicional (0 = 0).

10
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Condigao (3):

EO@' sin(g — Gz) —+ EOr sin(g — 9,n) = EOt Sin(g — Gt)
FEo; cost; + Ey,.cos, = FEy cosb

cos 0
Eoi + Eor = d 0t
cos 0,
Condigao (4):
Boi  Boy _ Bo
H1 H1 H2
Eo; B Eo, _ Eo;
U1t U1t Va b2
Ey— Ey = —HE,
Vg M2
Eoi — Eor = @EOt
ny

onde se teve em conta que em geral nos meios dieléctricos piq >~ fio > L.

Vemos que as equagoes resultantes das condigoes fronteira (1) e (4) sdo
equivalentes. Donde, para se obter o campo eléctrico das ondas reflectida e
transmitida em termos do campo eléctrico da onda incidente, basta resolver
o seguinte sistema de equagoes:

cos 0;

Ey + Ey = <=0 E,,
Eyi — Eo, = Z—TEOt

Obtém-se entao as relagoes ou coeficientes de Fresnel:

__ macosb;
(EOT) o n1 cos O¢
] - na cosb;
EOZ llpi 1 + n1 cos 0
<E0t) . 2
. . cosb na
EOZ l|pi cos 0; + n1

11
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Fresnel coefficients

3 ! polariz. paralelaiao plano deiincidencia !

0.8

A figura mostra os coeficientes de smMiissio
Fresnel em fung¢ao do dngulo de in- 06 | o o
cidéncia da onda para uma tran- : ‘ ‘
sicdo ar-vidro (ny ~ 1 < ny =
1.5). E visfvel que o sentido
do campo eléctrico assumido para
a onda transmitida esta correcto
para qualquer angulo 6; e que o
campo eléctrico da onda reflectida
esté desfasado de 180° inicialmente
e depois inverte o sentido.

r trdm

70 80 90
Wi (deq)

3.5.1 Angulo de Brewster

Vemos que existe um angulo de incidéncia 5 para o qual nao existe campo
eléctrico associado & onda reflectida:

ngy cos g

=0 = ngcosfg =n;cosb,;
ny cos b,

Tendo em conta a lei de Snell:
ny sin 0; = n9 sin 6,

obtém-se:
sin 0, cos 6, = sin 0, cos 0;

Tendo agora em conta a igualdade trigonométrica:
sin(2u) = 2sinu cos u

ficamos com:
sin 260; = sin 26,

A solugao desta equagao é a seguinte:

2912—(29t—7r) = 91+9t:7r/2

12
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Recorrendo de novo a relacdo de Snell e tendo em conta que sin(7w/2 — 6;) =
cos #;, obtemos para o angulo de incidéncia da onda:

tanfp = Z—f

Este é o chamado 63 = aAngulo de Brewster. Para uma onda a transitar
do ar para o vidro, o angulo de Brewster tem o valor de fz = 56.3°.

3.5.2 Coeficientes de Reflexao e Transmissao

O coeficiente de reflexao R corresponde a fraccao de energia da onda
incidente que é reflectida:

R

1/2eyv, Ej, cos b, (EOT)2

I,
]_i n 1/261’01E§Z~ COSQZ‘ N EOi

O coeficiente de transmissao T corresponde a fraccao de energia da
onda incidente que é transmitida:

T =

Iy 1/2e9v,E5, cos@,  nycos b, <E0t>2

Ii 1/2€1U1 Egz COS 92 N1 COS 02 EOZ'
1— no cos b; 2
Ri. = ni cos 6
lpi = 1+ na cos b;
ni cos 0
2
N9 cOs 0, 2
ﬂ‘pi = 7’7(3089‘ cos 04 42
1 g cos 6; ni

Ezercicio: Mostre que R+T = 1. ‘

13
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Na figura junta mostram-se os co-
eficientes de reflexao e transmissao
para uma transicio ar-vidro. A
medida que o angulo de incidén-
cia aumenta a transmissao é cada

vez menor e portanto a fraccao de

luz reflectida cada vez maior.

0.8

0.6

04

0.2

0

Reflection and Transmission

reflection

Huluuxuuiuui
0O 10 20 30 40 50 60

70 80 90

Wi (deq)

3.6 Eqs. de Fresnel para uma onda polarizada perpen-
dicularmente ao plano de incidéncia ()

Suponhamos agora a existéncia de
uma onda a incidir no plano de
separacao com uma polarizagao
perpendicular ao plano de incidén-
cia; isto é, o campo eléctrico é per-
pendicular & folha de papel que
esta a ler!

p X

\ plano de
separagao

As condigoes fronteira enunciadas atras para os campos eléctrico e mag-

14
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nético resultam entao no seguinte:

Condigao (1): Como nao ha campo eléctrico na direcgdo perpendicular ao
plano de separacao, esta condicao nao contribui.

Condigao (2):

By, cos(i —0;) + Bo, Cos(g —0,) = By Cos(g —6;)

2
sin 0
By + Boy = —+— By,
sin 6;
Condigao (3):
Eoi + Eor = Eo
Condicao (4):
By; By, B
20 cosb; + —Ocosﬁr = —ﬁcoset
H1 H1 H2
0
Ey—Ey = 2°0700p,
ny cos b;

Exercicio: Mostre que as condigoes fronteira (2) e (8) sdo equivalentes.

Os coeficientes de Fresnel derivam-se resolvendo o seguinte sistema de
equacoes:
{ Eoi + Eor = Eo

ng cos
Eoi — Eor = 2 coeg Lot

Obtém-se entao os seguintes coeficientes de Fresnel para uma onda po-
larizada perpendicularmente ao plano de incidéncia:

__ mnacosby

( EO?" ) o ny cosb;

] o na cos O

EOZ Lpi 1+ ny cosb;
( Eo ) 2

] o na cos Oy

EO'L Lpi L+ ny cosb;

15
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Fresnel coefficients

1 olariz. perpendicular ao plano de incidenci
A figura mostra os coeficientes de 08 | .
Fresnel em func¢io do angulo de in- 06 [ ronsmissIonT——__
cidéncia da onda para uma tran- ' I
sicao ar-vidro. E visivel que o sen- 0.4
tido do campo eléctrico assumido 0.2
para a onda transmitida esti cor- 0
recto para qualquer angulo 6; e que 02
o campo eléctrico da onda reflec- o, reflection T
tida tem o sentido contrario ao in- o ™~
dicado no diagrama do inicio da 06
seccao. 08 |
1 0710720 30 40 50 60 70 80 90

9i (deg)

3.6.1 Coeficientes de Reflexao e Transmissao

Os coeficientes de reflexao e transmissao obtém-se como:

1 — nazcos 0 2
R... = ni cos6;
Alpi — 1 + ng cos Oy

ni cosb;

2
v _ nacosb 2
1pi — ny cos 91 1 + na cos by

ni cos0;

16
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Reflection and Transmission

1
L tr mswﬁggE?T“\\\\
08 | ™
A figura mostra os coeficientes de i /
reflexdo e transmissdo em funcio 06 |
do angulo de incidéncia, para uma P A R/GLASS ><
transicao ar-vidro. 0.4 \
0.2
i reﬂectwgl__///
O 0710720 30 40 50 60 70 80 90

Wi (deg)

4 Comentarios finais

Os coeficientes de reflexao e transmissao que foram deduzidos s6 sao aplicaveis
a uma onda que tenha somente componente paralela ou perpendicular ao
plano de incidéncia. De outro modo, se a onda possuir ambas as componentes
entao ha que fazer as contas a partir dos coeficientes de Fresnel deduzidos.

17



