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Preâmbulo

os últimos anos a Física Experimentâl tem começado a ser Íeconìecida como
irnprescindível a uma modema formação dos estudantes quer de Física quer de

outras licenciaturas em que a Física se revela necessáÌiâ, além do mais poque possui-
dora de todo um conjunto de técnicas e instrumentos de medida impÍescindíveis ao
desenvolvimento de muitos domínios científi cos.

Contudo, se é raro encontrar nas prateleiras das ljvrarias livros científicos, mais raÍo
e ainda a píesença de obías \obÍe Frs'câ F\perimenral .  ldcnicac. \4etodo' e ln 'úumen
los. Os temas experimentais, quando exjstem, são de caÍácter divulgativo e com o objec-
tivo de suscitaÍ no grande público o interesse pelaCiênciaa paÌtiÍ de experiênciâs diver
tidas, O livro que escrevemos prctende proporcionar aos estudantes dos primeiros anos
de cursos universitárìos com disciplinas de Física um âpoio à rcalização de experiên-
cias e à sua interpretação.

PaÌa aìém de queÍermos dÍ umâ resposta à ausência de um texto de índole experi-
mentaÌ tivemos aìÍda como musa inspiradora o facto de quaÌqueÍ umde nós se ter diver-
tido e aprendido nâs longas horâs pâssadas nos laboratórios de ensìao ou de investigâ-
ção tentândo escaÌpeÌizâr a Naturcza. Pensamos que a experiêÍcìa adquìddâ e o gozo
vivido devem ser transmitidos âos Íossos estudaÍtes, Não quercmos esconder que umas
tantâs vezes nos depdmimos com a rebeldìa dâ Nâtureza ou com o fiasco das nossâs
ideias.

O manual que conseguimos escrever não é o golpe degénio do fim do século. Quase
tudo que aqui se encontra pode ser lido em váÌios livros e manuaìs, especialmente nos
ediÌados por universidades inglesas e americânas. A vantagem deste texto reside em ser
feito com base no conlìecimenÌo que temos do currículo das licenciaturâs em Física no
nosso País, da preparação com que os estudantes chegarn ao primeiro ano da Universi-
dade e do equipâmento existente, facilmente adquirível ou que se pode corÌstruir nos
DepaÌtamentos.

Como elem€nto secundiírio julgamos ser de gmnde ajìrda, paÌâ nós e para os estu-
dantes, a existênciâ de um texto que pâÌa além de um conjunto coerente de experiên-
cias rcúna os inúmeros acessórios indispensáveis à vida de uma experiência tais como
indicações sobÍe os instrumentos mais utilizados, labelas matemáticas, métodos de aná-
lise estatística. unidades. constantes. etc.

Este livro deslina se a acompanhar o estudante no seu primeiro contacto com a reaÌi
zâção de experiências, isto é, considenmolo como texto de âpoio ao primeiro curso se
mestÍal de Físicâ Experimental. A suâ existência não deve ser um convìte à preguiçâ:
o estudante Dão deve prescindir da suâ pesquisa nos ÌivÍos que estão Ío laboratório ou
na bibliotecâ. vendo coisas que nos escaparam ou Ìevianamente consideramos menos
imponântes. A bibliogrâfiâ proposta sobre outms experìências tem por objectivo incenti-
var a realização de úabaÌhos diferentes dos propostos neste manual.

Não podemos terminar este preâmbulo, sem relembÍar todos os coÌegas do Depar-
tamento com quem coÌâborámos nas diversas físicas experimentais, ao Ìongo de vários
anos. Com eles debatemos inúmeros problemas que abordamos neste livro. Como deve
funcionar um laboratório, que experiências fazer e como as fazer. como e quando as au-
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tomatizar, que avaliação é desejáveÌ nos culsos laboratoriais, tudo isto foi rema de dis_
cussão na pÍeparação das aulas e no seu decurso, em grupos de trabalho e comissões e
quantas vezes também argumento dâs conversas ao café_

Este Iivro é tâmbem reflexo do empenhamenro do Departamenlo de Física no d€sen-
voìvimento da componente experimental na apÍendizâgem de Física.

. A colega Margarida Cruz um agradecimento especial peÌa colaboração na experiên-
cia e na leituÍa sobre céÌuÌas fotovoltaicas,

Agndecemos à Junta Nacionaì de Ìnvestigação CientíÍica e Tecnológica o âpoio
Festado à pubÌicação deste livro.

Os Autores

Conce4ão Abreu

16



Introdução

O fio condutor deste texto é baseado nos seguintes pontos:

. A importância de ensinar a fazer experiências com rigor e submeteÍ os resulrados à
análise matemática:

r O conhecimento sobre a Física é o resultado de anos de Experimentação. Recordemos
que a Ciência moderna começou corn Galileu, consideüdo üm experimentalisra por
excelência, e que os Fémios Nobel da Física dos últimos anos foram concedidos a
expeÍimentalistâs, J. Friedman, H. Kendall e R. TayÌor (1990), P Genes (1991) e
G. ChaÌpak (1992)i

. Os estudantes chegam à UniveÍsidade com um contacto episódico oü nulo com o
Laborarório. nào esrando poíânro habiiuâdos ao FAçe vOCÉ VeSVO:

r A Física pode ser feitâ no laboratório, este não é um mero local de confimação. Se
bem que possuidores de escâssos conhecimeotos túÍicos (considera-se como base o
décimo primeiro ano), os alunos podem progrediÍ nos seus conhecimentos recorrendo
à experimentâção;

r Os esludantes estão ansiosos por fazer física experimeÍtal, e portanro não é boa poli
tica t-azer da apÍendizagem de base algo de muito aboúecido;

. A físicâ experimentaÌ como qualquer outro tipo de aprendizagem envolve o conheci-
mento e Feino de um ceÍto número de técnicas, que habilitam o aluno a fazer expe-
rìências pÍodigiosas. Esta aFendizagem de bâse é inevitável em qualquer tipo de
estudo, é como o estudo do solfejo por que têm de passaÌ todos os aspirantes a mú-

r Medir uma grândeza implica tomar dados, controÌar o valoÍ obtido e saber Íepresen-
tar o resultado de modo a obtermos uma rápidâ informação sobÍe o fenómeno em
observação;

I Hoje quase todas as gmndezas se medem com tmnsdutores electricos, o que explica
a ênfase dada ao estudo de circuitos electricos:

. Apesar de vivemos num mundo fortemente automatizado, o primeiro contacto com
a expedência deve seÍ, na nossâ perspectiva, o mais manual possível, paraque o estu-
dante sinta bem a Íealidade e as dificuldâdes quer no manuseâmento dos insirumen-
tos quer na interpÍetação dos resultados. Uma segunda disciplina experimenral deve
introduzir a automatização, quer na aquisição quer na anáììse de dados.

Respeitando os pontos enumerados, temos ainda os constrangimentos com que nos
confÍontamos ao elâboÍar um currículo laboratorial Dala ser usado no DrimeiÍo ano de
uma licenciatuü:

r O grande número de alunos, e a fâlta de docentes € de laboratórios obdga a sessões
de Ìaboratório de duas ou três homs, sendo o ideâÌ quatro horas ou mesmo uma manhã

I As turmas de laboratório têm em geral quinz€ estudantes, trabalhando em gÌupos de
Í€s, exisÌindo apenas um docente no laborarório. Este tem sido o modo clássico de
funcionamento e nada nos leva a prcver uma alteração se bem que oufos modeÌos
fossem Dossíveis:

l'7



. A presença de um só docente para cinco giupos de alunos com pouca experiência de
Ìaboratório exige, parâ evitaÌ a dispersão do docente e incentivaÌ â jnterajuda entre
os estudantes, que o trâbalho a execuÌar em cada sessão seja o mesmo para todos os
gnrpos. O trabalho seria muito mais profícuo se nos ÌabomtóÍios o pÍofessor fosse
coadjuvado por um monitor;

. A realização simultânea do mesmo trabâlho por cinco gnrpos implicâ que o mateíâl
envoÌvido sejâ de baixo custo (de modo a permiÌir a sua muÌtipÌìcação); a inexpe-
riênciados estudantes aconseÌhâ que seja simultaneamente, sìmples, robusÌo e de fácil
reparação;

r O esÌudante deve ser esiimuÌado a fazer experiências, logo não deve sgntiÍ-se excessi-
vamente incapaz perante a proposta de pesquisa. As experiências concebidas não de-
vem ser desnecessariamente comDÌicâdas. devendo incidìÍ sobre assuntos ìnteressanles.

Assim, a escolha das experiências a incÌuir tem muito particuÌarmente em conta a
necessidade de susciÌaÌ o inÌeÍesse do estudânte peÌa Física Experimenlal. tendo em
atenção os objectivos e os constrangimentos enumerados.

Objectivo e sequência das experiências

As experiênciâs a Íealizar são apresentadas em blocos, obedecendo à seguinÌe filosofiâ:

r Um bÌoco zero iÍiciará o esírdante nâ medição de grandezas correntes como sejam
comprimentos, mâssas. densidades, tempos. Éste bloco poderá ser ou não ser execu-
tado consoante os conhecìmentos dos aÌunos:

r o primeiro bÌoco, ao píopôr uma experiênciâ como â do pêndulo simples, confÍon-
Ìará o estudânte com a medição de uma dada gÌandezâ, nesle câso a aceleração da
gravidâde- Tendo em atenção o vaìor que lhe é coÌrentemente atdbuído e as varia-

ções que esta grandeza sofre com a aÌtiÌude é fáciÌ coÍstâtã quão necessiíria é â atÍi
buição de uma inceÍezâ ou erro à medida efectuada. O estudo da aceÌeÍação da gravi
dade em função de outras gÍandezas permitirá introduzir o estudante nâ construção
de tabelas e traçado de gráficos usando métodos de ajuste ÌiÍeaÌ. Noções elementa-
Íes de estatística, como média e desvio padÍão, e determinação da ìncerteza com base
na propâgação de erros são usadas ne\ra pe.quisai

I O segundo bloco permite ao estudante progredir na análise dos resultados, introduzin-
do através de uma €xp€riência de contagem de desintegração radioactiva a noção de
distribuição normal e de testes de confiança. Esta experjência, envolvendo noções ele-
m€ntares de üsica da estrutura da maléria, conduz a uma incuÍsão nos domínios da
micÍofísica, mundo semprc fascinante;

: No terceirc bloco, a rcalizar em várias sessões de laboratóÍio, consoante a prepara-

ção do estudante, manusear-se-ão as gmndezas elécúcas mais vulgares e os ciÍcui-
tos electricos básicos, que irâo permitf posterioÍmente a construção de transdutores
eléctricos, Íecessários ao estudo de outÍas grandezas ou fenómenos fisicos não eléc-
tíicos como a tempeÍatuÉ e as ondas eÌectromagnéticas;
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r As experiências dos blocos quatro e cinco pÍopõem a determinaçâo de duas qrande-
zas: a remperatura e a frequéncia de srnlonizaçáo de uma estaçào àe rádio, recãnendo
â transclutores, utilizando as noções de circuitos obtidas no terceirc bloco e a análise
de dados do primeiro e do segundo bÌocos. Consequentemente, peÌmite uma integra
9ão dos conhecimentos obtidos anteriormente;

I O bloco seis será dedicado à óptica geométrica em que os olhos funcionam como
transdutor naruÍaÌ. Este bloco permite âquelas expe.iênciâs simpìes. que seriam pos_
sivers em qualquer escola secundária, como sejâ a constÍIção de protólipos de teles_
cópios e microscópios. A compreensão do que é a reflexão e a refracção e a medida
de distáncias focais seráo elemenro. de bare que po,sibiliraÍào a .on,!rÌ,çáq de rai,
protot ipo..  fs la erperiência podr ser enriquecida com r is iras de esrudo aàs rele.cr j_
pÌos que exlstem em quase todas as cidades com Observâtórios e cuia existênciaDassâ
despeÍcebida a maiori,i ctos estudantes.

. O bloco sete será dedicado ao estudo da transformação de energia solar em eléctrica
rccorrendo a células fotovolraicas. A compreensão do funcionamento das céluìas en_
volve um pouco de física da matérja condensada e noções de mecânica ouântica.

Em cada experiência exisre:

r Uma introdução resumida sobre o objectivo da pesquisa, que deve ser sempre comple_
tado com o esrudo de uma ou várias teiruras ou apendice, do manual dividamenre
referenciados. permilindo uma compreenjão da FÍsiia envolvida, o funcionamenro dos
instrumentos de medida necessários e rcferindo a bibliografiâ. A Íemissão do desen-
volvjmenro teórico pâra outÍa paíe do livro destina_se a evidenciar â tarefa Ìaborato-
rìâl propostâ;

r Várias propostas de medidas â realizar:
. Sugestões sobÍe o modo de repres€ntar e tratar âs mediçôes feitas:
. lJm dado ndmero de exercÍcios que simulam as med idas e lecruactas. com o obiectivo

de cridr o e\pírilo de que do modelo físico esrá a.socrado um moclelo matemàrico e
que este modelo físico/matemático permite a simulação de qualquer expedência. Os
exeÍcícios Ìêm todos resposta, com o objectivo de comunicar um pouio de veloci-
dade inicial. os etercìcios assinatâdos com Z eqLão rorâl ou paÍcialmenre reqolvidos
no ftm do livro:

r Experiências assinaladas com um ou mais asteriscos *, conforme o smu de dificul
dade. poderào ser ereculadas em funçáo da disponibrljdade de tempo,-do rntereçse do
estudante e do equipamento existente;

. Experiências siÍnples assinaladas com índice zero (0), aconselhadâs aos estudantes
que ao Ìêlas as considerem úteis no confronto com os seus conhecimentos pessoais,

Ao reexamìnar os blocos propostos vemos que este conjunto de expeÍiências sim_
ples permÍe contacrâr com váÌios câmpos da Física: mecânica (pêndulo), eÌecrricidade
e ondas (sintonizador de ondas rádio), lermodinâmica (empeÍatu.a), Íadioactividade
(estâtística de contagem), astronomia (lentes e construção de instrumentos de óptica),
tïsicado estado sólido (célula fotovoltaicas), facultando não só uma aprendizaEem lâbo_
rdtorial como um conhecimento de lenómenos fìstcos interessantes.
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Muitos ouúos grupos de experiênciâs podiam serproposros, privilegjando outras op_
ções. A nossa pode ser descÍita de modo resumido como: fazer exDeriências viaianão
pela Fr.r(a com meios econdmico!.

Nâ paÍe dedjcadâ às noções de Física necessárias à pesquisa somos omissos sobre
a in 'erçáo histdnca. Os erruJrnte. tèm em quase ro<ta. i .  l icenciarura" discipl ,nas de
História das Ciências onde é ânalisada a evolução desta, não sendo em aeral menosDre_
/ado' o. fâctore' poljrico'. econdrÍìrco. e \ociai. que influenciaram o i.u a."en,otui
mento, e comoo Fóprio desenvolvimenÌo daCiência actuou sobÍe os fâctorcs enuncìados.

Organigrâma do manual

Este manuâl é composto de quâtro partes:

A pÍimeira parte, assinalada com uma rede cinzento_cl?iro, é dedicadâ à descrição das
experiêncìas.
A segunda parte, assinalada a
de Íïsica e análise de dados.

& A tercerrâ parte, na forma de âpêndices, engìoba notas sobre os insrrumenros e
métodos freguenlemenre envolvidos nas experiências. Encontrâ_se assinalâda aK

r A quaÍa parte agrupa as tabelas de consrantes. facroÍes de conversão. iAualdades e
e\prei \òe\ m0remál icrs.  . i ' rema de unidrde,.  isro é, rLrdo o que oen,rmo, foci lLa, , r
v iJr no jabôr!ror io e e.r ;  , . , in, t"Aa c $@@

é um conjunto de Ìeituras sobre temas

Como fazer uma exDeriência

20

Quando se faz uma experiêncìa váÌias coisas a podem rentabilizar e convém que o es-
ludânte âs conlìeça para as não descurar e rirar o melhor proveito do esforço dispen,
dido. Em primeiro lugar deve ter-se gosto em reaÌizâr a experiêncial Uma u", o...n"hi_
do e're requi ' i to.  Ì ,m ouro que a pímeirr  v irra pode parecer dercubido e o àe rer urn
lìvro de bordo ou logàdílÈr. Finalmente. é necessário preparaÌ a experiência.

Mas o que é pÍeparar uma experiênciâ de Física?
Uma vez que algo nos intriga é natural que comecemos por pensar quâl a Físjcâ en-

voÌvida e aÌinhar Ìrmas rantas ideias. A segììir devemos reflectir sobre o mâteriai a usar
a sua dìsponibiljdade, constmção ou âquisição. para aferirmos o que sabemos sobre o
que queremos experiÌnentar e se as opções feilâs foÍam as convenientes devernos contrc-
Ìe|Ì matematicamente o fenómeno. Devem ser feitos ciíÌculos sobre os valores mínimos

rUsaÊhos o itálico para os temos eírangeüos.



e máximos que as grandezas podem tomar, estabelecidas relações prováveis entre as
grandezas e resolvidos alguns exeÍcícios relacionados com a experiência.

A medida que vamos reflectindo nesras cojsâs vâmos tomando apontâmenros e o
locâl ideal para o seu regisÍo é o logbook.

No caso concreto das disciplinas de físicâ experimental ou aulas práticas quando se
vai paÌa o lâboraÌório deve já exisrir um esboço do que se prerende fazer O início da
sessão ó o momento propício paÍa esclarecimento de dúvidâs surgidas aquando da prepÂ-
ração da experiênciâ. Seguir se á ulìa avaliação do marerial disponível c a sua dìspo-
sìção de modo a permitlr as medições previstâs e a trâDscrição pÂra o lí)gt7oo& do es-
quema geral da experiência e das caracrerísricâs reìevantes do mâterjal urjlizado.
Procede se às medições rcgistândo os valores, devendo fazer-se alguns cáÌculos. âinda
que pÍeliminares, pâra ver sc os Íesultados que se cslão a obÌer são coerentes coìÌ o que

No início do curso os estudantes sentem-se inseguros e poüco habjli!âdos a mexer
nos apareÌhos. A aÌiludc a tomâr é vencer estes Íeceios e com cuidado e bom senso teD-
tar fazer as ligações c mexer nos botões, lendo senpre as legendas que os acompanhan.

Uma vez tìnalizadas as medidâs procede se ì construção de tabelas, âos cálculos
precisos, ao traçado de gráficos. etc. Finalmcnte !irarÌ se coìrclusões sobre a expcrjôÍ
ciâ efècluadÂ, leceìì se críÌicas caso seja necessário e discuÌe-se com o pÍotèssor e os
colcgas, no Ìaborâtório, coffedor ou bar. os rcsullados obtidos.

Sc o resultâdo obtido for poüco ortodoxo ou se a experiência falhar é necessárjo
s,ìber âvâÌiar o que se passou, podendo eÍa análise ser tão interessânte como o sucesso.

A medidâ que o curso progride e sc adquirem mâis conhecimentos as experiências
serão mâis aÌrâentes e o lâboratório pâssârá â ser um local agrâdável.

Como deve ser o ,ogáoot

Cadcmo de capa rígidâ para resisÌir a um semestre de Ìâborâtório sem teÍ um aspecto
de velho c podeÍ ser guârdado numa estante pam uso poÍerior em quaÌqucr dâs disci
plinas de lisica experimeìrtal:
As folhas ideais são quadricuÌâdas alternadas com algumas de papel milimétrico, pcr
mitindo uma apresentacão arrumada dos cálculos, a construção de tabelâs e esque
mas sem rccorrer à régua. A presença de folhas de pÂpel milìmétrico tornÂ mâis rigo
rosos os gráficos desenhados;
Apesar do trabalho ser realizado em grupo, cadâ elemento deve ter o seu câderno,
pois no fuÌuro cada um vaiprecisardos elementos nele regiÍados e será cómodo nesse
momento ter o seu ld8bodi
Respondendo ao argumento de que durante a aula, por falta de tempo, se escreve Ìudo
desordenadamente, propõe-se que uma paÍe do caderno, seja utilizada paÌa os regis-
los feitos aquando das medições, isto é, que se crie uma zona de râscunho, tendo o
cuidâdo de ÍegistâÌ â data e a experiênciâ a que se referem- Podem fazer-se Íegistos
em dias diferentes e convém não misturaÌ tudo sem primeiro analisar se foram realiza-
do'  nas me(mas condiçòe\ e 'e penencem à me.ma e\penència:
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I A existência de lrgòork evita, porque em parte os substituì, a realização sistemática
de reìatórios. guardândo-se esles para situaçóes especiaisl

I No exame fÌnal pode ser considerâdo como mais um eÌemento de avaliação do trâba-
lho desenvolvido pelo estudante durante o ano;

r A extensão do uso do logóool a todas as físicas experìmentais peÍmitirá ao estudante
ter um ópiimo instrumento de trabalho no fim dâ Ìicenciâtura, que será sem dúvida
útil paÌa os qu€ seguirem a opção de Física ExperimentâÌ.

Como deve ser o relatório de uma experiência

Realizada uma experiêncìa deve elaborar-se um ÍeÌâtódo sobre o objectivo da sua
reaiização, registo e discussão dos Íesultados obtidos. O destino deste relatório pode
ser a publicação numa revista, a apresentação numa conferêÍciâ, o ins[omento de
base pam uma discussão com o professor e com os colegas ou um modo eficâz de
conservar uma memória sobÍe um esforço que nos permitiu melhor cornpreender
Física.

Como deve ser um relatório?
Como regÍâ de ouro deve ser claÌo e conciso. A estrutura genérica pode ser muito

vadada, Uma. coÍrentemente aceite, consta de uma introdução com o objectivo dâ expe-
riência, o método e o equipamento usados para atingiÍ o objectivo. No caso de paÍe do
equipamento ou do Ììrétodo serem de concepçáo específica paÌa a experiência deve ser
deÌalhadamente descÍito e iÌustÍâdo, podendo ser inserido em apêndice, paÌa não que-
brar a sequência. Segue se o registo dos valor€s obtidos com refeÍência aos respectivos
erros de medida e Íepresentâdos se possível em tabelas ou quadros, analisam-se os dados
e apresenta-se o ÍesuÌtado dos cálculos. O Íesultado final deve seÍ apresentado, sempre
que possível, sob a forma de gÍáficos que o evidenciem € que facilitem a discussão.
Conclui-se sobre o êxito ou fiasco dâ exDeriência Íealizada. S€ no d€correÍ do relatório
for necessário referir ourros trabaÌhos, no final deve apresentar-se uma bibliografiâ com
o título do aÍigo, o nome dos autores e a rcvista ou livro onde foi publicâdo.

Esoüema de um ÍêlâtóÍio

Tíulo

Disciplina

ANÀTOMIA DE IJM RELATÓRIO
EstudanteAeEstudânteB
FÍSICÀ EXPERMENTAI Y AÍO 2OOO

RESUMO

Síntese dos objectivos e dos resultados obtidos.

INTRODUÇÃO

Considerações geÌais, hipótese a testat objectivos a atingir e importânciâ da expe-
riência, invocação de outÍas experiênciâs que já se Íealizaram sobre o mesmo pro-
blema.
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FUNDAMENTo TEÓRICO (breve)

MÉToDo E EQUIPAMENTo

RESULIADOS

Valores obtidos, erros que os afectam, tabelas, cálcuÌos e gráficos.

DISCUSSÃO

Análise sobre a concordância dos Íesultados com a hipótese da introdução, compÂação
com os valores teóricos ou outras experiências, discussão das diferenças obtidas, pos-
sível minimização dos erros, tentâtiva de compreensão do fracasso obtido se ral for o
caso, proposta de outms vias parâ estudar o problema.

BIBLIOGRAFIA E REFERÊNCIAS

ly'ota. Fazer o relatóÍio com um programa de tratamento de texto confere-lhe um bom
aspecto que pode facilitâr a leitura. Mâs se um computador Íão estiver disponível ou o
estudante aìnda não dominar um processador de texto é peÍfeitamente aceirável um relâ-
tório bem manuscrito,

23





EXPERIÊNCIAS





EXPERIÊNCIA O

Medição de Grandezas Elementares

as medições propostas determinam-se vâloÍ€s paÌa grandezas elementares e manu-
seiam-se instÍumentos simples, Os resuÌtados devem ser baseados em diversas

medições, afectados do eÍo e expressos em unidades do Sistemâ Intemacional (SD.
Assim o rcsultado final é dado por

lvaloÍ da gíandezal t lerrol tunidadel

e deve sei âprcsentâdo só com os algarismos que forem significativos.
O vaÌoÍ do erro é estimado com base na análìse dos vários tipos de enos: leitura,

estatístico ou de calibração, tomando-se o que for maior. Os erros sistemáticos, como o
erro de zero, se puderem ser avaliados devem tâmbém ser considerados e o valor da
medida corrigido.

Sempre que possível, é inteÍessante analisar os limites de aplicabilidade dos méto-
dos de medida sugeridos e indicaÌ oÌrtÌos âltemativos aos propostos.

0.1 Pesquisa proposta

1 Medição de dìâmetros, volumes e áÌeas.
2 MediçAo de densidâdes.
3 Medição de intervalos de tempo.

A prossecução destâ pesquisa implica o estudo de

. Aquisição, Análise e Tratamento de Dados (I-eitura 1);
r Medidores de Compdmentos (Apêndice 4);
r Sistema Internacional de Unidad€s (TABELAS).

0.2 Equipamento necessário

Régra, cÍa.r'eira, WÌmer, balança, váÍios objecros de formas geoméúcas diversas e dife-
rentes materiais, fio de pÍumo, plâno inclinado, cronómetro de c€ntésimas de segundo. -

0.3 Experiências sugeridas

I Medir esp€ssuras

Qual seni o diânetro de un cabelo?

A espessuÍa de um cab€lo pode ser medida usando w palner. F^zeído aÌguÍnas medi-
ções pode determinaÌ-se o vaÌor mais provável (média) paÍa o diâmetro.



EXPERIÉNCIA O

Estimâr o efro de leitura. Comparar o eno de leiturâ com o erro estatístìco no caso
de fâzer viírias medições. Estar âleÍta paÌa pÍoblemas como a diÍìculdade de posjcionar
o cabelo entÍe as espeÍas do palmer sem afect^r a grandeza a medir.

Determìne o diâmet.o de um vulgdr fio elécrrico. CompaÌe €ste valor com o obtido
parâ o cabelo. Diferem de quântas ordens de grandeza?

A espessura do cabeÌo pode ser medida com uma craveiÍa? porquê? E o diâmerro
de um fio elécrrico? ExisriÍão outros métodos para fazer esre aipo de medição?

2 Medir volumes

Qual é a ,)olune de um clipz

Um método para o determinar consiste em endireitaÍ o c/rp o melhor possível. Medir o
diâmetro (d) com umpdlmcrou com uma crâveira e o comprimenÌo (a) coÌn uma régua
ou crâveiÍa.  O seu voÌume será dado aproximadâmenle pelo volume de um ci_

ì i n d r o v = r l i J L .

Fazendo váriâs medições obrenha o valor mais provável (média) e o elro estaÌístico
que o afecta (desvio padrão da média). Esrime o erro de leìÌurâ. eualo valordo volume?

Como proceder parâ avalidÌ o voÌume de um c1? que se encontrc (torto>? (ver ex
periênciâ sobÍe a medida de áreas.). Se oprarmos por medir o voÌume do cl? recorrendo
a uma proveta graduada com água, devemos evitar que se formem goÌículas de âr em
torno do metal. Que ripo de effo provoca esse volume {:te aÌ?

Compare os volumes de um cl? e de um copo de água.

3 Medir áreas com uma bâlança
A expeÍiência consiste em medir de ibÍmâ indìrec|a a área A j de üma superfície irre-
gulaÌ. PaÍa o fazer é necessário dispôr de uma placa do mesmo mateÍial e iguaì espes-
suÌa, mas com uma forma regular, cujâ área Á, se possa medir fâcilmenre (por exem-
plo Lrm Íectângulo). Enrão a razão das áreas das duas pÌacas é iguaÌ à razão das massas

De fàcto se ambas as pÌacas são do mesmo marerial a sua densidade é ìdêntica

o  = ï = 0 , =

Notxndo que o \olume da\ ptaLaç e rpua.
qu€ é idêntica para ambas âs plâcas, tem-se

ao produto da área pela sua espessura']r,

!]
v,
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Proceda de modo a poder discutir o erro que afecra a medida.



MEDIçÀO DE CRANDEZ AS ELEMENTARES

4 M€dir densidadesÌ

QuúÌ é a dznsìdade do latuo?

A densidâde de um materiaÌ é definida como sendo a razão entre a massâ e o volume

p = +
No caso de uma ligâ metálica como o lâtão (cobre e zinco), a densidade da liga pode

ser expressa em termos da densidâde de cada um dos clcmentos constituinres (ver excr
cício 0.1)

l l Ì-  = ( ' ) r  -  +  o i
P :  P r  

' P

As constantes .,r= 1 . r, = - !11 são as proporções, em massa, com
n t + m

que cada um dos elementos constituinles entra na composição da liga.
A experiência consiste em determinar a densidade de uma peça de larão (de forma

inegular), e â paÌtir desse valor eslimar a percentagem em que cada elemenÌo ent.a na
liga. Os valores dâs densidades são

p.,=8.96 c/cn1 e pz,=1 t3 B/cnr

Arranjemos uma peça em Ì.ìtão (por exemplo üma bola, de pÍeferência iregulaÌ),
uma balança e umaproveta graduâda. O volume da peça de Ìatão (que deverá ser maciça)
pode ser medido com uma proveta graduâda (com pelo menos I cmr de precisão), serni-
-cheia com água. O volume da peça é igüal à diferença de volumes medidos ânres e
depois de mergulhá Iâ na água. O peso da peça é medido com umâ balança cuja preci-
são deverá scr pelo menos da ordem de 0.1 g

Como se deve pÍoceder para que o erro da medidâ seja inferior a 17"?

5 Determinação do centro de mâssâ d€ figuras geométÌicas

As coordenadâs do centro de mâssa (CM) de umâ associâção de corpos pontuais (.r.,,
).M, a(,) são fünção das massas tllr e posições (r,, yi, .,) individuais
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EXPERIÊNCLq. O

Para um corpo maciço, a definição do CM é análoga, subsÌituindo os somatórios
por integrais em ordem âo elemento de massa dm. Se a âceleração da gravidade I for
idêntica para iodos os pontos do corpo, cntão o centro de gÍavidade, ponto em que se
considera aplicado o peso. coincide com o centro de massa.

No caso de corpos homogéneos com tbrmas geométricas reguÌares, o centro de
massa é o centro geométrico do corpo. Quando se associam diveÌsos corpos deste tipo.
o centro de massa globâl pode seÍ câlculâdo a pârtjÍ das coord€nadâs dos CM de cadâ
componente. considerando-se toda â massa aí concentÍada.

Se o corpo homogéneo possui câvidâdes ou recortes regularei, a sua contri
buição pode seÍ avaliada considerândo o corpo rccortado como a associação de
um objecto maciço com um recorte de massa negarivâ (correspondenle à massa
retjrâdâ).

Para r€alizar esta experiência devem-se dispôr de chapas com formas rcgulares e
espessura constante (contendo ou não recoÍes) e de um fio de prumo para marcar a ver
lical. Suspendendo câdâ chapâ por diversos pontos da sua periferia e traçando a veíi
cal quepassa pelo ponto de suspensão, é possível determinìr o cenúo de gravidade como
o ponlo de inteÍs€cção dâs diferentes diÍecções. As Ìnarcações podem ser feitas sobre
um papel vcgetal colado à placa.

Tente estimar os erÍos associâdos â esÌâ determinação e compare os resuÌtados
obtidos com as cooÍdenadas teóricas do CM obtidas a panir da geometria das figuras.
O cálculo do CM rcóÍico tem erro? Comente.

6 Medir intervâlos de tempo

Na quedz por un plano inclinallo q ên cheqa prìneiro?

A energia me!ânicâ dos objectos em movimento é dâda pela soma das energias ciné-
tica e potenciâI.

A energìa cinética de objeclos não pontuais é â somâ da energia cinética de rotação
e da energia cinéticâ de lransÌação. A energia cinética de trânslação de üm objecto que

tem velociala{: le de t ÍÂnslação vé f  =1 nr ' � .  A energia ciner ica a\socirdr aummo

vimento de rotação com velocidade angular (l) expressa se em termos do momento de

inércia l por tx = + 1co:. A energia potencial de üm objecto é dada por mgr.

No caso de um objecto que cai rolâìdo por uÌn plano, a velocidade angulaÍ t, Íelâcio
na se com a velocidade de translação por I, = (,À, em que R é o raio do corpo em relâ

30 ção ao eixo <Ìe simetria. Havendo conse.vação de energia mecânicâ, à medidâ que o
corpo câi a eneÍgia potenciâl perdidâ é converÌida em energia cinéticâ. Se foÍ à o dcs
nível no pìano incljnado, temos com base no princípio de conservação da energii

-  |  _ -mr. + ., tíJj.^sh=+



Na figura indicam-se os momentos
de inércia em tomo do eixo de simetria
para alguns objectos que podem rolar.
De uma lblma geral. um corpo que role
e que teÍìa urìl eixo de simetria, tem um
momento de inércia dado poÍ I = gMRl ,

MEDICÀODEGRÁND ASELEMENTARBS

@@ry
sendo Ê um factoÌ adimensionâ|.

Para a realização da experiência são necessárìas esferas, cilindros e aros de vários
metais (por exemplo latão, f€rfo e alumínÌo), com raios e massâs iguais ou difÊÍentes.

A experiência coDsiste simplesmente em Ìargar os objecÌos numa calha inclinada,
com cercâ de Ì m de comprimento. Com um cÍonómetro manual e pÍecisão de c€ntési
mos de segundo, deve medir o tempo dispendido por cada um deles parâ percoÌÌ€r uma
mesma distânciâ.

Organize os resultados dâ experìência na forma de uma tabela-
Os resultados obtidos coÍespondem à expectativa inicial?
Qu€m chega primeiro?

Qual a pÍecisão da resposta?
Procure explicaí de Ìrma forma simples e intuitiva o que observou e os erros que se

comet€m neste lipo de medições.

Sugestões Técnìc.rs

Se quiser construir uma peça de formâ paÌticular ou de um mateÍiâÌ diverso dos forne-
cidos, informe-se da possibilidâde de utilizar a oficina dâ sua escola. Se esta não exis-
tir. tente fâzer a peça com âs ferramentas que todos temos em casa paÌa os pequenos
concertos domésticos.

0.4 Exercícios

0.1 Z Encontrar a ÍeÌâção existente entre a densidade de uma liga prs. e as densidades
dos dois elementos que â constituem pr e p? em termos das pÍopoÍções em massa oÌ

0,2 Tomândo a forma genérica do momento de inércia pârâ os objecÌos que rolâm por
um plano inclinado, deduza quâÌ é s percentagem de energia de rotação e de translação
na energia cinética totâI. Faça uma aplicação ao caso de âros, cilindros e esferâs.

0.3 Suponha que tem à suâ disposição dois ciÌindros que exteriormente são idênticos.
isto é, têm as mesmas djmensões e exacúmente o mesmo peso. Sabe se que um dos
cilindros é de ouÍo enquanto que o outro é uma imitação feita de pÌatâ com uma fina
película de ouro. Conceba uma experiência siDples não destrutiva para descobrir qual
dos cilindros é de ouro. (NoÌa: os ciÌindros não têm que ser maciços.)

3 1

ver errata



EXPERIÊNCIA O

0,4 Prercnde-se determinaÌ a energia cinétjca 4 = j nv: cÌe um corpo a panirdos va
lores nedidos paÌa a massa e velocidade

D:tô, l= (1.2510.05) x l0 LÀg

l,tô, = 0.8710.01 r/r

em que os erros dâdos são eIros estatístìcos,

a) Caìcule o vaÌor dâ energia cinética.
b) Calcule o eÌ-ro estatístico absoÌuto.
c) Câlcule o erro estatístico relativo.

R :  a ) t . = 4 . 7 3 \  1 0 2 . /  b ) ã E , = 0 . 2 2 x 1 0 1 J  c )  5 E a

0.5 Pretende-se calcular a componente da âceÌeração da gravidade g ao longo d€ um
plano inclinado d = gseno, em que 0 é o ângulo que o plâno faz com a horizontal. Os
valores experimentais afectados do eÍÍo estâtístico são

8 1 ô g  =  9 7 8 1 3  c m / . ,

0 1 ô 0  = 0 . 8 5 9 1 0 . 0 0 2 "

r '  Calcule o vâloÍ dd acelerrçi ,J.
b) Calcule o erro estatístjco absoluto.
c) Calcule o erro estâlístico rerarvo.

Rl a = 14.7 crÌtsr b) Ea = O.t .tt/sl t:) 0.'7Ea

0.6 A temperatura de uma sala foi medida em inrcrvalos de cinco minutos duÌante umâ
hora. Os resultados obtidos, expressos em gÍau ceìsius. foram:

2t . t  ,  22.O, 21 .5.  2t  .8,  2t  .7 ,  21 .3 ,  20.9, 2t  .0,  2t  .2,  21 .5.  21 .2.  21 .0

a) Qual foi o valor médio dâ temperaÌura durante essa hora, o desvio padrão e o
desvio padrão da média?

b) Suponha que durante o inteÍvalo de tempo em que se fizeraÌn as medidas as vanâ
ções na temperatura ficaram-se a dev€r a tÍocas de câlor com o exrerior (por exemplo
portâs oujanelas que se âbrìÍâm). Nesta sitÌração a grândeza desvio padrão da média s.
tem o significado físico de erro na medida da temperatura? Porquê?

12 R. a) <> = 2Ì.15"c, s=í).15"C, q, = 0.10'C b) Não, porqu€ âs vddações observadas no vâ-
loÍ da temperatura sno dcvidas a causas físìcãs e íão se deleln âo método d€ medição.



EXPERÊNCIA I

Estudo do Pêndulo Simples e Deterrninação
da Aceleração da Gravidade no Laboratório

Ë + u ) i 0 = 0  c o m

O período do movimento, nesta aproximação, é enrão dado por

pênduÌo simples é o modelo simplificado
de um corpo oscilante seguro porum fio.

em que se considera a mâssa do fio desprezá
veì. e as dimen\óes do corpo pequenas quando
compaÌadas com o comprimento do fio. No la-
boratório é normalmente usada uma pequena
e\lera de mâs.a M e rato r suspen\a por um fio
inextensível de comprimento 4. Quando se afas-
ta a mâ\sa da çua posìçáo de equiftbrioe depoi\
se abandona, o pêndulo vai oscjlaÍ com um
movimenro periódìco de penbdo fem Ìorno .ia
posiçáo de equr|brio. descrevendo o cenrro oe
gravidade um arco de ciÍcunlerênciâ de Íaio
I = //+ r. A posição do pêndulo é dadâ em cada
instante pelo ânguÌo que o fio fâz com a veÍtical 0, sendo posìtivo no sentido directo.
As únicas foÍças que actuam a mâssâ são o seu peso Mã venical e a tensao no fio i

RecoÍdândo que numa circunferência o comprimento do arco Í é dado por 10, po
demos escÍever paÍa a compoÍente tangencial do movimento â equação

- Mg sene = u /'(lo)

Se consideraÌmos que o ângulo 0 é suficienlemente pequeno para admiriÍ a aproxi-
mação sen0=0, entao a simplificação da €xpressão ânterior permite obter a equação do
oscilador haÌmónico simpÌes

33

- =\F

sendo umâ função exclusiva do comprimenro do pêndulo e da aceÌeração da gÍavidade
no Iocal.

No entanto, para ângulos em que a simplificação não é válida, o peíodo do pên-
duÌo passa â depender da amplirude máximâ de oscilação aFavés da exDressão

r=r " I  r  + ]  * " , ( ] ) . ]  #* " ( ï ) .  l



EXPERIENCIA I

Para amplitudes inferjor€s a 40'e paÌa â p.ecisão com que é medido o período no
laboraúÍio (da oÍdem de 0.1%), basta consideraÌ â influência do primeiro termo da
série. que na sua forma aoroximada vale

/ l \
I -  r , l  I  - G  0 i  i  í 0 , e m  r a d i a n o ì

O conhecimento do peíodo, comprimento e amplitude máxima do pêndulo permite
calcular o valorda aceleração da gravidade no laboratório. o valor obÌido pode ser com-
pâÍado com o valor de Íeferência ao nível do mar dado por

8 = 9.78032 (l+0.0053025 sen'�ó-0.00000s8sen'�2ó) m s '�

A coÍrecção d€vidâ à altitude À (em metros) a que se encontra o laboratório é dada
âproxjmadamente poÍ

À 8 = - 0 1 9 6 7 , x 1 0  5 m s  ' �

Uma série de outros efeitos afectâm igualmente o valor do peíodo. A força de im-
pulsão devida ao ar altera o período das oscilações da formâ dâda pela expressão

r = r " Í t + r  P -  l\ 2 P'a'at' 1

e m q u e p é a d e n s i d a d e .
A influência da massa do fio de suspensão no pe.íodo é dâdâ poÍ

, _ - 1 ,  ' ,  ì' ' \  t l M  I

34 sendo Mâ mâssa do pêndulo e /Ìr a massado fio. O efeito do amoÉecimeno pa.a peque
nâs osciÌações pode ser estimâdo por

?=r, , [ ,  (#)1"

em que.r ó o tempo de Íelaxâção, metade do tempo necessário para que a amplilude se
reduza a i/e do seu valor inicial.



ESTA]DO DO I€ND('I' SIÌ\PLES E DEÌRMÌNAçÃO DA ACELERAçÃO DA GRAVEADE NO I-AIORAÚRÌO

1.1 Pesquisa proposta

Determinar como o período de um pêndulo simpÌes, de comprimcnto fixo. de,
pende dâ ampÌitude da oscilâção.
Determinar como o período varia com o compÍimenro do pênduto.
Medir â dceleÍa{ io da grí \ idade no laboratojro.

A prossecução destâ pesquisa impÌica o esrudo de

E.ludo do Pendulo Simple. I  Leirura 2/ l
Aquisição. Análise e Tratamento de Dados (Leitura 1);
Medidores de Comprimenros (Apêndice 4);
Consulta dâ tabela sobre os vâlores da aceleÌação da gravìdâde em fÌrnção da lâ,
tjtude geográfÌca (TABELAS).

2
3

1.2 Equipamento disponíyeÌ

Pêndulo simples de coÌnprimento variável com uma base onde se possa marcar uma es
cala angularou uma foÌha de papel potar (facultalivo), cronómerro (precisão aconselhada
não inÍèrior a l/100 s) ou cronómetro elecrrónico bâseado numa célula loioeìéctrica
associadâ â um sisreDâ de âquisição com compuraoor

1,3 Experiênciâs sugeridas

I Prepâração

O que ?nten.te por comprinento do pêtkÌuLo,
Deve começar por estabelecer um modo que permita detenninar com rigor o compri
mento do pêndulo, a inceÍleza nessa medidâ e como medir a amplilude dc oscilaaão.

2 Estudo da vâriação do p€ríodo do pêndulo com â ampliauale de osciìação
Com um pênduìo de comprimento médio (50 cm) derermina-se a dependênciâ do perío_
do com a amplìlude de oscilâção, medindo peÍíodos para amplirudes de 5. a 50. (mínimo
de 6 valores). Pârâ cada amplitude o amortecimenro das oscilações duranie a medição
do período deve ser estimâdo_

Parú pequënas orcílações pode-se afimat que o perkt(lo é independênte rlo ân|üh de

Usando o vdÌor normaÌ da Fâvidade para o jaborâtório e recoffendo à fórmulâ aproxi
madâ de I em função de 00 pode construir-se uma rabela com I".p. Io e f e tiai suas
diferenças em percentagem.
DeÌermine ?o e I â partir de um gráÍico de Z"^r em função de 0i. Discura â validade

t-.
dd c\pres'ão apro\ imdda f ,  -  ' Ì r  . !  r  .  A\ t l ie o er( i lo do âmoflecrmenlo e se ich:.r  ne_
cessáno tome-o em consideração.
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EXPERIÈNCIA I

3 Estudo da variação do pedodo com o compÌimento do pêndulo

AheÍando o comprimento do pêndulo estude como o período varia com esta gÍandeza

Um gráÍìco de I(l) e um de I:(l) podem ajudar a tirar facilmente uma concÌusão. O nú-
mero de medidas deve ser de modo a permitir tÍaçaÍ um gÍáfico e âjustar uma função
aos dados (a amplitude de osciÌação 0o. fixa, teÌá de preferência um valor inferioÍ a 20").

4 M€dição de g no laboratório

Com um pêndulo de um metro determina-se a âceÌeração da gravidade 8 ,Deve se reflec-
tir sobÍe o número de oscilações a tomar de modo â que a medida venha afechda de üm
erro inlèíioÍ a l'l,. A amplilude de oscilação adequada é inferjor ou dâ ordem de l0'

Porque tuzão se aconselha o uso de um pêndulo de I m? O que são pequenas oscila'

Ções pura este pêndulo?

5 Avâliação d€ efeitos secundários nâ medição de g

Os efeitos da âcção do aÌ, da massa do fio de suspensão, da ampÌitude de oscilação e
do seu âmoÍecimento sobre o período de oscilação podem ser caìculâdos. Se conve
niente, o valor de I obtido deve ser coüigido.

Sugesíões Té.nicas

. EscolheÍ um fio indeformável parâ sus-
pensão do pêndulo. Não usaÍ fìo de llaa.
Os fios metáljcos não podem s€r usados
devido à resistência âdicional intÍoduzida no
ponto de suspensão. A suspensão do pên-
dulo deve ser tal que o plano de oscilação
não rode durante a medjção. O modo deÌan-

çamento do pêndulo deve ser suave e repro
ductível- SugeÌ€-se o uso de um ânteparo.

r Para medir o período é mais prálico tomâr
como instanie inicial e finâl o momento €m
que o pênduìo passâ pelo ponto médio da
oscjlâção, isto é, no ponto em que o âÍgulo
é zeÍo. Deve-se desprczaÍ â primeiÌa passa
gem. Notar que a precisão nâ medição mâ
nual {:lo tempo apenas depende do teapo de reacção do operador (de 0-l a 0.2 s) e não
drì precisão do cronónìelÍo (que pode ser da ordem do ms).

I Se , é o tempo gaÍo em r? oscìlações completas, o elÌo com que se mede o peíodo f

é inferior ao erro ô com que se mede r. O eno em f será ô/n. PoÍanto. pode aumentaÌ-
se a pÍecisão aumentando o número de oscilâções. Esta Écnica não é aconselhável para

grandes ângulos. PorqLìô'Ì Sügere-se que com um cronómetro cìássico se efectue em cadâ
experiência um conjunto de 5 medições de l0 períodos.
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ESTUDO DO PÉNDULO SIMPLES E DE'TRIE.]AçÃO DA ACEERAçÃO DA GRA\'IDADE NO LÂBOMTóRIO

r Para melhorar a medidâ do comprimento do pênduÌo deve usaÍ umâ régua ou fita
méÍrica pâra medìr o fio de suspensão e um/ralmer ou craveira pâra medir o diâmeÌro
da esf€ra e o sistema de suspensão. É mâis prárico iazer a medjção do comprimento do
fio com este esticado na horizonrâÌ.

. Se qììiser determinar âdensidade do pônduÌo deve usar a balançaque exisle no laborâ-
tório e o pdlm?r ou craveira_

1.4 Exercícios

l.l Usou-se um pêndulo sìmples para medir g Ìendo sj{:to fèiras 20 medidas do período
T, A médja e o desvio padrão da série de valores obtida são respecrivamente 1.82 s e
0.06 s. Dez medições do comprimenro { deram uma média de 822.7 mrn e um desvio
padrão de 2.4 mm. CaÌcule o valor de g e o seu dcsvio padrão.

R r 9 . 8 l m s r r 0 . 1 5 n 1 s r .

1,2 Nuìna experiéncia de pêndulo simples, cujo objecrivo é medir g, obteve-se o período
com 27. de eno relativo e o comprimento com 1.57ó. Qual é â pr€cisão do vâloÍ de g?

Ri 5.5E.

1.3 Z Calculou se o valor da grâvidade esperada pâra um dado local, admitindo-se que
a densidade média da crusta rcÍÍestre é 2.67 g/cmr. O valor obtido foi 9.800235 m/sr.
Caìcule a anomâliâ grâvimétrica (diferença enÌre o valor medido e o valor esperado)
que seria pmduzida se sob esse local existisse um jazigo esférico de cobre cenrrado â
I km de profufldidade. Use uma densidade nìédia do minério de 3.20 g/cmr e um râio
de 200 m parâ â dimensão dojazigo.

R :  A g = 1 . 4 2 x 1 0  I  m / s r .

1.4 De quanto variâ o valorde g conforme a medição é feila na base ou no lopo da tor.e
EilÈì (altura aproxnmda 320 m).

R: 8 diminuì dc 9.136 x l0 r núsr.

1.5 Demonstre â expressão:

,=r,,1,.+ %:.,^,-)
Sugcslão: sâbendo que ./< D. o desenvollimento eìn série perÌnìte escrever

( l  + x) l -  l  + lL  x

ver errata



EXPERIENCIA t

1.6 Porque râzão os corpos pesam mais nos Pólos?

R. Devido à foÍma da Teía que é âproximadamenre um elipsóide âchatado nos pólos e lâmbém
devido à âusência da força centrífogâ originada pelo movimento de rotação do Globo

1.7 Usando a apÌoximaçáo mais simples pâra a acel€ração da gÌâvidade como resultado
da atÍacção de uma mâssa pontuâI,

^ -  G M r
À -  R '

a) A massa da TerÌa sabendo que o seu Íaio vale aproximadamente 6'[00 km. Use

s =9.800 ÍÍ'ls'�
b) A variação dâ grâvidade com â altitude para corpos na vizinhânça da supeÍfície

do Clobo.
c) Usando o resultado anterioÍ, determine â varjação com a altitude do peíodo de

um pêndulo sìmpÌes.

A !  \ T  I T
R :  a r M  = 6 . 0 1 Õ . 1 0 ' k g  b '  ; : -  

=  3 . 0 0  1 0 ' '  .  - - T ;  "  |  5 6  1 0  i %  m

t.E O período ? de um oscilador hamónico simples com amortecimento é função da
massa m do oscilador, da constante de Íestjluição I e do parâmetro de amoÍecimento,

,=^[+ -1"^]'
Cada um dos parâmetÍos foi medido experimentalmenÌe e os erros calculados são

estatistlcos

l 1 ô k  =  0 . 1 1 1 0 . 0 1  N / m
zlôn = 0,50010.005 tg
ótô, = 0.06210.008 ls^

38
a) CaÌcuÌe o valor do período.
b) CâlcuÌe o eno estâtístico absoluto.
c) CaÌcule o eÍro estatíslico Íelativo.

R: a) T=14 s ò) ôI= I  s .)  77,



EXPERIÊNCIA 2

An:ilise Estatística dos Dados de uma Experiência

ual a importância de uma distribuição d€ probabilidades? Como respostâ Ìeiamos
um extracto do romance de Roúman I|

Tony Rothman, ,4 PrFÈis, on Madison Avenue. ed. Princelon Unive^iÌy Press, Ì991. O aulor é
fisìco e escritór, num dado pe.íodo da sua vidapertenceu ao conselho cditorial dã rclis1â,t i.nrlf.,4,erLd,.
Rorhúan ensina Élatilidâde nâ Unìversidade de Har!úd.

... Everyone present had one theory, ifnot 1wo. Asjde ftom the blu€. red, and âbstrâct cover
hypotheses, there was lhe (strong, clea, design, hypothesis, which I have never entiÍely und€rs
rood. Its advocate majntained rhat <best covers sold rhe besr ênd the ugliest covers sold úe
woNt,,. Jonathan Piel proposed that (man and macbine) covers were most popular. Yet ânother
editor mâde úe novel suggestion tbat conlents we.e more impoÍantthan cover: every issue with
a major policy aÍicle or a math aÍicle o. a computer ariicle sold better than average. She bols-
tered her câse by pointing out that at most newsstands úe cover of Sciertfr ÁnÉricaÌ is buried
behiad P opula I M echanics.

The discussion went on fo. one and a half hours. As the other editors argued, I sat there
ínorosely trying to image a similâr gâú€ring at the editorial offices of Cog,rrpdlran, wheÍe all
coveÍs Ìo emerge âre €ssentially identical. "Every centimetre of cleavage sell 90 000 copies. Blue
mascêra sells betler úân brown. S€x after mâriâge in úe upper leffhdd corner does not do as
well as how to caÍry on an extrâmaÍitâl âffâir-> I couldn't buy iÌ. After sufÍìcient grumbling I
was given úe flooÍ. [t would be impressive to say I wâs duelling off the cuff, but I am not so
brave and had come prepared. When the sâies figures were given to me I did the fi6l thing dy
physicist (probably even FeynÍnan) woÌrld do: Ìnâke â hislogrâm úât showed ihe number of
issues selling a gjven number ofcopies. Why?

Ifyou don'!want tocall irinstincl. call it trâining. I1 seemed obvious that the fâc1ors influen
cing üe sales of a magazine are many: üe wealher, lhe cover. the contents. úe mood of the buyer.
the budget deficì|, a chance romanlic encounter at the newsstand, perhâps ihe phases of the Ìnoon.
In fact üere ÌnuÍ be so many factors influencing sales thêt it becomes impossible Ìo isolate âny
one of them. and the result is essentialÌy ru,ldor,.

For úis Eason I knew lhat even if some Ìight paitern existed, it would be buried in s!âtisricâl
noise dd extÌemely diffìcult to delect. On the other hand. if the newsstand sêles were expeÌien-
cin8genuinely rmdom flutuactio.s, tbat shouÌd be pretty €asy to show by ahisrogrâm. Physicisrs
de unscrupuÌous oppoÍunists, so I opted for th€ easy way out. Wilhin êbout 15 minu@s I hâd
my eswer: üe 22 issues for which I had dara formed â Gaussian disaibution. a! least âs close
to a Gaussian distribution as you couìd hope íor with only 22 points.

You may not have hedd the term Gaussim dìstribution, but you bave heard üe terms nor,
nal distribution or bell shaped cune. They ft sy.onyms; many random processes Íesult in
Gaussian distribution, so many that the beìl shaped cu.ve has become the symbol of random-

Com o texto toma-se evid€nte que se propõe o estudo de distribuições de probabi-
lidades, mas aplicadas a situações físicas.
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Uma amostrâ de r0 núcleos de um dado eÌemento radioactivo com probâbilidade de
desintegrâção À, decai no tempo de acordo com a Íelação

n(t)  = noe \

A râdioactividade é ern si mesma um Íènómeno de nalurezâ eÍa!íÍica, poÍanÌo ideal
para esÌudar concetlos como:

média e desvio padÍão,
pÍobabiÌi{:lÂdes de distribuição de acontecimentos
testes de coniìança.

O decÌínìo Íadioâctivo, devido às suas características, , grande e tr pequeno, condu
zindo a uma média p = l?I finita. rege-se por uma distribuição de probabilidades do lipo
Poissoniano. Podemos assiìn anaìisar o que se enÌende ppr esle tipo de compoÍâmenlo
e as vantagens que daí advêm.
A maioria dos processos apresenta um compoÍamento noÍmal ou gaussiano quando o
número de alontecimentos é grânde. A distdbuição de Poisson tende para a djstribLri
ção norìnal quândo a média p é grânde.

2.1 Pesquisa proposta

I  Com uma âmostra de núcleos de Ìrrcs determinar o vaÌor médio c a va
r iância do ìrúmero de desintegrações que ocorrenì nunÌ dado inlervaÌo de

2 Estudar o tipo de distribuição de probabilidades â que â amosrâ obcdece.
3 Testes de confiança sobre os resuitados.

A prossecução desta pesquisa implicâ o estudo de

D Aquisição, Análise e Tratamento de Dados (Leilura l)i
r Radioactividade (Leitura 3);
6 Funcionamento do Detccor Ceiger MuìleÍ (Apêndice 5);
" Noção de ângulo sólido (TABEI-AS).
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2.2 Equipâmento necessário

Detector de GeigeFMuller s istema dc contagcm de ì ì ìpulsos eìéctr icos, fonte ra-
dioacÌ iva fraca de I 'CL (-10{ Bq, Tr/ :  = 30 ano).  c um osci loscópio {opcio-
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2.3 Experiências sugeridas

1 Montagem de um sistema de contâgem d€ râdiâção

@

ColocaÌ o detector em situação de contagem, aplìcando ao detector a ddp indicada sobre
o mesmo € ligando o sistema de contagem, UÍìra fonte radioacÌiva é colocada em frente
dajaoela do detector Devem cumpriÍ-se todas as medidas de segurança indicadas junto
da fonte radioactivâ. Se tiver disponível um osciloscópio e estiveÍ familiarizado com o
seu funcionamento, pode observar nele o sinal dado pelo dete€toÍ

2 VeÌifrcação dâ âplicâbilidade da distribüição d€ Poisson

A probabilidade de ocorrênciâ de uma contagem cujo o resultado é n, segundo a distri,
buìçâo de Poisson é dadâ por

PtnlLl = J:-- ?-

em que p é a média da distribuição. Afâstando o detector da fonte e usando um tempo
de contagem breve é possível obter umâ tfia de contagem média da oÍdem de 4 ou 5.
Com bas€ num gÍande númeÍo de contâgens, N>50, pode €videnciar-se o carácter pois-
soniano da distribuição a parti da comparação entre o gÍáfico de pÍobabilidades experi
mentais e o $áfìco teódco, anbos em função de ,].

CalcuÌando a médiâ e o desvio padÍão da âmostra, podeÌnos ainda verificaÍ se o des,
vio pìdrão estatístico coincide com o pÍevisto pela distribuição de Poisson, i.e., se
r = {p, e discutir se a desintegração Íadioactiva obedece ou não a este tipo de distÍibui-
ção. Parâ este efeito pod€ seÍ usado o teste do X?.

3 V€riffcâção da aplicabilidade da distribuição gâussiâna e test€ do X2
ConstÍua-se umâ âmostrâ de N>50 medidas com uma taxa de contagem da ordem de
200. Este valor obtém-se aproximaÍÌdo o detector em relação à fonte e com um tempo
de coÍtâgem mâior que na experiência anterior Calculando a média <n> e o desvio

4 l



EXPERIËNCIA 2

padrão s da amostra, podemos verificâÍ que o desvio padrão estatístico coincide com o
pre\ i ' ro peld drínbur( io de Poi 'son.

Traçando um histogrdma com rnrenâlo'  de largurJ. ou de 
I  

r tu"r 'a^e como o'

valores se distrjbu€m em torno da média e verifica se como os vâlores experimentais
se compoÍâm em relâção a umâ distribuição de Gâuss. Segundo esta distribuição, a pro-
babilidade de ocoúência de uma conÌagem.Ì (ou r?) é dada poÍ

12Ío

Se o fenómeno apresenta um comportamento gaussiano então os acontecimenbs dis
tribuem se em tomo da média da âmostra t de acordo com ceÍos valores de probÂbili
dade dados nas TABELAS. Pof exemplo,

l q t s q  e n r r e  1 , . , , ] t

68.27'lú entre [ .r-s, t+s ]
95.5Eó entíe IÌ�2s. i+2s ]

A comparâção entre o histograma das probabilidades experimentais l"'"'/ia e Èóri
câ,J ^ peímire r !al iarJ hipdle'e ÌorÍrul , rdâ. t  posrvel u 'ando o leste Jo \ / .  em
que

lf,^"*^ -J,*,*')'
x ' =  I

determinar o nível dl3 significância do resuÌtado (consultâÍ a tabela d€ X'� nâ secção das
TABELAS),

4 Aplicâção da distribuição t de Student

Considerândo apenas os 10 primeiÍos vaÌores da amostrâ anterior podemos avaliar â
validade de tomaÌ o desvio padrão da ânostra como fi. Para isso calcula+e o valor da

vrr iavel r  -  -r  !  e apl ia 'e o resre r  de Srudenl tconsul l .u na. TABEI AS o'  valore(

de confiança em função do número de vâlores dâ amostra).

5 Experiência* - Determinâção dâ idâde dâ fonte

Para urna dada medida de taxa de contagem, se medirmos o ângulo sólido segundo o
qual o deÌectoÌ vê a fonte radioactiva e se for dada a eficiência do detector e a activi
dade jnicial da fonte, pode estimar se a idade da mesma.
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2.4 Exercícios

2.1 Câlcule o número de núcleos e a probabilidade por Ìrnidade de lempo de um núcleo
se desintegrar numa amostra de I pg de rrTcésio. O peíodo deste isótopo é 30 ano.
O número de Avogadro existe nas TABELAS. PeÍante os valores enconrrâdos discutâ
se esle lenómeno pode ser previsto de acordo com a probabilidade de Poisson.

R:n.ú., . , , ,=4xl0i5.I=73xl0rosÌ.Onú!ÌerodeaconEcinenÌosn"ú"r"" ,éumnúmeÍograndeo
que salìsfaz, conjunhmentc com o valor de I, as condições daquelc 1ìpo de dist.ibuiçãp, ìÍo é,
a médìa de desintegüções por scgundo rÀ é fi.ita

2.2 Uma determinada instaÌação para detecção de
eventos cm 30 segundos. Calcule a probâbilidade

a) zero eventos
b) pelo menos I evento
c) âpenas Ì evento
d) apenas 4 eventos

raios cósmicos regista em médiâ 4
de se observarem em l0 segundos

R : a ) P ( 0 ) = 0 . 0 1 8 3  b ) P ( n > l ) = l  P ( 0 ) = 0 9 8 2  c ) P ( l ) = 0 0 7 3 3  d ) P ( 4 ) = 0 . 1 9 5 4

2.3 Com um contâdor Geiger-Muller fez se um conjunto de 20 medidas, de 1 minuro
cada, do número de desintegrâções de uma fonre radioactiva. Os resuÌtados obtidos fo-
Íam os seguintes

19' �7,2t6, t82, 167, I80.223. 190, 188,209, t95,
186,208, l?7, r95, 198. 194. 202, 201, 200, 205

a) Câlcule o valoÍ médio <x>, o desvio padrão s e o desvio padrão da média s", dâ

b) Faça um histograma dos dados (sugesÌão: divida a amostra em classes de ìargura
isual a s).

c) Verihque que pâra esta amostrâ é aproximadamente válida a reìação r = [<x>.
Que tipo de distribuição leórica prevê que se adapre a esres dados?

d) Usando o teste do Xr verilÌque â seguinte hipótese a um nível de signifrcância de
0.1i a amostÍa foi Ìetirada de uma população com dìstribuição noÍmal de valor
médio p= 196 e desvio padrão o = \ftì = 14.

R: a) <x>=195.7, s=11.5, s.=3.0. c) Dìsribuição dc Poisson. d) Dlvidjndo â âmostrâ cm 6 inte.
valos de ldeura igual a 14 e cenlnìdos em 196 obtemos um Xr=O.465. A uln nível dc sieriij
cância de 0.1 o valor ìünite do Xl para 4 graus de libcrdadc ó de ?.78>0.465. logo a hìpóresc é

2.4 Suponhamos qüe três experiências concorrentes tinham medido a vidâ média da par-
tícula r tendo chegado aos seguintes resultados

experiênciâ I : Í=0.30210.007 ps
experiência 2 : Í=0.28 10.04 ps
experiênciâ 3 :  Í=0.315 +0.009 ps
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CâÌcule o valor médio dos resultâdos das três exp€riêncjas. e o erfo a ele associado.
É Ìícito neste caso. fazer se umâ média simples dos resultâdos? Porquê?

Rr <Ì>=0.30610.005 ps; não deve ser feita a nédìa sìmples pois rrara se de resultados de expe
riéncias diferertcs e com eros que não são d.ì mcsmaordem de gÍând€za (aexperiência 2é nÌenos
precisa que as ourras dur-s).

2.5 Z Considere o declínio radioâctivo de üma fonte cuja acrividade ó medida em in-
tervalos de 15 s. O número de contagens fejtas em câda inÌervâlo é indicado na Ìabela

r/s 1 15 30 45 60 '75 90 105 l0 r35
N 106 80 98 75 14 73 49 38 3'7 22

a) DetermiÍe a vida média da fonte a partir de urn ajuste linear apljcado à lei do
declínio radioactivo.

b) Classifique â qualidade do ajuste a pâÍtir do valor de Xrreduzido que obrém.

R: a)Í=l l l . l t0. ì  s b) O X: reduzìdo vale L96, valor que é unì pouco âho, pode'do sìgni-
ficd que â loma da curva dc ajuste rão é a melhoÍ, podcndo co.tudo ser âceìÌável.

2.6 As distribuiçôes das notas nos anos Ìeclivos de 1990/1991 e t992l1993 de uma ca
deira de Física Experimenial encontram se no quadro

notas 0_2_4 6 8_10_12 14_16_18 20
ano i990/1991 I  Ì2 4 l0 5 30 33 21 6 4
^no t99i,1993 3 5 II I 20 53 ?0 38 13 2

Verifique se âs distribuições das notas são compâtíveis com distribuições normais,
a um nível de significâncja de 0.05 e 0.00Ì.

R: Não.
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Osciloscópio. Iledição de DDP,
Tempos e Diferenças de Fase

objectivo deste bloco é essencialmente â familiarização com o osciÌoscópio.
Conìecer as múltipÌas situações em que esre instrumento se revela um auxiliaÍ

precioso na medição de diferenças de potencial (ddp), tempos, frequêocias e dìfeÍenças
de fâse (ddo. CompaÍam-se as medições de ddp feitas com o osciloscópio e as feitas
com multímetros. O osciloscópio permite o estudo das prìncipais caÌacterístìcas das ddp
varjáveis no Ìempo produzidas poÍ geradores de sinais.

Umâ ddp que varia no tempo de modo perjódico é caracterizada por paÌâmetros

V(t) vâlor da ddp em cada jnstante

V. amplitude máxima

T peíodo

f = lll frequência

o = 2Tf frequência angular

O fase

V,o = 2v" âmpl i tude de prco d pico

ì r , rD valor eficaz ou RMS (Root Mean Square). É o equivalente

, _l l  Í , . , , . , ,1 contínuo da ddp ahema que pro\ocaÍ ia í  mesma djssipâçãov.t  = t  lv l  ar l
I t  l ,  I  de energìa numa re{ isrénciâ

Entre muitos sinâis possíveis, os mais usuais em circuitos eléctricos são os sinais
siousoidâis.

Y(r) = Yo sen ((l)r + d)

em que a ddp ef ica/ é daaa por v"= !2 -O.l | lvo.
V 2

A diferença de fase d entÍe dois sinais sinusoidais x(t) e y(r) de igual frequência qs
pode ser medida a panir da sua composição, produzindo no osciloscópio a figura de um
elipsóide de equação

' 
. t '- ?.' co.ô = sen?ó

az bz ab

No caso de Ó= 0", Ó= + 90" e Ò=180" a equação anterior assume formas pâÌticula
res e se d=, â eÌipse üansforma-se nurÌÌa ciÍcunfeÍência.
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Pâra medir uma ddf ó arbi&íria, de-
ve fazer-se a medição das amplitudes YL
e Yz como indicado na figura. Para a
elipse a cheio tem-se

lôi = sen '(Y,/Yr)

enquanto que para a eÌipse a tracejâdo,
alongada entre o 2. e 4' quâdrântes. a
ddf é dada por t

lôl = 180" - sen r(Y,/Y,)

Quândo se realiza a composição de
dois sinais siÍusoidâis com frequências distintas,

-!:- n.'de trcos hgentes ao eixo honzonhl

n..de Ícos tffgcntÒs ao eixo veíical

Í=Ácos((, .+ô0,) com f,=6,t21t = 1/T,

,=Bcos((,)"+doi)  com í=dt/21t = t tTl

obtemos as FIGURAS DE LISSAJOUS. Eslâs têm uma forma carâcterística que de-
pende dâ razão entre as frequências dos
sinais edo valoÍ da diferençâ de làsl3 ini
ciaÌ, ̂ ôo - Ò- +or. A Íazão entÍe âs
frequências dos dois sinais é igual à ra
zão entre o número de pontos de tan
gênciâ ao eixo horizontal e verticaÌ.

3.1 Pesquisa proposta

I
2
3
4

ObseÍvaÌ ddp contínuâs e alternas.
Medir diferenças de fase.
Medir ÍeÌações entre fÍequências.
Medir ddp em circuitos resistivos simples.

A prossecução desta pesquisâ ìmpÌica o €studo de

O Osciìoscópio (Apêndice 1):
Multímetros (Apêndice 2);
Fontes de Tensão e de Corente Electrica (Apêndice 3);
Primeiros parágÍafos dos Circuitos Eléctricos Básicos (Leitura 4).
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3.2 Equiparnento necessário

OsciÌoscópio de dois canâis de 20 MHz (OSC), multímetro digital, fonte de rensão con,
tínua ou pilhas. dois geradoÍes de sìÍais periódicos, resistências.

3.3 Experiências sugeridas

I Regulação do ponto luminoso no ecrã do OSC

Verificar que todas âs escalas estão na posição de calibÍâdas (controlo CAZ nos botões
que seleccionam as escalas TIMElcm e Vlcín). Ligar o OSC e obteÍ no ecrã um tÍaço
contínuo de boa qualidade óplica usando o potenciómetro de /NIËNS e FOCU,S. Se usar
um tempo de varrimento gÍande (s/cm) pode observar-se em vez de uma linha um ponto
a desÌocar-se horizontalmente.

2 Medição dâ resistência interna do OSC

Com um ohmímetro digital pode mediÍ se â impedânciade entrada seÌeccionando suces
sivâmente as entradas DC, AC e GD.

3 Medição de ddp

Com o modo TRIGGÈR seleccionado em AI-ITO e assegurando-se que se está no modo
Y T, podem medir-se âs ddp aos terminais de pilhas ou de uma fonte de tensão conlí-
nua, escoÌhendo sucessivamente o comutador de entrada do OSC em DC. AC e GD. Se
o OSC tiver â opção INVERSOR podemos estudaÌ o seu efeito. A medição das mesmâs
ddp com um voltímetro digital nâs escalas de valores máximos da ordem de 2 e z0y
permite conÍiontaÌ as caÍacterísticas destes dois medidorcs de ddp e discutir as dife-
renças e âs analogias. Os valores medidos devem seÍ regisÌados com o eno de Ìeitura.

4 Funcionamento do ,/iigger e medição de trequênciâs

Com o ?R/GGER no modo A{JTO e usando o geÍador de sinais pala obrer um sinaÌ sinu,
soidâI, pode observaÌ o que sucede para cada posição do seÌector de enrrada do OSC (DC,
AC, GD), medir o peÍíodo e caÌcula. a frequência do sinal escolhido. Regule a frequência
do sinal para um valor inferior a 1 klIz. O mesmo sinaÌ deve ser observado com o OSC
em modo TRIGGER NORMAL, que permite avaliaÍ â acção do IÃVEL e SLOPE +l-.

5 Carâcterísticas dos sinais de ddp vâriáv€is no tempo

Obsenar no OSC sinais sinusoidais, triangulaÌes e quadÍados de frequências da ordem
do kHz. Medir as respectivas amplitudes de pico a pico. máxima, períodos e frequên
cias, usando o r,'iggár no modo AI-ITO ou NORMAL. Compârar os valores das ddp com
os medidos com o voltímetro digital. Registar os sinais, discurir os valores obtidos e
estabelecer as relâções maiemátìcas entre as ddp medidas com os dois apaÌelhos.

4'�7
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ó Pontâ d€ pmvâ

A ponta de prova é usada como atenuadoÍ de tensão, pois introduz uma resistênciâ de
9 Mí) em série com a resistência de entrada do OSC. Se a ligaÌmos à entrada do oSC
e obseÍvârinos por exemplo o sinal que é dado no OSC pela saída CAI 0.2 V (saídâ
TESIER ou quâlquer outÍo sìnaÌ de tensão), podemos registar a acção do comutador
xl e xlo da pontâ de prova e confirmar se a Íesistência desta é o valor acima referido.
O OSC deve ser utilizâdo no modo Y-T e com o ,,'isper em modo AUTO.

7 Observação simultâncâ d€ dois siÍâis

Com o OSC em modo y-?e DUÁr, ligando duas saídas sinusoidais de um mesmo gem'
doÍ d€ sinais às entradâs Yl e Y2 do OSC prúem observar-se ambos os sinais nos
modos TRIG I, TNG II, ALT e CHOP. MediÍ a diferença de fase (ddo entre âmbos os
sinais e estabelecer enúe eles, se o geÍadoÍ peÍmitir, uma diferença de fase O = 90".
O modo f-X permite confirmar o valor da ddi Regule a ampÌitude dos sinais de modo
â obter quer uma circunferência quer uma elipse. Devem representar-se os sinaìs em
modo I'l e em modo Y-X.

8 M€dição de ddp em circuitos resistivos

Regulando uma fonte de te[são para 10 V
e apÌìcando esta ddp a um ciÍcuito do tipo
da figuÍa, montado numa base de contac-
tos eléctricos, pode-se registar a ddp aos
terminais de todas as resistênciâs e discu
tir o valor obtido a partiÌ da medição com
o OSC e com um voÌímetso digital. Este
ciÍcuito também permite verificar as rcgÍas
de associação de resistências.

t 0v

9 Experiência ,i - Figuras de Lissajous € bâtimentos

Usando dois geradores de sinais periódicos e seleccionando dois sinais sinusoidais com
as frequências fr e f, numâ Ézão da ordem de l/2 ou 23. obtêm-se fìguÍas d€ Lissajous
no OSC se sele.cionarmos o modo y-X A partir delas confirma-se que é possível m€dir
a frequência de um dos sinais sabendo o vaÌor da do outÍo.

Usar dois sinais de ddp sinusoidal dados por geradores diferentes, vr(t)=Acoso rt e
ví0 = A cos (,)2t, em que as ftequênciar úil e ('? não são muito diferentes, por exempÌo
numa razão de 5/4 ou ó/5. No modo ÁDD (adição de sinais) observam-se BATIMEN-
TOS e confirmam se as €quações

v0) = v,(t) + ü(') =Átu cos o,"dÍ

A-" t=2Acoso-,ú com ( , .d  = ( ( , , - - { l ) , ) /2  e @,"à=(t . . ' t+o ' r )12
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O sìnal final é modulado em amplitude. Êsta situação é o caso mais simples dâ
modulação porque envolve uma só frequêncja, ú.r-d. Individualizar e representar â onda
transportadora e a de sinal. Discutir a importância deste procedimento.

3.4 Exercícios

3.1 Z Consideraúdo o esquema parâ o tubo de raios catódicos, eslabeleça a relação entre
a ddp V. aplicada às placas e o deslocam€nto ^X do ponto luminoso no ecrã. O poten-
cial do ânodo é V"=500 V o comprimento das placas horizontais Lr é 3 cm, â distân-
cia d enÌÍe elas é 0.7 cm e a
disÌância L, ao alvo é de 20 cm.
Confronte, se possível, estes valo
res com os dados no caLálogo do
OSC que usou no laboratór io,
O feixe de eÌectrões enne âs pla-
cas esú sujeito a uma força cons-
tante e por isso descreve âí uma
úajectória parabóÌica que passa a
rectilínea quando saì dessa zona-
Numâ p.imeirâ aproximação con-
sid€re que os electÍões descrevem
sempÍe um movimento recíÌíneo a paÍiÍ do ponto O. Que erro se comete devido a esta
simplificação?

3.2 tlCom base no circuito do sistema de atenuadores na entrada do OSC. constuído
a pâÍtiÍ de divisorcs resistivos. câÌcuÌe a ateÍuação de 41, 42, 43, Bl e B2. Verifique
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que em quaÌquer escaìa, o circuito de entrada do osciÌoscópio é aproximâdamenle equi-

valente a uma Íesistência de I Mf)-
No esquema exemplifica se o cir-
cuito equivalente quando se ligam
em série os atenuadores A1 e 82-

R: Aì = l /10, A2= l /100, A3= 1/1000,
Bl = 12,82=lA.

3.3 úConsidere a situação em que às plâcas de deflexão horizontal (eilo XX) se apiica
uma tensão Vh(t) conespondente à escala de 0.5 ms/cm e às pÌacâs de deflexão verticaÌ
(eixo YY) a t€nsão sinusoidal v(t)=2 0 sen(62831) V A ddp vít) é aplicâda no instante

t=t^ e nesse instante v(t) é crescente e tem o vaÌor de 0 v
Fâça um gráfico da figum que obs€Ívaria no OSC, resìrltanÌe da composição dos

{:tois movimentos (sobr€ os eixos X e Y), indicândo as escalas utiÌizadas
Repita o gráfico quando a escâÌa horizontal é de 5 Í'Ì1s/cm. Explique a necessidâde

de seleccionaÌ as escalas de âcordo com o sinal em observação.
Ainda no mesmo gráfico represente a lìgura que se obtém quândo no insún(e

3.4 Na entÍada horizontlÌ (canâÌ 2) do OSC aplica se um ddp sinusoidal vr(t)=2 sen(6283Ì) V
e na entrâda vertical (canal 1) uma ddp também sinusoidal v?(t)=2 sen(6283t+ô) V Utilize

a escala verticaÌ de I V/cm em âmbas as entradas e a escala horizontàÌ de 0.5 ms/cm- Faça
um gráfico da figurâ que se veÍia no €cÌã como rcsultado da composição das duas ddp
paÌa diferençâs de fâse ô com valores 0, Í/2 e r râd.

3.5 Z Considere duas ddp, V"=5.0 cos(1256t) V e Vb=2.0 cos(1256t+1rl2) V Como
serão visualizadas num OSC em modo y 7 e em modo X-y com escalas seìeccionâdas
d e 2 m s / c m e 2 V / c m .

3.ó Esquematize um circuito que lhe permita medjÍ a resistência internâ de uma fonte
de teÍsão. sabendo que nominalmente estâ lem um valor entre 10 e 100 O

3.7 Com o galvanómetro dâ fìgura, pre-
tende-se construir um voltímetro com es-
câlas de 3 V e l0 V A deflexão máxima
ocorre paÌa uma intensidade de corrente
de 50 pA.

a) Quais são os valoÍes convenientes
parâ âs resistências Rl e R2?

b)Nâ escâlâ dô l0 V qual seÍá a
Íesistência interna do volímetroÌ

c) Será o voÌtímetÍo adequâdo paÌa medir uma ddp aos rcrminais de uma Íesistén_
ciâ de I MO? Justifique a sua opinião.

R: a) R2=57K5. Rl =140K b) 200K c) Não, 80% da corente pâssarla peÌo voltímetro
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Circuitos Eléctricos Simples I
os ciÍcuitos eléctricos Íesistivos, capaciÍivos e indutivos a reÌação entre â intensi-
dade da conente e a ddp é linear. Num circuito puramente resisrivo a ddp em fun-

ção da intensidade de corÍente é dada por

em que R é â resistênciâ. A ddp aos terminais da resistência está em fase com a cor-
Íente que a percone.

Num circuito com um condensadoÍ a ddp âos seus terminais está Íelacionada com
a conente que o percorre do seguinte modo

,o= ! l iovtc ) '

em que C é a capacidade do condensador. A ddp está atrasada de Ír/2 em rclação à cor-

Num indutor â ddp aos seus terminais é dada pela derivadâ da corrente que o per-

,tt = r 49-
dt

em que a é o valor da indutância. A ddp es!á adiantada em reÌação à corÍente de 1T/2.
A análise destas relações conduz à formulação do conceito de impedância Z para

os cÌrcurtos em que as correntes e ddp têm uma vaÌiação periódicâ sinusoidal. Tem_se
assim paÌa cada um dos componentes

Z a =  R  z , =  J ;  z l = j o , L

em quej representa a unidade imaginúia, j = \-- l. Usando a ÍepÍesenração compÌexâ
paÌa sinais sinusoidais v (t) = voe id+ë, i (t\ = í de i.*ô, a lei de Ohm conrinua a veÍificar- 5 Ì-se, agoÍa em temos de impedâncias

''(t) = Z i(t)

Nesta equação apenas tem significado físico a paÍe real (ou imaginária), e por isso,
em termos de amplitudes tem-se

v(r) = R l(r)

vo = lZlio
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A anáÌise dos circuitos faz-se com base nas leis de Kirchhoff (lei dos nós e lei das
mâlhas), no teorema de Thévenin e no princípio da sobÌeposição.

A associação de váÌios desÌes componentes lineaÌes permite construir circüitos
com objectivos precisos. Associando resistências com condensadores podem cons-

1 Integradores e diferenciadores de sinais consoante num circuilo RC série se toma
o sinal de saída aos terminais do condensador ou da resistência. As equações que des
cÍevem estas acções são respectivamente

lv,(t)dlv,(r)=# v,ttt = pç -!!lL

2 Filtros de altas ou baixas frequêìrcias com uma associação RC. Em ambos os 1ìl-
tros â frequência de coÍe, é âquela em qu.3 se tem v./'Ìl" = l/ú= 0-707. Esta condi

çio (u duz r umc requenci i  de .  one dddi por ,  -  
, f -  

.  o '  f i l l ro.  rdmbrm nôdcm

scr construídos com base em associações de Íesistências com jndutores, circüiÌos RL ou
de condensadores com indutores, circuitos LC.

3 CircuiÌos ressonaÍtes â paíjÍ dÂ âssociação de condensadores coìn indutores,
devido ao facto destes componentcs apresentarem desfasâmentos opostos da ddp em

relr(ao à conrnre. A trequencir  de re'sonàn,: i r  7 -  .cm laaa tor t .  -  
r , ' r  

l ,a .

4.1 Pesquisa proposta

Estudo de v(t) em função de i(t) em ciÍcuitos puramente resistivos. Associação
de re. i . lèncrd. e con\rruçio de divirorer dc Iençãn.

Estudo de v(t) em função de i(t) em ciÍcuilos capacitivos. Observâção da dile-
rença de fase entre ddp e coffente. Associação de capacidades. Construção de
filÌros RC de lÌequênciâ e de circuitos diferenciadoÍes e integndorcs de sinal
com componentes RC.

Estudo de v(t) em função de i(0 em circüitos indutivos. Observâção da diÍèrença
de fase enÍe ddp e correnle em circuitos RL e CL.

A prossecução desta pesquisâ implica o estudo de

Circuitos Eléctricos Básicos (LeituÍa 4);
Código de Resistências e Capacjdâdes (TABELAS);
Fontes de Tensão e de Conente (Apêndice 3).
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4.2 Equipamento necessário

Osciloscópio de 20 MHz, multímetro digital, fonte de tensão contínua, gemdor de sinais
(o gemdor em uso pode apresentaÍ uma dada resistência intema conforme o sìnal escolhi-
do), resistêncìas, condensadores e um indìltor ou um trânsformadoÍ em que o secundá-
do é usâdo como indutor.

4.3 Experiências sugeridas

I R€lâção ddp - corrente numâ Ìesistênciâ € t€oÌema da sobreposição

Com o circuito junto pode medir-se â ddp
entre AB. Fazendo a medida com ambas as
fontes ligadas e uma de câda vez, somando
os valores paÌciais, demonstra se â utilidade
do teorema dâ sobreposição na resolução
dos ciÌcuitos compostos de várias fontes de
tensão ou de conente. Pode iniciaÌ-se o es-
tudo com ambas as ddp a l0 V e continuar com duas ddp v(Ì)=6 sen (6280t) V em
fase. PosterioÍmente usando a mesnÌa amplitude em ambas as fontes mas desfâ-
sando as de 90'e 180". Às medidas são feitas recorrendo a um osciloscópio. Se
necessário, deve entrar em conta com a resistência interna das fontes na construcão
do cìrcuito.

2 Relação ddp - corrent€ num condensador

Com um circuito anáÌogo ao da figura, estuda-se ao osciloscópio
a relação entÍe a corrente e a ddp no condensador quândo por
exempÌo v(t) = 6 sen (,t e a frequência vúa entre I kHz<f<s kHz.
A coÍrente é medida a paÍir da ddp na resistênciâ.

O estudo desie ciÍcuito capacitivo pode seÍ feito a paÍir de
uma tâbela em que figuÍ€ a frequência, a ddp aplicada, â ddp na
resìstência, a difeÍença de fase entÍe i e Vc. a impedância experimental em função dâ
frequência calculada a partiÍ dos dados ânteriores e â teó.ica calculada â partir dos valo-
res nominais dos compooentes ou dos valores medidos com um multímetro (aÌguns mul-
tím€tros têm capacímefo incoÍporado).

Substitua-se a resistênciâ de 100 O por uma resistência de I kO. Que altera-
ção se introduz na ddp nos dois componentes e na diferença de fâse entÍe corrente
e ddp no condensador? Pâra o circuito na sua totalidade quaÌ a diferença de fase
(ddf) entre a correnle e a ddp aplicada? A medição da ddf entre a corente e a ddp
no condensador é aconselhável e para tal, a medida da ddp em R e em C com o
osciÌoscópio deve ser feita quando a ligação à massa se situa entre os dois com-
DOnentes.
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3 MediÌ câpâcidâdes

Um modo de estimaÍ o valoÍ de uma capacidade desconhecida é usar um circuito do
tipo do anteiior e deteminaÌ a impedância a paÍiÍ da medida da corÍente e da ddp no
condensador para umâ dada frequência desde que se verifique a condição R > lz.l, pois

nesta situação a medida da ddp aos terminais da resistência permite câÌcular a coüente
dado o valor de R.

Um outro método simpÌes é o de, no circuito anterior, variaÍ a frequência de modo
que as amplirudes das ddp na resistência e no condensador sejâm idêntigas. Nessa situa_

çáo,a iÊualdadeR- - l^ permrle calcular o !aloÍ  d, i  capacidade. lJ lando os dors
írc

métodos podeÍìos aferiÍ o vâlor nominal dado para â capacidâde. As medidas r€ali-
zadas devem ser afectadas dos respectivos eÍos. Discutir â aceìtação ou não da dis_
crepância com base nos critéÍios de rejeição de observações ou nos intenaÌos de con_
f iança. Se não for conhecida, admita uma toÌerância de 10% para o vaÌoí da
câpacidade.

4 Descârgâ do condeÌLsadoÌ

Dimensionando coívenientemente um circuito RC podemos observar a descarga do con-
densadoÍ a paÍir da medida da ddp aos seus terminais pois: Vc(t) = V.erRc, quando o
circuito é alimentado por uma ddp quadÌâdâ de 5 v de amplitude máxima e frequência
da odem de 1 kHz.

Compare-se e discuta:se o vaÌoÍ da consknte RC nominal, com a medida com o
osciloscópio a partir da leiturâ do intervalo de tempo necessário paÍa que a ddp se reduzâ
de 1/e. Porque se aconselha este intervalo de tempo? Para fâzeÍ as medições usaÍn-se
ambos os canais do OSC, o que permite a observação simultânea do sinal do gerador e
do sinaì aos terminais do condensadot

Quando se usam geÍadoíes de sinais Íão devemos esqueceÍ que as sâídas de sinais
de tipos difercntes podem ter resistência de saída diversas e de valor não desprezável
em Íelação à resistência de caíga colocada no circuito,

5 Circuito inÍ€gradoÌ

Consider€-se o cìrcuito da figura alimentado poÍ uma ddP
quadrada de 5 V de amplitude e I ms de período. Obser-
ve-se ao oscìloscópio a ddp aos terminais do conclensa-
dor e comparando-a com a do geradoÍ pode individuar-se
que tipo d€ operação este tipo de circuito executa. A re-
presentação na forrÌÌa gráfica facilita a interpretação do
que se <.vê>. É conveniente observar a acção deste cir
cuito pam outÍos tipos de sinal. por exemplo trìangulaÍ e
sinusoìdal.



estudo sugere-se que use uma rcsistência de 100K. É aconselhável a ÍepÍesentâção gíá
fica de ambos os casos.

6 FiltÌos RC

Com o circuìto RC exemplificâdo nâ figurâ, o estudo
dd âmpl ' tude dd ddp âo. rerm'nâi '  dâ re\r \rencrd em
lìnção da fíequêncjâ permite obseÍvar a acção de fil
llo de pâssâ alto, determinâr a frcquência de corte
experimenial e comparála com o valor teórico.

O estudo da evolução da ddp aos terminais do
condensador em função da frequênciâ permite igual-
mente definir o compoÍamento de um ouúo tipo de
filtro e compará-Ìo coni o primeirc. PaÍa €ste tipo de

CIRCUIIOS SLECTRICOS SIMPLES I

um diferenciador de

7 Experiônciâ* - Relâção ddp-corrente num indütor

Um ciÍcuito do tipo do esquema. em que i=i-*sen (')t e
i.-=2 nÌA permite estudâÌ o compoÍamento do ìndutor.
Neste estudo pode seguir-se uma metodologia idênÌica à
u\adâ paÌa estudar um conden.ador

Observemos ao osciloscópio a ampÌitude e a fase do
sinal no indutoÍ em relâção à alimentâção quando se vúa
a frequência entre I kHz e 40 kHz. O que se passa aos
rcrminâis dâ resistêúciâ? Discuta o acordo entre â expe-
riência e o modelo maiemático segundo o quâl um indutor é

E Experiênciâ * - CircuiÍo ressonante LC

Montando um circuito com um condensador de - l0 nF em série com um induÌor de
-50 mH e usando um osciloscópio para medn as ddp e ddf aos terminais do condensa-
dor e do indutot podemos estudaÌ o fenómeno dâ ressonância variândo a frequência
entre 2 e 5 kHz. Um mjliamp€ímetro permite medir â intensidade da corÍente e a res-
sonâncja é bem evidenciada num gráÍìco de i(f). O que s€ pode entender por Íessonân-
cia? Qual a potôncia elécrica dissipada neste ciÍcuito?
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4.4 Exercícios

4.1 ConsideÍe o circuiÌo da figura.

a) Usândo o teorema da sobreposição
esquemâtize os dois circuitos parciâis
que permitem caÌcular a ddp entr€ A
e B .

b) Usando os esquernas anteriores quais
serão as ddp V'aB, V"Àu e a ddp final VaE?

c) Se medirmos a resistência R2 com um voltímetro de resistência intema 100 kí)
e um amperímetro inserido em série no ramo de Rz com uma rcsìstência intema
de 10 O, qual é o erro na medição de R2?

R :  b )  V a B = 3  V .  V " a B = 5  V .  V a B = 8  V .  c )  1 0 . 1 7 , .

4.2 Z Suponha que no circuito da figura se fecha
o inteÍÍuptor Ir, manteodo 12 abeÍo, e que o con-
densador no instante iniciaÌ não esú canegado.

a) Ao fim de quanto tempo a ddp às extre-
midades do condensador atinge o valor de
3 V ?

b) No instâÌìte calculado na alíneâ anterìor,
qual é a intensidade de corrente que per-

J< JK-

Í
lt'
Iok ft"(

B

R 2

R t =  3 . 3  k O  R 2 : l , l k O  C = 1 @ F F
v o = 5 v

R t -

__-L 
-

corre o circuito?
c) Depois de espeÍar um intervalo de tempo suficientemente longo paÍa se coÍsi-

derar que o condensador se encontra completamente carregado, fechou-se iguaÌ-
mente o interruptor Ir. Nesse instante qual é a intensidade de coÍente que passâ
a p€rconer Rr?

d) Mantendo o circuito Íâ configuração da alíneâ anteriot pam que valor tend€Íá a
ddp às extremidâdes do condensador?

R: a) l=0.3 s, b) i=0.606 ÌnA, c) i=4.55 nA, d) VC=VR?= 1.25 V

4.3 O gerador do ciÍcuito fomece uma
onda quadrada Vs(t) representâda no
gráfico. AdÍnita que VR<VC. Desenhe a
onda de saída VR(t) e expliqu€ o tipo de
operação matemática que este ciÍcuito
executa. Quais os valores máximos de
ddp obtidos?

R: Derivêda. O sinal s€rá como um impulso de âÍnplilude iguâl à ddp âlingida no condensador
durante um peíodo. Uma vez que o condensâdor se carregâ à ddp de €ntrada, o sinâl de saída
teiá a mplÍud€ máxima. isto é, l0 V.
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4.4 Z O gerador da figura fomece uma ddp trian-
gulâr de acordo com o gÍdf ico. Que opeíâçio
matemática pode ser feita com este circìrjto?
Quâl o aspecto gráfrco do sinal aos terminais do
condensador C?

R: IntegÍação, arcos de paúbola posirivos e negativos.

4.5 Nas duâs figuras estão ìlusúados ciÍcuitos
com indutores. Em âmbos a indurância rem um
valor de 5 H e a fonte de corrente fomece uma
conente i(t)=2sen( I00ot) mr{

â) No circuito sem resisrência qual a exprcs-
são daddp aos rerminais do ìndutoÍe qual
o valor máximo da ddp?

b) No circüi1o dâ direita pode-se medir a ddp âos teÍminais de qualquer dos compo-
nentes usando um osciloscópio. Como o ligâria para contÍolar simultâneamenre
as ddp aos teÍmìnais de L e R? Para fazer uma medigão de L que valores seriam
os adequâdos parâ R?

ln n ld, n- 1 n' n fl Do, rrè, e,quema, pioposro. qual
n /\ [/f i  /f\ fÁ\ fftì rcpresen,i a relJ(jo ddo-correnrr

T-YT- }]VN- ïf\W-V- numinduror?'renrcerpriear
l v \ 7  Í \ r \ /  t /  1 i  1'  

:  R  J ' v '  l 0 \ '  b ) R - 5 K  c ' B

4.6 Um circuito RC série é percorrido por üma corrcnte sinusoidal de frequência
f=100 Hz. Se for R=500 kO e C=l nF poderemos usdÌ um oscitoscópio de I MO de
impedância de entrada paÌa medir â queda de tensão no condensâdor?

R: Neste cáso nAo podemos usâr eíc osciloscópio pois a impedância de enrlda é da mesma o.
dem de gÍandeza da impedância do condensado. Z< = t.6M{L

4.7 Z No circuìto da figura as impedâncias Zr, Z z,Z3 e Z+ encon-
tram-s€ chspostas em ponte de Wheatstone.

a) DeteÍmine o circüito equivalente de Thévenin da ponte rela
tÌvamente aos pontos A e B.

b) Deleímine a condição de equilíbro da ponte. iÍo é. a reÌa
ção a que têm que obedeceÌ as impcdâncias ZL para qre

c) Suponha que djspunha de um gerador de tensão sinusoidal.
e que pretendia usâÍ â ponte parâ medir a capacidâde C, de

T ã
|  (  |  ã L, a ã ' , Q 7
L Í  L ! -

um condensadoí, com o auxílio de uìì condensador de capacidade C conhecida
e de duas resìstênciâs Rr e R, (es!a de valor variáv€Ì). De que forma disDoriâ os
vários elemenlos no circuito Ì
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lì díodo é üm elemenlo em que nào se
\-, verifica uma reiação lineaÌ enfe addp
e â corrente. Quando polarizado directa-
mente este componente deixâ pass& a cor-
rcnte <quaso sem inteÌfeÍir Quando poÌa-
rizado de modo inveNo a sua resistência é
praticamente infinita. Na realidade, paú
conduzir o díodo necessita de uma ddp de
poÌarização (cerca de 0.7 V paÍa díodos de
Si) e apÍeseota uma resistência de âÌguns
ohm. A tensão de polarização, que depende
do nÌateriâl da junção, vaÌia com a tempe
ratura. Pam díodos de silício a vaÌiação é de
aprcximadamente 2.1mV/"C.

Num circuito simples de um díodo em sérìe
com uma rcsistência, quando aplicada uma ddp
sinusoidal só um ciclo passa pâÌa o exterior:
tem se a rcctificação de meia-onda.

A associação de quaro díodos de acordo
com o esquema representado abâixo à esquerda, permite a passagem integral do sinâI,
é â Ìectificâção de onda completa. A associação desta ponte de díodos com um coÍden-
sador, cuja capacidâde tenha um vâloÍ conveniente, pefmite tÍansfoamaÍ uma ddp aÌtema
numa ddp quase condnua, como representado no esquema da direita.

A queda da tensão de saídâ devida à descârgâ do condensador designa-se por ondula-

ção resìdual e vale aproximadâmente y. - V0 
ib , em que Yo é a ddp máxima de saí-

da e f é o período dâ ddp sinusoidâl de entÍada.

Um ampÌificador operacional (amp op) é um circuito integrado que apÌesenta um
ganìo diferenciâÌ eÌevado. O esquema que repÍesenta este componente (figum da es-
querda) iÌustra âpenas os dois terminais de entrada e o lerminal de saída- No amp op
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ideal o ganho é infìnito, Á" = v./(y. -1r-ì� - ó, e as corÌentes de entÍâda sâo nulas,
,* = I - 0. Na figura da diÍeita identificam-se todas as ligaçõ€s, incìuindo as de poÌari-
zação, pâÌa um amp op real.

Ajusle de zero
Entrada inversoÍâ v_

Entrâda não inveÍsora v+

vÌ-12 v)

V (+12 V)
Saída v.

Nâ configuração mais simples o amp op funciona como comparador com apenas
duas ddp d€ saídâ, +y0 e -y0, confolme a diferença entre as entradas é positiva ou nega-
tiva. Em circuitos com realimentação, como exemplificado nos esquemas a seguit o
amp op funciona como um amplificador em que o ganho é controlado pelos componen-
tes ligados no circuito.

R l
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O uso de amp op permite ainda exe.utar operações elementaÌes como por exemplo.

5.1 Pesquisa pmpostâ

I Estudo da relação entre ddp e conente num díodo.
2 Rectificação de meia onda e total de ddp alteroas.
3 ObÌenção de ddp constante a partir de ddp altema de tipo sinusoidal.
4 Construção de amplificadoÍes de ganho coniÍolável usando circuitos integrados.

A prossecLrção desta pesquisâ implica o estudo de

. Circuitos Eléctricos Básicos â pârtir do parágrâfo Díodos (Leitura 4).

5,2 Equipamento necessário

Osciloscópio de Z0 MHz (OSC), multímeÍo, fonte de tensão contínua, gerador de
sinais (o gerador em uso pode apÍesentar uma dadâ resistência interna conforme



o sinaÌ escolhido),
operacional tipo 741

crRctrTos ElÉcrRrcos sIM?LEs II

resistências e condensadores, díodo de silício e amplificador

5.3 Experiências sugeridas

I CuÍvâ carâcteÌística de um díodo

Com um circuito ânálogo ao da figura. alimentado com uma
ddp de 0 a 3 Y estabelece se a curva carâcteística I(V) de um
díodo de silício e de um díodo de aÌseniero de gátio (emlsor
de luz veÍmelha). A ddp e a coÍent€ no díodo medem-se com
o multímetro digital. Porque râzão se inlroduz uma resistência
no circuito?

2 Rectificação d€ meia-onda

DescreveÍ a acção de um díodo de Si quândo o circuito anterior é aÌimentado com
t* = 8 sen ú)r V de frequênciâ 1 kHz. observando a ddp na resistência com o OSC em
entrada DC. Qual a Íaz ão da escolha da enÌrada DC?

3 Alisâmento

MontaÌ um circuito análogo ao anterior mas em que a Íesistência é subsrituída por um
condensador coln uma capacjdade de 33 nF ObservaÍ a ddp âos rerminais de C e medir
a osciÌação residual comparando-â com o valor espeÍado teoricâmente (lembÍemo-nos
que a resistência de entrada do osciìoscópio é 1 MO). O que se passa quando em pârâ-
lelo com o condensador se coloca uma Íesistóncia de 100 kO?

4 Rectificação de onda completâ

Deve regisÌaÌ a acção dc um circuito rectificador de onda completa quando é alimen-
tado com uma tensão sinusoidal. Como funciona? QuâÌ será uma das aplicações eviden-
tes de um rectiÍìcador de onda compÌeta assocìado a um condensâdor?

Podemos obter um efeito espectaculâr se em vez de uma poúte de quaÌro díodos
de silício usarmos LEDS de cor€s diversâs e sjnais de frequência da ordem de alguns
heÍtz.

5 Circuito compârâdor

Polarize convenientemenlc o amp op. Com o circuito da 1ì I
guÍâ observe no osciloscópio o sinal de saída e interprete a
acção do circuito integrado quando à entÍada inversoraé apli-
cado um sinâl vÍ=4+5sen2Í/V com uma Íìequência de
I kHz.
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6 Circuito âmplificâdor

Monle o circuito da figura e polarize o amp op. Esco
lha o valoÍ das resistências de modo a ter um ganho
d e  0 . 1 .

Mont€ um oìrro cìrcuiÌo que proporcione um gânho
de I I . O que significâ o sinâl menos no primeiro gânìo?

5.4 Exercícios

5,1 a) No ciÍcuito da figuÍa o díodo é de silicro e
a Ìensão de funcionamento é 0.6 V Qual a
ddp aos terminâis de Rr?

b) Que correnÌe percone R3?
c) Que potênciâ é dissipâda no díodo?

R: a)VR,=2.6 V, b) ir=24 mA, c) PD=67.7 ÌÌW

5.2 U Considere o ciÍcuito rectìficador de meiâ ondâ da
figura. em que R= 100 kÍÌ, C= 100 nF, vs= 10 sen(6280t) V
e o d í o d o é i d e a l .

â) Descrevâ qual a função do díodo no circuito. Re-
presente graíicâmente a tensão que se deve obser-
var aos terminais da resistência ern função do

b) Qual a âmplitude da oscilação residuâI, fazendo as seguintes aproximações: i) a
descaÌga do condensador âtravés da resistôncia R durâ um ciclo completo; ii) a
coffente de descarga é constante e igÌral ao seu valor iniciâ|.

c) Supondo que o interruptor P é abeno no ìnstante €m que a ddp âos terminais do
condensador atinge o máximo. qual será o tempo necessáÌio paÌâ que se descaÌ-
regue a lEo da ddp inicial?

Ri b) V=l V. c) t=4ó ms

c

5.3 Z ConsideÍe o circuito ú figura, em que a
bobina L de indutância I-50 H cr ia um
cÂmpo magnetlco.

a) No momento em que se liga a fonte de i

coÍÍente esta varia de acordo com o
gráfìco de i(r). Qual será a ddp aos ter-
minâis dâ bobina uma vez eslabele-
cida a Ìigação.

b) A bobinâ é feita de um enÍolâmento metálico capâz de dissipar 5 W. O que suce-
derá à bobina quando se estabelece a ligação?
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c) iL=0.4 |IA e P=0 ]2 pw, d) Se i não variê não se geÍa ddp e o díodo não se poldiza.

c) Explique como um díodo de silício ligado em parâlelo
com a bobina, imp€de o acidente da alínea anteÍior.

d) Porque razão o drodo \o funcrona duranre o inrenalo de i

tempo em que a corrente varia?

R: â) VL=7-5 kV, b) queima-se porque teria de dissipar 18.8 W,

5.4 Considere o ciÍcuito ÍepÍesentado na figüra.

aì Dedu,/a a e\pre\sào de ganho do circui-
to.  Qual é o ganho quando Rr=lK e
Rr=4K7?

b) Indique vâlores razoáveis para Rr e R,
de modo que o ganìo sejâ -1l5. O que
significa o sinal menos?

c) ConsideÍe agorâ o segundo esquema.
De\cieva porque râláo este üpo de ciF
cuito tem sempre um gânho igual ou su-
peÍior a um.

R: a) A"=-4.7. b) por exemplo R,=lK e Rr=5K
c) A,=(Rr+R,)/R,=&/R,+ I  > l �

5.5 U Considere o circuito da figura

R-3kO R3= l0kO

a) CaÌcÌrle o ganho do ampÌificador quando o interruptor se enconrra aberÌo.
b) Se Vr=2 Y quâl será a ddp medida pelo voltímetro V?
c) Fechândo o intenxptor e com Vr=l V qual é a ddp medida pelo voltímetro?
d) Que operâção aritmética fâz o amp op na sitrìação da âlinea anÌerior?
e) Substituem-se Vr e V2 por fontes de tensão ladável, em que vr(t) é uma ddp qua

drada de 5 V e f-10 kHz e vr(t) uma ddp triangular de Vmx=5 V e f=40 kHz.
Represente esqìrematicamente â ddp de saída em função do tempo.
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5.6 Mostre qu€ paÌa o circuito dâ figura a tensão
de saída é propoÍcional âo jnlegral da tensão de

5.7 Recorrendo ao teoremâ da sobreposição calcule o
vâlor da tensão de saída V. em função das tensões Vr,
V, e das resistências. Considere tâmbém o caso pâÍi-

cular em que { -  { '  .  q* .o**"o de.empenha'  
, ( L  / l r

R :  y =  Â ' + R :  R "  y .  j r y , " "  & = & " n 6 o 6 " u y = &  1 y ,  y , 1
,R Rr + ÃJ Ì l r  ,R,  / t ,  A

O circuilo nesta confiSuração designa se por amplilìcador dilèrencìal.

5.8 a) Calcul€ o ganho do circuito em função dâ fre-
quôncia.

b) QÌrâl é o ganho do ciÍcuiro parâ conente conrí
nua? Que conclusões !ira quanto à Íurçio dcsem
penhada peio condensador C?

R r a )  Á  = l + - - - - - ' r  b )  l Á  J  l q u a . d o o - 0 .
f - ,  r

1 l  / i  +
Ì  (dc) :

L l r .o ' .

5.9 Pretende-se usar um díodo de Zener à
saída de uma fonÌe de alimentação para se
obter uma tensão estâbìlizada a 5 V O gera-
dor fornece uma tensão Vs=9 sen(2Íf0 V
com f=50 Hz.

a) Que vâlor deverá ter a resistêDcia R, se â intensidade de conente máximâ que se
pretende reÌirar da fonte for de 250 mA (admita que a queda de tersão no díodo
D, quando este conduz é aproxiììadamente igual a 0.7 V).

b) Calcule aproxnnâdamente a poÌência dissipadâ na resistência R.
c) Qual é a potência Ìnáxima fornecida pelo circuito ao exterior?

R :  a ) R : 1 1 . 2 Í l  b ) P = 0 . 8 3 \ r y  c )  P =  1 . 2 5  W

ì-"
.J
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Qual Será a Temperatura das Mãos?

omo meaLr pmperatura clássico temómetro de ìnercúrìo?
Os transdutores electÍicos, isÌo é, sistemâs que rrânsÍbÍmam sinais mecânicos, téÍ

mÌcos. magnéticos, musculares ou de qualquer outÍa natureza num sinal eÌéctÍico reve_
lam-se ideais para a construção de insrrumentos de medjda. Isto porque manusear sinais
eìéctricos é mììito sinples Ìendo em arenção os poderosos m€ios eÌecÌrónicos qüe hoje
existem. O Ìrso de um simpÌes mulrímetro ou osciloscópio permirirá a observação e a
medição de üm grande número de grandezâs. O Íecurso a ciÍcuilos inÌegÍados como os
amp op fâcilita â medição de pequenas vâriações e a iÌÌplemenração de sistemas cìe

Entre os possíveìs tÍansdutores de temperaÌura propomos a utilizagão da alteração
da ddp de poìaÍizâção dos díodos de silícìo e â variação da resisrividade de cerÌos marc
r]ârs con a temperatura,

Os díodos têm uma tensão de polarização a paÍh da qual conduzem seìÌ introdÌl
zir quase resistência no circuìto. Esta tensão de polârização é uma cdÌacrerística do
Daterial dc que é feito o díodo, sendo aproximadamente 0.? V para díodos de siÌício.
Este valor pode sofrer pequenas variações consoante o método de fâbrico mas ele é
essenciÂlmente função da temperârura, apresenrando p.ra o díodo de silício ìrm coefi,
cieúe LVI\T - 2.1 nV|'C.

A ÌesisÌência eléctrica R de um conduror filiforme é directamente DroDorcionâl ao
.eu (ompnmcnto I  e inver\amenle propo( jonal  ua .ecç;o recra : :  n = pt zS. a c"n,
tântl. de proporcjonalidade p designa-se por resistividâde e depende das cafacterísticas
materiais do conduÌot mas üão da sua forma geométrica. A resisrivìdade depende lam-
bém da temperaluÍa a que o condutor se encontrâ. Para muitos condurores metálicos a
resistividâde (e consequenÈDente â resiÍência) aprcsenta uma variação com a rempe_

p ( O  =  p o ( t  +  d Á r +  Ê Â r , + . . . )

onde p0 é â resiÍividade do condutor m€djdâ a umâ tempeÌ.atura I0. o e I são cons
iânrcs e ÀZ= I 70. Para pequenos intervalos de temperaÌurâ, e dependendo do tipo de
material, podemos escrever uma formâ mais simples dada por

p ( D = p o ( r + c Á ? )

onde d pÂssa â ser desìgÍrado poÍ coqlíciente .te temperuturu (ta rcsistiyitta.{e.

Os temístores são componentes semicondììtores cuja resistência é rambém fuDção
da teÌnperatrìra, embora não de uma forma Ìinear Pârâ os ternísrores de coeficiente
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negativo de temperatura (NTC) a resistência pode ser apÍoximâdamente deteÍminada
peÌa fóÍmula

, i + - + l
R = R o "  \  T  7 " 1

em que p é uma constante positiva, Ro é a resistência do termístor à temperatuÍa I0 e ?
é a temperatura absoluta em kelvin. A temperaturas <altas> esta fórmpla pode ser sjm-
plificada

R = R n c Ê r

O coeficiente de temperatura da resistênciâ a pode seÌ definido paÌa um termístor
â partú dâ expressão

1 .ìR P
R .1T T'

6.1 Pesquisa proposta

I ConstÍuir um cjÍcuito tÍansdutor que dê uma temperatura na folmâ de ddp.
2 Calibür o sistema transdutor estabelecendo a relação V(T).
3 Uso de teúìómetÍos de resistêrÌciâ,
4 Construção de âlârmes.
5 Linearizâção de gráficos.

A prossecLrção desta pesquisâ implica o estudo de

r Análise, Aquisição e Tratâmento de Dados (Leitura l);
. CiÍcuitos EléctÍicos Básicos. a partir do parágrafo sobre Díodos (Leitura 4);
: O que é Temperatura (Leiturà 5).
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6.2 Equipamento necessário

Teímómetro de mercúrio, sistema térmico com temperâtura variável entre 0 e 100"C,
fonte de co[ente construída com base num tÌansístor e um díodo Zener fonte de ddp
contínua. multímetro digiÌal, circuìto integrado 741 ou equivalente, díodo de Si e de
AsGâ, um fio de tungsténio, resistências de vários valores e um termístor NTC (por
exemDlo PHILIPS ref. 2322640/90005\.
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6.3 Experiências sugeridas

1 Montâg€m d€ um circuito €lectrónico pâíâ trânsdutoÍ de aempemturâ
Nesla expeÍiéncia usa se um díodo como sensor de tempeÍatura.
Para que o díodo funcione correctamente. acorÍenteque o atravessa
deve-se manter constante e para isso usa-se umâ fonte de corrente,
Estâ obtéÌr-se associando uÍn díodo ZeneÌ a um transístor e polari-
zando-os de acordo com o esquema da figura

O díodo Zener quando poldrìzado inversamente apresenta aos
seus terminais uma ddp constante que é característica do díodo
usado. Assim, os poÌenciais da base e do emissor do trânsístor ficam
fixos porque vB!=0.7 V com o transístoÍ em condução. Ajustando
a rcsistênciado emissoÍobtém se a corrente dôsôjáv€l e estabilizada,

0 circuito seguinte constitui um fansdutor de tempeÍaluÈ em
que o sensor é. como já referimos, um díodo. No esquema a fonte
de corrente anteriormerte explicada é ligada a este circuito no ponÌo

z

x.
A priÌneira operação â reâlizar é a cali-

bÍação do termómetro, isto é, estabelecer a
relação V(T)- PaÌâ isso começamos porcali-
brar o sistema nos €xtremos dâ €scala.
A medida das temp€raturas padrão é feita
com um temómetrc de mercúrio conven
cionâl ao quaÌ o díodo deve seÍ Ììgado ter
mìcamenter. AjustÂndo-se R, é possível ter
à saída uma ddp nula â 0'C (temperaturâ do
gelo fundente). Colocando o díodo em con-
tâcto com água en ebul ição (cerca de
100'C), faz-se o ajuste do sanho do amp op
através dâs resistências Rr e Ra por forma â
obter um transdutor em que a sensibilidade é l0 mV/'C. A medição da ddp de saída
faz-se usando um voltímetro digital. Deve escolherâ escala de maior sensibilidade com-
patíveÌ com a medição.

2 Determinação da curva de calibração de um tÌansdutor

Como não temos garantias que o nosso transdutor seja linear, torna-se necessário medir
a ddp em função da temperatura para umâ série de vâlores intermédios da escala.
Fazendo vâriâr a temperâturâ do banho entle 100 e 0'C obtém-se um conjunÌo de pon-
tos v(T), a cuna de calú.írçâ(,. O método dos mínìrnos quadrados deve ser usado para
determinff os coeficienles da melhor rectâ que se ajusta aos pontos experimentais.

r O díodo deve ter rs ertrenidades soldadÌs a iios elédricos e a parte não isolada, diodos e conrlclos,
deve ser protegida com una cola nAraldite' ou lerniz, porexemplo.

-t2v
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6,4 Exercícios

6.1 Considerando a figura âpreseniada na €xpcrjônciâ I calcule o valor de Rr de tnodo
a que a tensão no cátodo do díodo Dr seja 642 mV Considere que para 20.C a tensão
ánodo/cáÌodo é de 600 mV Calcule Rr de nodo a ter uma sensibilidade de l0 mV/.C
quando R,=33 kO.

6.2 Umâ lâmpada de i ì lamento de tungsténio apresenta uma resistência eléc1Í icâ
R.= 65 O, quândo Ínedìda à temperaturâ ambiente (20.C). Sabendo que em condições

Discutâ se os desvios observados entre os valores experimentais e os valores ajus-
tâdos têm um cârácter puramente estatístico, ou se Ìambém têm um carácter sistemático.

CompdÌe, usando o tesÌe de X:, os dois modelos estüdados paÌâ descÍever a varia
ção dâ resistência com a temperatura: modelo linear paÌa conduÌores e modelo expo
nencial para termístores. (Note que com I constanle, a resìstência R é inversamente pÍopoÊ
cional à ddp).

Qual é o erro mríximo que se obtém com est€ lermómetÍo?

3 Circuito comparador como sistema de alarme

À saída do circuito anterior pode juniaÌ-se um comparador que forneça um sinal que
polarize um LED. O circuito pode ser concebido por formâ a âssinâlaÍ a situação em
que a temperatura ììedida no díodo ultrapassa a temperatura média das mãos, valor da
ordem dos 34'C.

4 T€rm6m€tros d€ resistênciâ

O leÍmístor NTC, o fio de tungsténio e o tennómeÌro de mercúrio são colocados, aco-
plados teÍmicâmente. dentro do vaso com água e gelo- Após ter-se âtingido a tempeÍa
lüra de equilíbÍio enfe a água e o gelo (ou seja 0.C) é medido o valor dâ resistência do
teÍmístor e do fio de tungsÌénio com o ohmímetro digital. Inicia-se então o aquecimento
do conjunto, e mede-se com o ohmímetro digital os valores das Íesistências a vá.ias

Deverá tersc cm alenção que o vaìoÍmáxüno suportado por aìgumas NTC é inferioÍ â 100"C
e deve ser respeitadol

Com os dados experimentais são construídos dois gráficos, um para a resistência
de tungsténio, e outÍo para a NTC, aos quais se podem a.jDstar resp€ctivâmente âs

R(Z)=Rí l+c t ^n

Podem discutir-se os problemas de lineaÌização gráfica de funções não Ìineares como
é o caso da exponencial, o valor dos parâmetros e os eÍÌos com que estes são detemi,
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normais de funcjonamento com a tensão alÌema da rede de 220 V a lâmpadâ dissipa por
efeito de Joule 60 W, estime a tempeÍatuÌa atjngida peÌo filamenro. O coeficjente de
temperâtura da íesistividâde do tungsténio é l] = 0.0045'C '.

R: T = 1177"C.

6.3 Um condutorde cobre apresenta uma resistência R = 0.50 O quândo medida a 20"C.
Sabendo que o coehciente de temperalura é o = 0.0038,,C r. determine o valor da resis-
tência quando ìnedida a 100.C.

R: 0.ó5 O.

6.4 Z Um transduÌor de comprimento é lbrìnado por um fio de diâmetÍo constante, com
contâctos eléctricos nas duâs extrcmidâdes e ao qual se ligou um cursoÍ que perìnire Ìrm
conlâcto eléctrico nos pontos inlermédios. Pelas suas características, â resisrência eléc-
lrica do fio é directamente propoÍcionaì âo seu comprimento. Pretende se construir um
ciÍcuito âmplificâdor de 1ìÍmÂ a medir nuìn vokímetro digital Lrmâ ddp. que em mV
sej.ì nuìnericamente igual ao vaÌoÍ do comprimento a medir

Admita que o fio trânsdulor apresen ra um comprimenro rotal de I l0 cm e uma resis-
tônciâ eÌéctrica iguâl a 5-5O. O ciÍcuito transdutor deverá ser alimentado por una ddp
de 12 V Considere ainda que o <zero' da escala de comprimento se enconúa a 5 cm
do 1ìm do fio. No circuito dc amplificâção deverá conÍar um ajusre do zeÍo da escata
do voltímetro (i-e. quando o cursor se encontra na posição (zero, da escala de compri
menÌos, deverá ler-se 0 V no voltímeÌro).

6.5 Pârâ medir â intensìdade de um feixe de raios X construiu-se um transduror seme
lhante âo detectoÍ Geìger. Este é formâdo por um rubo ciÌíndrico em cujo eixo cxiste

Entre a parede do tubo e o filâmento cslabelece-se uma elevadâ ddp. o transduror e
electrónicâ associâdâ estão representados na íìgurâ.

O 1èixe de raios X atravessa o tÍânsdutor parâÌelamente ao seu eixo. sem incidir nas
paÍedes, e interâctua com moléculas do gás que enche o tubo, formândo iões positivos
e electÍões que ao se deslocaÍem sob a âcção do campo eléctrico, oÍiginâm uma coF
Íente eléctrica. o feixe é suficienlemente intenso para que esra coÍente se possa consi-

O feixe dá origem à produção de 1010 electrões por segundo (q"= l.6x l0 i,C)-

Â) Determine a conente que atrâvessa a resistênciâ de 100 MO e â rcnsão âplicada
à enlrada não inversora do operâcionaÌ (considere o operacìonaÌ cono ideal).

b) Calcule o valor dâ resistênciâ R para que a tensão à saída do amplificador sejâ
de lV

c) Exprimâ a sensibilidâdc do cilcuito coìnpleto em Voh poÍ nA.

d) Prctcnde se asÍÌciar à sÂída do circuìto anlerior um comparadoÍ Ìigado â um
díodo cìnissor de luz (figura), por lormÂ que se acerda unìa Iuz de aÌaÍmc quando
o númcrc de eÌectrões produzìdos exccdeì o v,ìlor de 2.5 x I 0i,,. A tcnsão de conr-
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pamção V" deve ser fomecida pelo divisoÍ de tensão €squernatizado à diÌeita da
ÍìguÍa. Faça o esquema do cilcìrito completo explicando suÍnâriamente o seu fun-

e) Diga qual o valor de R' adequado pâra se atingiÍ o objectivo proposto em d).

R :  a ) I = 1 . 6 n J t , V = 0 . 1 6 V b) R = 5K3 c) 111.6
d) Ligar o ponro â V. à êntÍada + do âmp op 2 e o ponto a V" à entrâdâ in}€rsom do mesmo

âmp op.
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Vamos Ouvir Rádio!

facto dos indutoÍes introduzirem
uma diferença de fase entÍe a cor-

t
@L

- ^ =  I  o u  Â -  I
VLC 

"  
2 r ' 1LC

No câso do ciÍcuito LC série Zrc+o quando to+Ú)o, e no caso do circuito LC para-
lelo 216+o quando o+to6.

A impedância totaÌ de um circuito RLC é Z = R + Zrc.
Num ciÍcuito simpÌes LC paralelo ao apÌicamos

umâ ddp Vg obter-se-ia para a frequência de ressonân-
cia f0 que yr.+ys. Na real idade isto não sucede
porque o indutor possüi sempre umâ pequena resisrên-
ciâ RL. A figura dá umâ representação ÍeâÌística do
indutor

A Íesistênciado indutor impede que o valor de 126l
se tome infinito, desta foma Vrc nunca ating€ o valoÍ
Vs. Se representarmos a razáo da ddp de saída pela de
entrâda Vlc,rys em função da frequêocia f obtém se uma curva com um máximo pâra ã
frequência de.essonância f= f".
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Em qualquer dos câsos a frequência de ressonância é igual a

rente e a ddp que é simétrica da que é in-
tÍoduzida pelos condensadoÍes, Írermite
construir cìrcuitos ressonantes. Os ciÍ-
cuitos LC série ou paralelo têm apÌìca-
ções que exploraÍrÌ este comportamento,

Usando as ÍepÍesentações compÌe-
xas, as impedâncias do indutor e do con-
densador são respectivamente dadas por ZL= jí"L e Z.= -j/tìC. Assiíít, a iúpedâÌìcia
comple\â de um circujto LC série e dada por

e do circuito LC paral€lo por

ver errata



E)(PERIÉNCIA ?

Os circuitos LC série estudam se
de modo-análogo aos LC paÍaÌelo-
Devido ao seu comportamento em
função da fÍequência estes circuitos
são usados como f i Ì t ros de passa
banda de frequência. isto é, permi-
tem sintonizar estreitâs faixas de
frequência, cuja sensibilidade de se-
lecção é dada pelo factor de quali
dade Q.

Sejam fr e f, âs frequências paÍâ
as quais se tem VL(N|= U\f2. De
Íìne se factor de qüalidade Q. como
Q = íalLf = folçz - eín q\e Lf = f,
Í é a largun da curva. O factor de

qualidade é assim umâ medida relariva da largura dâ cuÌva. Quanto mais elevado é o
valor do Q mais "apeftâda" é a curva, logo Ínais selectivo é o íìÌtÍo. No filrÌo R-LC

par.r lelo tem*e Q - ou RC e p3r!  o f i l t ro RLC .e. ie O =..  . l  .

7.1 Pesquisa proposta

,lt

o.707

I
2
3
4

Obtenção de curvas de ressonâncias.
Determinação do fâctor de qualidade Q de 6lÍos de passa banda.
ConsÌrução de um Íeceptor de rádio simpÌes.
Estudo de caos com circuitos simples.

A pÍossecução destâ pesqìrisa implica o estudo de

Ondas (Leitura 6);
Circuitos Eléctricos Básicos (L€itum 4);
Bandas de Radiofrequência (TABELAS).
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7.2 Equipamento necessário

Um g€Ìador de sinais sinüsoidais, um osciloscópio, componentes várias (resistônciâs.
condensadores e indütor). Pam o rádio: fio paÍa fazeÍ a bobina e uma ferriie. conden-
sador de capacidade variáveì, díodo de Ge, resistências, condensadores, um amp op e
um par de auscultadoÌes.
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7.3 Experiências sugeridas

1 CuNa de ressonânciâ do circuito LC Dârâlelo

Na figura é pÍoposta uma configuração
em que uma ÍesistêÍcìa de carga R se
encontra em séde com um ciÍcuito LC
paÌalelo. Propõe-se a obtenção da curva
de Íessonância com o osciloscópio.

PaÌa se obter VLc/Vs em função da
frequência f  aconselha-se o uso da
ponta de prova do canal I para medir a
ddp à saída do geradoÍ de sinais e a ponta de prova do canal 2 colocada de forma a medir
a ddp entÍe a entmda do circuito LC e a massa. VaÌiando a frequência do geradoÍ mede-
se no osciÌoscópio os valorcs máÌìmos de vlc, V., e o peíodo do sinal. Deve escolheÍ-

-se um númeÍo de medições suficìentemente grande para que a cuÍva se apresente bem
definida. Os intervâlos em frequêncìa entÍe duas medições consecutivas não necessitam
ter sempre a mesma Ìffgura, sendo convenieíte serem mâis apertados em tomo do

2 Factor d€ qualidad€ do ffltro LC paralelo

O circuito da experiência ânterior pode seÍ usado como um filtlo passa-banda, PaÍa ava-
liar da sua sensibilidade deve deteÍminâÍ-se exp€rimentâÌmente o factor Q de quâÌidade
do circuito e comparar com o valor teó co previsto 2TloRC.

Se não coincidirem, qual pode ser a razão da diferença?

J CuÌva de ressonáncia do circuilo LC série

Para o circuito LC série pode ser feito um estudo anáÌogo ao do cícuito LC paÍâlelo já
realizado na primeiÍa experiência. Quais as diferenças de comportarnento? QuaÌ a sensi-
bilidade deste filtro? O facÌor de quaÌidade €xperimentâl concordâ com o teórico zÍfoLlR]

4 Um circuito d€ rádio simpl€s

A experiência consiste na montagem de um circuito muito simples de rádio. O circuito
proposto na figura pode dividir-se em quatro bÌocos básicos: antena, circuito de sinto
nização. circuilo de desmoduìação e âmplilicâçáo.
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E]<PE&IENCIA 7

No bloco de sintonização recoúece-se o circuito LC parâlelo da experiência l, mas
agora dotado de um condensador de capâcidade vâriável que permite escolheÍ a fre,
quência de Íessonância. Este circuito é alimentado pelas correntes induzidas na antena
peÌas ondâs eÌectromagnéticas emitidas pela estação que pretendemos sintonizar. No
caso de estâ:mos num local em que existem emissões de rádio muito pofentes, podere-
mos usâr como antena um pedaço de fio de 1 ou 2 m de compúmento. Caso conÍário
é aconseÌhável usaÍ umâ ântena de maior comprim€nto. A Iigação do ponto de massa
do circuito sintonizado à terra melhom em aÌguns casos as condições d€ recepção_

O acoplamento entre a antena e o circuiro sintonizado LC pode seÍ feito através de
um condensador C Ì de pequena capacidâde (10-100 nF). Este acoplamento evitâ o apa-
rccimento de uma capacidade parasita empaÌalelocomo circuito de sintonização (intro-
duzida pelo circuito antena-terra), o que reduziria a selectividade do aparelho. por outÍo
lado desta forma tâmbém se isola a antena de quaisquer componentes contínuas da fonte
de alimentação. Uma vez seÌeccionada a frequência da onda poÍâdora de Íadiofre-
quênciâ (RF) com o circuito LC, é necessádo desmodulaÌ a ondâ a fim de Íetirar a com-
ponente de audioftequêncìa. A desmodulação da onda está a cargo do díodo que detecta
a onda e de um condensador C, que filtÍa a componente de RF. O sinal audio é então
ampÌificado, e a escutâ pode ser feita com um par de auscuÌtâdores.

5 Exp€riência ** - O câos em fisical

Um circuito RLC pode funcionaÌ como osciÌador anar
mónico caótico na variável ddp se no circuito existir um
componente cle comportamento não linear. Este compo-
nente pode ser um condensador Se usarmos um díodo
varicap, a capacidade que este apresenta é função da ddp
aplicada de acordo com

a
' " ' -  (  t+Y/* r '

em que (p e 1 são parâmetros característicos do díodo.
Neste caso o sjstema de equaçòes que rege o componamento do circuiro é

+ iR + vD= V(t)

. z/rD _ i se o díodo não conduz-  
ã - 0 s e o d í o d o c o n d u z

em que i é a codente no circuito e v(t, = 1,,sen2Ífí, f a frcquência de ressonância,
v, ddp no díodo e C a capacidâde do díodo.

I Pm saber máis sobre Súlenas D'nâmicos ê Câós consultü os anigos onginais de M. J. FeigenhãÌm
publicâdos no .1. Stãi. Phys. 19 ( 19?8)25 e .1. Slâr. Phys. 2l ( t 979)665 e o â'rigo @Ìaciorado coft ô Íabalho
Vopósró Penod doublin! @rl chaoíic behdriour in a dl en anhamann ostitlatot, P. Linsav pbvs. Rev.
L3n.47(1981)1349.
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Um circuito do tipo do repÍesentado no esquema, ern que o gerador fomece uma
ddp sinusoidal regulável até 2 MHz e em que â tensão varìa de forma contínua entre 0
e Ì0 V permite estudar o comportamento câótico. Começa-se por ajustâÍ o geÍador para
a frequência de ressonância do circuito com uma ddp da ordem de 100 mV

Quando a amplitude do sinal de entrada é pequena, o sinal à saída é âtenuado mas
tem a mesma frequência do de entÌâda. A medidâ que se ior aumentando a ampììtude
da entrada, o sinaÌ de sâída começa por apresentaÌ duas componentes com frequências
e amplitudes diversas, e sucessivamente quatro, oito até que atinge uma forma com
pìexaque pode conduzir a um compoÍamento caótico. Toda a análise desÌe circlÌito pode
seÍ feitâ com um osciÌoscópio em modo Y T e Y-X.

Registândo a amplitude dos sinais nos pontos de bifurcação, pode observar se a par-
lir de ceÍa allura .e â relacão enlre amoli(udei sucessiras

Â*r -À, -  ç
^". , ,^, ;  

-  '

é váÌida. Podendo determinar-se a ordem da (constante universal), ô, cujo valor é
4.6692D16.

7.4 Exercícios

7.1 Z MostraÌ que o factor Q para o circuito LC paÌalelo é dado por 0 = ('oRC

7.2 a) Calcule a atenuação lÁ l= ly"/% | do filrro RCL da fi,
guÍa. PaÍa que fÍequència se obrém a arenu,rçào Íünimâ? Ì 

- 
| Ì

bì Calcule o facror de quaiidade Q do liltro. ã.u,. a v'
.r- -r --L.

R : a , r Á r =  ' c ,  , p - u . o =  |  ' . . ^ .  I  
- T _  

i
ú' + @t-u-c )' 'fi' c

rÁ =o b) o=oo +

15





EXPERIÊNCh 8

l 1 l

Observação ao Longe e ao Perto

comportâmento de um gÍand€ número
de sistemas ópticos, que podem ser

estudados com base na óptica geométrica, é
regido por equações bâstante sìmpÌes.
Quando um raio luminoso ìncide numâ
superfície de sepaÍação entre dois meios de
índices de refracção distintos nr e n, (na fi-
gura n?>n r) pode sofreÍ reflexão e/ou re-
fracçáo. Todos os râios se encontram no
mesmo planoe os ângulos medidos emrela-

ção à normaì obedecem à lei da Íeflexão:
01= 0i e à Ìei da reftacção: 'lÌsen0Ì =r2sen02.

A ÍeÍlexão com espelhos esféÍicos rego-se pela equâção

em que d. é a distância objecto, di é a distância
imagem e f a distância focâI.

Para lentes delgadas convergentes ou diver'
gentes tem-se uma equação ânáÌoga

d" d. l

Não se deve esquecer que as disÌâncias são positivas ou Íegativas confoÍme âs con
venções usadas quer para os espelhos quer para as Ìentes.

A potência de uma lente é o inverso da sua disÌânciâ focâl em metro e a unidade de
potência, em óptica fisiológica, é a diopüia. A ampliação transversal de um espelho ou
de uma lente é dâda poÍ

r ,  _  a l t u r a d â  j m a g e m  ( h , )  r d ,' " ' -  
airu 'ã do obrcto (hJ 

--  
4

\

ver errata



EXPÊRIÊI{CIA 8

A ampliação angular de uma lente delgada
é dadâ poÌ

t=  o  =  
I t

- t -
f l L

N é a distância de visão mínima, L a dìstân-
cia imagem-olho e 0 o ângulo segundo o quaÌ
se vê o objecto sem o auxflio da ÌeÍte. Esta
expressão toma aspectos paÍiculfies para o
caso do telescópio e do microscópio.

f

8,1 Pesquisa proposta

I
2
3

Estudar a foÍmação de imagens dadas por espeÌhos e Ìentes.
Determinâção de distâncias focais e da ampÌiação trânsversal e angular.
Construção de protótipos de mìcroscópio e telescópio, e determinação das suas

A prossecução desta pesquisa implica o estudo de

t Optica Geométrica (I-eituÍa 7).

BaÍca de óptica, fonte de luz bÍanca ou laser, diafragmas, esp€lhos côncavos e conve
xos, prismas, lentes dolgadas convergentes e divetgentes, objectos luminosos, alvos, es-
calâs graduadas, traÌìsferidot nível de bolha.

8.2 Equiparnento necessário

8.3 Experiências sugeridas

Expedência 0 - Estudo do comportâm€nto óptico d€ €spelhos planos e cuÌvos, pris-
mas e filtros

Recorrendo a uma fonte de luz ou a um laser associados a um diafÍagma com 3 ou mais
fendas gera-se um sistema de Íaios paÍaleÌos que permite o €studo da reflexão, Íeftac-
ção, reflexão total, determinação diÍecta do índice de refracção de meios transparcntes.
No caso dos espelhos cuÍvos podem detelminar-se as distâncias focais e os raios de cuÍ-
vatuÍa. A combinação de fiÌtros permite o estudo da noção de cor

O rcgisto das observações faz-se sobÍe folhas de papel onde se marcâ o trajecto dos
raios luminosos.
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oBSERVAçÀO AO LONC€ S AO PERTO

1 Deteminâção dâ distância focal das lentes

Na bâncâ de óptica, bem nivelâdâ, coloca-se a lente e obtém-se a imagem de um objecto
convenientemente colocado em relação à lente. Para além deste processo directo pode
seguir se o método de Bessel, no qual se recorre à formação de duas iÌnage
ponto movendo a lente em r€Ìação ao objecto, que se manÌém fixo. Nesle caso â potên-
EiaédÃ,JàpoíP=4dlkl: ãr) em que € é a diÍância entre as duâs posições da lente e
d a distância objecto imagem.

A potência (ou dis!ância focal) das lentes divergentes Pd é obtida a partir da
associação destas com lenres conveÍgenles de po1ência conhecidâ P..  Pâfa umâ
associação de Ìentes coÌadas tem se Pi = P,." P., P,,,. é a potência da âssociação de

No caso de as lentes estarem sepàadas

- l P"tl, I
11, à(nl tz 1)

em que d é â distância entre as duas Ìentes. ./r â distância do objecto à lenÌe divergente,
d? a distância da lente convergenle à imagem final c P" a potência da lente conver-
genÌe-

2 Construção de um microscópio

Um modo simples de construir um microscópjo composto é usar duas Ìentes conver-
gentes de distâncias focais pequenâs (entre 0.03 e 0.15 m), montadas numa banca de
ópticade tal forma que a distânciâ entre eÌâs permita a íbrmação de uma ìmagem ampliâ-
da do objeclo.

O objecto â ver deve ser coÌocado para atém do foco dâ lente mais convôrgente mas
mujto vizinho deste- Com este cuidado observar patas ou asâs de mosca. oÌr quâlqueÍ
outro objecto de pequenas dimensões. DeÌerminar a ampliâção e compârâÍ com o vâlor
previsto teoricamente.

ExpÌicar â âcção do olho como transdutor de visão.

3 Construção de um telescópio

Pode montaÌ-se um protótipo de telescópio reconendo simpÌesmente a umâ lente conveÍ
genle fÍaca (objectiva de f =0.50 m) e uma foÍemente convergente (oculaÍ f -0.05 m),
dispostas na bancâ de ópticâ de modo a permitir a visualização de objectos longínquos,
como jânelâs, antenâs paÌabólicas, etc.

Explicar a escolha proposta paÌa as lentes. Estudar a ampliação anguÌar utiÌizâúdo,
se disponível uma escalâ grâduada e iluminâda. Compdrdr o valor obtido com o pÍe
visto teoricamente. Qual é o papel do olho humano?

Conslrução de um telescópio de refracção capaz de dar uma imâgem direitâ.
Estudar â acção de uma terceira lente convergente de modo a tornar o telescópio mâis

'79



EXPERIÈÌ\ÌCIA 8

8,4 Exercícios

8.1 Suponhâmos que duas raparigas usam óculos, ümâ devìdo a miopiâ e ourra a vista
cansada. Em caso de piquenique num prado qual dos óculos pode seÍvir paÌa ârear uma
fogueira usando a luz do Sol?
Ri Os dc vista cansada. E uma lente conver8enre.

8.2 Uma lente divergente pode ser usada como lupâ? Justifique com uJn esquerna.
R: Não.

8.3 De dois telescópios de r€fracção que difeÍeÌìr simplesmente no compÍimento, qual
possui maior ampliação angular? Porquê?
R: A ampliação é iguaÌ porquc depende apenâs da razão enúe as distâncjas focais.

8.4 Como füncionâ um projeclor de diapositivos?

8,5 Pensa-se que as imagens viÍuâis são menos impoÍantes que as reais. o que não cor
responde à Íealidade. Dos seguinres instrumentos diga quais são os que dão imagens
virtuais: projector de diaposirivos, máquiÍa forográfica. lupa, lentes de conÌacto, micros_
cópio, telescópio astronómico, binóculos?
R: lupa, microscópio, lelescópìo e binóculos.

8.6 Z Calcule o índice de Íefracção de um prisma de vidro e o erro estâtísrico que o
afecta, sabendo que um.Iaio luminoso ao passar do aÍ (n- = 1.000) para o vidro sofÍe
umâ refracção. O ângulo de incidênciâ no ai é 0j= 61i2. e o de refÍacção é 0,=3611..

E.7 Um laio d€ luz iúcide numa face do diâmante (nd=2_42),
é refÍactado no seu interior e atìnge uma das faces opostas
com um ângulo de incidência de 28..

a) Com o diamante rodeado de ar. diga se o raio é par-
cialmerte ou totâlment€ (eÍlectido (est€ último caso
encontra-se exemplifi cado na figura)_

b) Responda à mesmaquestão paÌa um diamante mergu
Ìhado em água (ná!,"=1.33).

c) Com base nos resultados anteriores digajustificando.
em qual dos meios o diamanre brilha mais, aÌou águâ.

R: a) É bralmente reflectido- b) Não é lotâlmente reflecrjdo. c) Britha
um maior número de raios é lotaìmen0e reflectido

80

mâs no a. po.que a onde



EXPERIÊNCIA 9

Célula Fotovoltaica como Conversor de Energia Solar
em Energia Eléctrica

uma célula fotovoltaica obtém-se energia eléctÍica iluÍÍúnando a zona sensív€l da
célula com radiação de comprimento de onda (cdo) adequado. A relação Ic(Vc),

9.1 Pesqúsa pÌopostâ

em que Ic é a corrente eléctrica que atÍavessa a célula e Vc a difeÍença de potencial aos
seus teÍminais, permite determinaÍ em que condições a célula pode fomecer potência,
Esta relaçâo, também designada caracteústicâ da célula fotovoltaicâ, varia com as condi-

ções de iluminação da célula e pode ser determinada constuindo um cìÌcuito que per-
mita simultanearneÍte mediÍ as duâs gÍarìdezas Ic e Vc,

I
2

Estudo do efeito fotovoltaico.
Cálculo da potência eléctrica de uma célula fotovoltaica.

A prossecução desta pesquisa implica o estudo de

Células Fotovoltaicâs (Leiturâ 8).

9.2 Equipamento necessário

Uma célula fotovoltaica p-n de silício, dois multímeÍros digitais, uma fonte de tensão
contínua e uma ÍesisÍência de 100 O.

9.3 Experiências sugeridas

1 Determinação da curva ceracteríltic8 da célula fotovoltaicâ

Para determinar a curva característica montar o cir-
cuho da figura. A resistència R representa a resis-
tência de caÌga da célula e deve teÍ um valor tal que
a corrente Ic não exceda o limite máximo pemitido
paÍa a célulâ em questão (R- 100 O). A coríente Ic
mede-se com um ampeímetro digital intÍoduzido no
râmo da célula e aos terminais desta deve Ìer-se a
ddp Vc com um voltímetro digitaÌ.

8 t
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EXPERÉNCIA 9

Representa-se na foÍma gráíìcâ a característica IC(VJ para uma célula fotovoltaica
fazendo variar â ddp aplicada ao circuito, Vr entÍe 8 V e +2 V Deve ter cuidado e
âtenção com os sinais da ddp e o sentido da corrente medidos pelos respectivos multí
meiÍos. ConsideÍar as seguintes situações:

- sem iluminação,
- iluminada por uma ìâmpada de candeeiro.
- se possíveÌ varie o cdo da radiâção, por exemplo interpondo filtros adequados.

2 Cálculo da potência de umâ célulâ fotovoltâicâ

Com a conveÍção de sinais indicada no circuito anterioÍ, a potência fomecida pela célula
pode ser caÌculada pelo pÍoduto VcIc, Usando os valoÍes determinados na experiên-
cia anterior, câlcula-se â potência em função de Vc ou Ic paÍâ a situação da célula ilu-

J Célula como font€ dc corr€nte

DetermiÍar â impedância de saída paÍa a qual a potênciâ fomecida é máxima e discutir
se este tìDo de céluÌa oode ser considerada como uma fonte de colrente,

9.4 Exercícios

9.1 Se a potência solar média rec€bida ao níveÌ do solo disponível paÉ conversão em
eneryia etéctrica for da órdem de 1000 w/m,, parâ céÌuÌas fotoeléctricas com uma efi-
ciência â = l5%, qual é a área que necessitamos paÉ fazer funcionâr

â) Umâ caÌcuÌâdoÍa que consome 0.001 W
b) Um rádio que consome 20 W

R: a) 0.07 cm? b) 1333 cm?.

9.2 Urna céÌuÌa fotoeÌéctrica quando iluminâda dìrcctamente por Ìuz solar apr€senta uma
ddp em ciÍcuito abeÍo de 1.25 V e debìta uma intensidade de corrente igual a l0O mA
quando em curto-circuito. Se o fâctor FS da céÌuÌa for igual a 0.75, qual é a potência
má(ima que pode ser Íetirada da céÌula?

RrP=0.094Ìr ' .

a2 g.l Se o fotodíodo represeÍtado no ciÍcuito da
f igura forÍecer uma intensidade de coÍrente
lD= 10 ÍÌA quândo iÌumiÍÌado, quaúto vaÌe â ddp
de saída V" s€ R for igual a 560 O.

R: V. = -5.6 V.







LÊÌTURA I

Aquisi$o, Análise e Tiatâmento de Dados

^ Física pretende explicar os lenómenos da naturezâ. Designamos por fenómeno
.f1 quâlquer aconlecimento. facto ou objecto extemo observado d'reclamenLe ou atsa-
vés de dispositivos particulares. À ciência está intimamente iigada com a observação
dos fenómenos e a medição das grandezas que os repÍesentam.

A observação e a medição devem ser objectivas e independenles da pessoa que as
faz. A objecrividade não é ceÌtamente fácil, bâsta p€ns&rnos que cada um de nós é parte

activa no pmcesso de conhecimento e estamos sempre condicionados pelos nossos sen-
tidos e experiências precedentes.

Podemos dizeÍ, ainda que de um modo simplista, que â metodologia da Física se
baseia esquematicamente no seguinte:

r selecionar ou definir o fenómeno a estudaÌ;
r descreveÍ o fenómeno em teÍnos de um certo númeÍo de caÍacteísticas designa-

das poÍ gÌaodezas físicas, às quais se pod€ atribut um valor numéÍico a paÍir do
confronto com a grandeza pa&ão. Este confronto é desigÍado por medição e o
resultado de uma medição por medidâ. Medir uma gandeza signiflca atribuir um
número que expressa a relação ente elâ e üm padrão a que chamamos unidade;

, obter a partiÍ das medições, infoÍmâções que permitâm estabeÌecer como âs

dive$as gÍaÌìdezas se Íelâcìooam;
r formular leis que govemem o fenómeno obseftado ou confÍontar previsões teó-

Íicâs já existentes com os dados obtidos experimentaÌmente.

Obsênaçõcs

" / \

Das considerações feitas é fácil concluir que os dâdos experimentais ou as medi

ções são a base do coúecimento científico. AssÌm é muito impotante formuÌaí metodo-

logiâs que nos permitam medir com objectividade, mas é fácil imaglnaÍ â quantidade

de factores que nos influenciam o prccesso d€ medida

Aquisição de dados e instrumentos

##ffi" reori,,s

\ , /
Modelos
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como vimos um dos aspectos fundamentais da metodologiâ da Física consiste na aquisi-

ção de dados (medição) e na âvaÌiação da sua vâlidâde. Uma vez estabelecida a metodG

íoeia. os instrumentos são um elernento muito importante no processo de medida'
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PermÍem confrontaÍ â grandeza em estudo com o padrão dando uma resposta quantita-
tiva. Podemos esquemâtìzaÌ os instrumentos como constituídos por:

r nm elemento revelador, sensível à grandeza a mediÍ sinal de entrada;
! um bansduto! que transformâ a informação obtida p€lo revelador numa grân-

deza de fácil manipulação poÍ parte do experimentadoÍ;
. um dispositivo que dá visuaÌmente oÌr graÍicamente o Íesultado da medida - sinal

d€ saída.

De forma geoérica um instrumenro de medida funciona como um tíansdutor que
transforma um sinal qualitativo e/ou inacessível aos nossos sentidos num que podemos
quantificar.

O fenómeno X no exemplo da figura é a desintegÍação de um núcleo atómico, o instnmeÍto
de medidâ é um detecloÍ Geiger-Muller que êtÍavés da io.ização do sás raduz a passas€m dê
uÍú pâíícula nurn iÍnpulso eÌectrico, o sinaÌ de saída, cuja contaSem é inlerprctada pelo obser-
vador r âhâvés dâ €laborâção de um histograma.

Na relação entle X e y est.á iÍnpÌícito o princípio dâ causaÌidâde, podendo dizer-se
que X é a causa de Í As dimensões físicas do estímulo e da resposta Íão têm de ser as
mesmas,

PoÍ exemplo, se o sistema eú questão foÍ uÍn osciloscópio. ao sinal de entrada, uma dife.en
ça de potenciaÌ, corresponde un sinâl de sâídâ, que é uma distância. Num lermómetÍo de me.'
cúÍio !em+e igualmente como rêspostâ â umâ temperâturâ um sinal de sâída que tem as dimen
sõ€s de um comprimento, a altura dâ cotonâ d€ mercúrio.

Pârâ um tansdutor funcionaÍ como instrumento de medida é fundamentâl a existêÍ-
cia de uma TÁBUA DE CALIBRAçÁO que peÍmita fazer uma conespoodênciâ bijec-
tiva entre os sinais de entrada e de saída X ê) y. De uma forma mais ou menos expìí
cita, uma medição é sempre uma compaÌação com um padrão.

A operação CALIBRAçÃO é em geral obtida âtÍavés de ensâios, em que se tomam
como sinais de entrâda valores conhecidos de X (padrões de medidâ) e se obtêm como
sinais de sâídâ os valorcs de y. Muitas vezes v€rifica-se oue a deDendência X <+ Y ê



susceptíveÌ de representação anaÌítica, o que permite obter a validação da cuÍva de cali-
bração a panir de um númeÍo muito reduzido de pontos. Uma vez realizadâ â calibra-
ção âdmite-se que esta s€ mantém invariante no decurso do rempo.

Quando se uÌiliza um certo instÍumento temos de conhecer âs seguintes cârâcterísticas:

r inteÍvâÌo de funcionamento;
! tempo de resposta;
r seDsìbilidade;
! exactidão ou fidelidade;
. precisão ou rigor

Conforme â naturezâ das grandezas â medir, ou o objectivo dâ medição, assim se
dá maior rel€vância a um ou â outro dos atriburos do instrumento, já que é impossí-
vel a existência de um inÍrumento de medida perfeito. Um insrrumento muito sensí-
vel é em geÍâÌ, pouco rigoÍoso ou pouco fiel. Um instrumento fiel é em gerâl pouco

Analisemos cada uma deslas propriedades.
INTERVAIO DE FTINCIONAMENTO refere-se ao valor mínimo e mií\imo que se

pode medir de modo que o aparelho não seja danilìcado e que garanra que a resposta esrá
ainda relacionada com o estímuÌo, isto é, define a dinâmica do insrrumento onde os val(}
Í€s de X podem ser corÍectamente medidos, poÍque â curva de calibração se mantém
válìda.

TEMPO DE RESPOSTA é o tempo nec€ssário para o instrììmento Íesponder âo estí
muÌo, o qual deve ser breve de modo a que quando receba um segundo estímulojá tenha
respondido ao anÌerior O tempo de resposÌa ou característico deve seÍ sempre inferior
ao tempo de vaÌiação das grandezas.

Por exemplo nuln osciloscópio de l0 MHz podemos medir sinâis que se sucedem em inrer

Existem siÌüações em que se quer sabeÍ o vâÌor num dâdo ìntervâlo, e nesres casos
convém um Ìempo de resposta longo.

SENSIBILIDADE define,se como a razão enrre a variação na resposta y a uma va
.  , _ -  d vrlaçâo mulÌo pequenfl do eillmulo ,\ J - 

ZX 
.

Um instrumento é muito sensível quando uma pequena varìação do esrímulo Xpro-
voca uma gÍande vaÌiação na Íesposta y.

A sensibilidâde tâmbém pode seÍ câÌacrerizadâ peÌo PODER RISOLVENTE, por
este entende se o menor intervalo do estímulo ̂X que provocâ variação na resposta do
instrumento. Dois estímulos que ocorÍâm num intervaio infeÍior ao poder resolvente são
indescemíveis para o aparelho de medida. O poder ÍesoÌvente é tanto maior quanro
menor fbr ^X.

EXACTIDÃO ou FIDELIDADE - um insrrumento é exacro ou fìeì quando reatiza
a transdução perfeita do sinaÌ de enrrada X num sìnaÌ de saída y, isto é, reproduzindo
exactamente a foma de X. Na prárica não é necessária a reprodução do próprio sinal
desde que se conheça â tábua de câlibÍação pam se Íecuperar o estímulo X a paÍir da
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rcsposlâ y. A estc valoÍ estimado podeìÌos chaìnar Ì. uìÌ âparelho sení tanto Ìnais 1ìel
quânto nìcnoì lbr â diièrença enke o valor estiìnado.Ì e o lalor verdâdeiro X, ou sejx,
quanto nrcnor rì)r o erro de fidelidade {,, = .Ì-X.

PRECISÀO ou RICOR é a propriedade que caraderiza a dìspersâo das respostas y

âo ìÌesmo estínulo X. A resposta v não depende só de x mrs trìmbénì de liÌnìtâções ìn
túrsecas ao próprio apârclho coìno atÌilo de molâs. flutuaçòes de níveis de tensão. hìste
rese mâgDética. oscilações nìecânicas, etc. Estes tìctores ÍazcrÌr com quc r rcspoía do
aparelho a estímulos idêÌìtìcos nào seja sempre a mesma. sendo necessáÍias divcrsÂs mc
dições e analis.ìr como se distribuem em torno de um dâdo y.

A sensibilidade de um ìnÍrunìenlo pode ser nìclhorada \cnÌ ìn!Íodu/iÍ modìficações
radicais no insúLrmento. Aümentaro comprìmento da aguÌha ìrun nr ultímelr o .rìraìógico.
ou associ.ìr unì nónìo a uma escxla são exenpÌos d(] como a nrcìhoÍar. O mesìÌojí naro
acontece conÌ a precisão. MclhoraÍ cstâ impìic,ì cm geìal a escolha de outro instru-
nìento. Acontece que qrnndo a scnsìbiÌìdâdc ó muìto graììde e a precisão baixa tenìos
de fazer váÍìas deternìinâçõcs paÍa coúlìoÌaÍ u dispeNão dos resultados. Quando o âpa-
relho tem umâ scnsibiÌidadc pobrc cstc Íàclo pode ocuìtar u Íìlttì de precis.ìo.

Em geral nr conÍÍução dos apxrcìhos procede se de ìÌodo que uma das pfoprieda-
des não oculte â outra.

Vcjlmos o scguinte cxcrÌpìo, quando sc qucr nìcdú o comprimerto de uÍìa t'aÍa de aço
geonelricamcnlc bcm dclìnida. com uma régua vulgarcula mcnor dì!isãoó | mm. podcno\ falar
de \ensibiÌidade ou poder rcsolvcnle dc 0.5 mnÌ. No cntoro a prccisão m leìlufu pode ser facil-
menle 5uperioÍ. donde scr inútil rcpetir ! nrcdiçAo. Sc â$ocÌarnD\ à escdâ prìncipal da régua
um nóiio de 50 dìlisões a scnsibilnhdc passa a scf dc l/50 mnÌ. Entro â prccisào de leiruÍa já
será inierio. e iusLificaÍn'se várìat nrcdições.

UDra sitÌ'âçaro dilère.Le é o ca\o dc qucÍcrmos medir na horìzonl.Ì rs posjça)cs do pônduÌo
em repouso e a uÌn certo ângulo de.ìfaí.ÌrìenÌo da veíical. Dcvido às dilìcuìdrdcs dc posiocio
mmento do centro do pêrdulo a precisão do vaior medido lai scr o lìctor domjnânlc c não sc
justifica o uso de uDra 'ésuâ de grande ren\ibilidade, ncm a assocìrção dc um nónio.

Devido ao postulado da invadância espâço lcmpord d,ì! lcis lisicas se â de espe-
ì âr que para um aparelho de grande sensìbìlidâdc c pÍccisão as nredições lbsseìn pefei-
tanrente reprodutíveis. Isto não âcontece eÍn gerâÌ dcvido ao fenómeno em si próprio,
que pode depender de unì gfânde oúmero dc frclocs c ìra ìÌcdição consideramos só
paÍe desses ractores.

PoÍ e\eÍìpÌÕ, no esrudo do período dc oscilaçao do pôndnlo enì tunçio do conlprinenro.
dcspreTarn-se enì geül lìcrores como: Lcmpc[Ìun c humìdade anÌbìenle, ]Òpulsão do rr ou
nrassâ do no de suspeÍsão.

Adiante na anáiise de dados estudârcmos coìÌo iìrlcrpretar e conÌabilizar â não repro,
dutibiìidade dos res ltâdos-

Além das propriedâdcs qrc já cnuÌÌeránros sobre os instrumentos deve tomâÊsc
ainda em considerâçio o fàclo quc, a operaçào de nedida pode alterar as p.opicdadcs
do sistema que pretendemos Íncdir.

Ao níveÌ microscópico. cstà limit ção teÌn uÌn carl,rctef fundâmeniaÌ consubsun
ciadâ no princípio de incerteza dc HejseDberg e nos fuDdamentos da Mecânìca QuânLìca.
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À cscaltL nìacÍolcópica â mcdição tanìbóm pode aiteÍaÍ o sisreÌna a meclir.

No cr$ da medjda dx elpessuM de um fio Iìno corÌ Ì,m /arr.r é lãcit. ro coÌocar c qusLNr
o lro cnrrc rs espeÍas, rpcÍar aquelc e aìternr o diâDìclro que qucrcmos nredÍ.

DcveÌnos estlìr alentos a estas lòntes dc cro e se não âs pudermos eìiminar dcve len_
taÍ sc reduzi-las e quantificí,Ìas. Na n]aior pane das silulìções e em Iunção da precisão
requcnda. um pouco de bom scnso. üm pouco de conheciDenro sobre como fuÍcionam
os aparelhos e um pouco de fïsic,ì aìudam quer a meÌhor.ìr um dado processo dc nredida
quer a enconlÍar o processo dc medida âdequado aos objeclivos a atingir com a nìedição.

E óbvio quc exìstem oü1Íor câsos en1 que as nìcdjções são nujlo difíceis c a sua
rcaìização é um verdâdeiro golpe de génìo.

Eìn resumo, medir ünìa grandezâ sigDilìca, por inreryosição cìlh€ o Íènómeno e o
obseNâdor dc umâ meiodoìogiâ e de ìnstrumentos. llribuìr um número (vÂlor numó
Íico) à grandezâ referido â un padrão (unìdtìde). Conìo .ìnâtisámos. eÍe vâtoÍ vcm âfec
rado peÌâs Ììmilações e ìmpìecisões dos iDstruÌncnlos e métodos íêrfo).

MEDTDA = [vAlojì NUMÉRrco] t lERRol iuNtDADEl

Análise de dados

A realização de uma expc.iêìrcia ìmpÌica a tomada de dados. que pode seÍ mâis ou ne
nos automâti7üda. Uma vez adquindos. eÍes dâdos tém dc ser ânalisado\ de modo a
poder ter-sc unr resuÌtado pâra:ì expcÍiência. isro ó. atribuìÍ um v,ìlor nunìérico à gran
dczâ e saber medir o crro coìÌ que foi dereminado.

TenhâÍnos em atenção que os pfocessos dc aquisição c unáìise dc dados. não são
pefeìtamentc estânques. O melhor modo de conlÍoÌâr o desenroÌâr dâ própiâ expcÍiôn
cia é simullaneâmente com a âqnisição fâzercm se fegìsros nr forma dc lâbelas e. aìndâ
que de uma Ìorììa prcÌirÌiDar. lraça. grÍficos e cfectuar cátculos. EÍâs operaçôes dcve,
rão ser lìitas de modo rão claro que possânxìs detectar sjluações incsperìdas qrc ex!
jam outras lonradas dc d,ìdos ou correcções ro disposirivo experiment,ìl em Íìnciona_

ConÍì ìme â nâturezâ do l ìnómeno eÍn csrudo âssim se devc optar por l ìzer
üÌÌìa ou vÍfias mcdições das \ariáveis e dccìdif sobre a precisão â cxigir da medição.
O exeÌÌpÌo seguìnlc iÌustra a impoÍância do conhecinìcn|o clo erro com que é iìila uma

Consìderenìos â siruação cÌn que numa cxpefiêncja !c suspeirâ que a velocìdacle da
l u z n o v a z i o n ã o l c n h a o \ , â l o r e s l , ì b e l e c i d o . i s l o é . = 2 . 9 9 7 9 2 4 5 8 x Ì 0 i m s , . e a m ì t a D r o s ,
para lìcililar â escritâ. que. é conhecido âpcnas coÌn umâ prccisão dc miìésimos. ou seia
2.998 x l0N m s r .  O Ì€sulrado dâ novâ experìêrcjn deü o vâÌor 3.000x t0s r Ì ì  s: i .
MediìÌos uDì \'alor inajor paÍa. do quc aquete corÍcnteìÌente accile. 3.000 > 2.991ì.
SeÍá uìnr gmndc novidade l

Pura respondcììnos que sìm reÌìos de saber âlgo ìÌais: a prccisão do nolo val():
Vejrmos três siluâções possívcis, no estüdo das quâis se onrite o tìrctor x l0r Ìn s
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1." Siruação

O erro ou incert€za que acompanhâ â medidâ é de 0.005. Isto significa que podemos
dizer que a velocidade da luz tem um valor compreendido entre 3.000-0.005 < c < 3.000
+0.005, isto é,

2.995< c < 3.005

Portanto esta medida não põe em causa o valoÍ 2.998, já atÍibuíqo.

2. 'Si Ìuação

A medição deu um valor de 3.00010.1. Neste câso a novâ experiência propõe

2 . 9  < .  <  3 . 1

Este valor é ainda compatível com ojá coúhecido, mas a precisão com que foi ex-
pÍesso está incoÍrectâ e não tem quaÌqueÍ sentido físico. Se uma grandeza é conhecida
com uma precisão de milésimâs. umâ experiência que conduza a uma irnprecisão nas
décimâs não permite pôr em cÂusa o valor aceite,

3." Situação

A experiência é feita com um eno de t0.001- Tem-se neste caso

2 . 9 9 9 < c < 3 . 0 0 1

Se o erro fosse mesmo 0.001 e se a experiência estivesse bem feita representaria
umâ grande descoberta! Talvez losse premiada com o prémio NobeÌl

Em resumo, quando se obtém um dado Íesullado para um pârâmetro as Ì€acções

r A físjca convencional está em boa formal
r É preciso retazer a expeÍiênciaì
r Fizemos uma gÍânde descobeÍta,

QualqueÍ destes resuÌtados está coÍdicionado pelo erro eslâbelecido para â medida.
Se a medição é feiü pelâ primeirà vez o resuÌtado só terá igualmente inte
bermos quaÌ a sua precisão. A moÍal dâ fábula é:

<Quando nedi calcule o eïo q e afecú I mediÇão ou c! sua expeiêncía não sel

Embora. devido à Íossa justa ambição de peÍfeição. seja contra a nossa natureza
Íeconhe.eÍmos que fazemos eros, comecemos por analisar de que forma podemos
cometeÍ eÍÌos. com o objectivo de os reduzir ao menor número possível e minimizar
aqueles que não conseguimos evitar,
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Erros exoe mentais

A inceÍeza que acompanha um valoÍ obtido experimenralmente é designada por ERRO
EXPERIMENTAL.

Estes podem classificar se em 2 categorias:

r Sistemáticos;
r Acidentais ou Estatístìcos,

Estudemos com algum detalhe a origem destes efios. como se medem e como
influenciam o resuÌtado de uma medida.

Elros sist€máticos

Os erÍos sistemátìcos Íefercm uma pertuÍbação que influencia igualm€nte todas as
mediçõ€s d€ uma mesma quantidade. Este tipo de eÍro implica que o valor medido é
sempÍ€ maior ou menor que o valor real. Se conhecidos devem seÍ contabilizados ou
eliminâdos. Um eÍro por excesso deve ser subtraído e um erro por defeito adicionâdo
ao vâlor medido.

Tipos de erros sistemáticos:

r Observacional: como a pâÌalaxe na leiturâ de uma escala devido ao mau posi-
cionamenÌo relativâmente ao observadoÌ, Reduzem-se basÍante em sistemas auto-
máticos de aquisição, onde a inteÍvenção humana é prâticamente eÌiminada.

r Ambiental: quando um factor externo à experiência influencia a medidade modo
sistemático.

Porexemplo uma tomãdâde teÍa deficienl€ numa instalação eìéctica queintroduz umníveÌ
de tensão de r€ferôncia diferente de zero, ou uma remperalura ou pressão djferenles das plcvìs
tas paÍâ â validadc de uma dada consÌante ou parâmero.

I Teóícos: â intÍodução de uma simplificação no modeÌo matemático usado pârâ
medir uma grandeza de forma indirecta.

Por exemplo. desprezd o efeìto do atrito nâ determinação da aceleraçêo da gravidade â pâr
dr das oscilâções de um péndulo simples.

! InstÍumentais. de calibração e de zeÍo: são inerentes ao aparelho de medida € re
flectem falú de exactidão ou fidelidade. Vamos ver como se podem identifìcaÍ
e contabilizar reconendo a alguns exemplos baseados em siruações que ocorrem
no desenrclar dâs experiências propostas nesle manuiìI,

Os erros instÍumentais são devidos ao valor dos pâÌâmetros que caÍacrerizam inter-
namente o apârelho de medida. podendo em certas circunstâncias alrerar a própria gran-
deza que se quer m€diÍ.

O exemplomás flagranteé a resìsrência intema dos mulrímetros usados na mediçãodegÍan-
deras eÌécricâs. Quando se usa um voltímel.o paÍâ medir umâ ddp aos terminais de uma resis-
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1êncla rR temos de nos asse8urú que a sua resisténcia intema rRJ na escala escolhida seja muito
major que R. Se for dez vezes superior, a resistêncìa equivaÌente à associação dâ resistência e

I ílR ̂ R
do \o l  jmelro \d le, t -= 

-  -  =0olR.  l ' ro  srSnrÍ rca. tLe no pror  dos La\o\  e. ldcmo\ d

cometer um eno sistemálico de 99ú po. defeito nâ Ìnedição da ddp que deve ser contabilizado.
Se as duas resjstências lbrem iguais o eno pode âÌingir 50%.

O erío de caÌibração provém de uma tabeÌa de corÌespondência maÌ feiÌa.

Porexemploâo construir um terúómelro mâÍcâr-se o trâço de 100'nâposição de 98" € divi
dir o comprjmento €ntre o 0 e 98 en 100 pâíes. SerÍ deÈclâdo quando se compâmr o temó
metro em uso com uÌn padÍão. Neste exemplo o eno sistemálico é por excesso e lale 27. em
qualqueÍ posição dâ escalâ.

O erro de calibração é uìn erro sistemático de difícil delecção umâ vez que não é
frequente o confronto do instrumento com os padrões.

O erro de zero consiste no posicionâmento incorrecto do início dâ escala.

Como cxempìos temos o caso do zcro dâ escalì do trnbor do pdln?r nÍo coincidir com o
da escalâ pnncipâ] ou ainda a siÌuação en1 que se fâz uma medidâ elécrricâ com um multímetro
analógico cm que nâ escâlâ escolhidâ a agulhâ não se posiciona elÌt zero ânles dc se procedcr à
mcdição. A dìferença deve seÍ medìdâ e contabilizâda no resulhdo final da nedição.

Um experimentalista tenta identificdr, quantificdr e se possível elininaros enos sis-
Ìemáticos. Por vezes estes erros podeDr ser eliminados ou bâstante reduzidos com uma
alteração no processo de medição.

Se a ieitura de um comprinento está af€ctadâ de um eno sistemático constanÈ, como o cro
de zero, enião â medição dâ diíânciaentre duas posições não Èú qualqueÍ eÍo sisÈmático poÈ
que estes cancelam-se quêndo se faz a djferença enlre a lehura dos dois pontos dâ escalâ.

EÌÌos âcid€ntais, aleâtóÌios ou estâtísticos

Estes erIos revelam-se quândo âo repeúrmos uma medição de uma mesmâ gÍandeza ob-
temos diferentes vâlores. reflexo da faltâ de precisão ou rigor do instrumento de medida.
Uma paÍe dos vâlores obtidos é inferior e outrâ é superior ao valor real da gÌandeza.
Designâ-se estâ oscilâção iúdifeÍentemente poÍ acidental, aleatória ou estatística.

Podem ser ocâsionados porl

r Observação: sempre que há inteÍvenção subjectiva do obseÍvadoÍ no processo
de medição.

Como exemplo temos a ìeilura de uma ercaìa. o acciorar de um crônómelro ou o posicio-

r Ambiente: todos os factores externos que influenciam o desenrolar de uma exp€-
Íiência.

Por exempìo ãs flutuações de tensão numa fbnte de alìmentação devida a osciìações da lem-
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r Natureza estatística intÌínseca do processo,

Por ex€Ínplo âs desintegÍações de núcleos radioacrivos, num dado intervalo de Ìempo.

Estes erÌos só têm significado quando se proc€de a um número de observâções supe-
rior a um. Ao contrário dos sisteÍúticos, os enos acidentais Í,odem seÍ controlados re-
correndo à análise estadstica se o número de observações íor mzoável. Daí se designa-
Íem igualmente por estaústicos.

Nas experiências em que se faz uma únicâ medição, apesar de não ter sentido fâlar
em eno estadstico, é óbvio que â medição não é exacta, dependendo desde logo da
sensibilidade do instmmento usado. O erro que se comete nâ leitua de uma medida
devido ao limitado poder resolvente da escala designa-se por ERRO DE LEITURA.
Este vale metade da menoÍ divisão estimada nas escâlâs contínuas, como a de uma
Íégua ou multímetro analógico, e uma unidade de escala nas discÍetâs, como a de um
cronómetro ou num multímetro digital. O erÌo de leiora Íepresentâ o limite superior
da incertÊ,,a na medida.

A figula esquernatiza a difeÍença entre erros sistemáticos e âcidentais, exactidão e
precisão numa medida. Os pontos íepresentaÍn a distribuição â duas dimensões de valo-
res experimentais obtidos em observações repetidas da mesma grandeza.

Acidental Sistemático

Na ÍepÍesentação dâ esquerda os valoÍes dìstribuem-se aleâtoriaúente em toÍno
de um valor cenÍal ou espeÉdo que quase coincide com o veÍdad€iro valoÍ da
gÍandeza no cenlro do alvo. Não há erÍo sistemático. As orbitâis dão uma ideia de
como os valores se espÉiam. A medida da esquerda é exacta ou fiel, mas pouco
precisa.

À direitâ os vâlores apresentam uma menor dispelsão, o erro acidental é menor
e a medida é mais .igorosa. No entanto todos os pontos estão sisúematicam€nte
deslocados do vâlor veÍdadeiro, o erro sistemático é elevãdo e a medida é Douco
frel.

Numa experiência Íeal podem oconer simultaneamente os dois tipos de erros.
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Erros âbsolutos e erros relâtivos

O vaÌoÍ alo erro que acompanìâ o Íesultado de uma medição pode ser exprcsso nâs

unidades da própria grandeza medida, situação em que se fala de erro absoluto

Por exemplo, na medição de um comprimetto com uma régua graduada em milimelÍos em
que apenas se pode estiÍìâÍ o e.ro de leitura, o ero absoluto vale 0 05 cm e a medidâ repÍesenta
' ie por l= 3.2010.05 cm.

AqueÌâ representação do erro não é a mais adequada para Íealizar a compaÍação do

Íigor na medida de graúdezas distintas. É por isso preferível muitas Íezes usar uma

represertação adimensional do erro, que se obtém fazendo a razão entre o eÌro expen-

mentâl e o vaÌot medido expressa em percentagem Este quociente designa-se por erro

relativo. A precisão da medida é mais intuitiva quando se dá â inceÍeza na forma de

'  0 05 0 0J ou ì% e o compnmenro Íepre\enrd .e\o exemllo anlenoí o ero relaívo v3 e - ]1,

pot I = 3.2O cm ! 3Ea.
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Análise estatísticâ dos erros âcidentais

(Não percebo como uma má medição pode ser transformada numa boa só poÍque a repe-

timos 1000 vezes.>

H. Bouasse (Professor na Universidade de Touìouse. 1924)

Esta frase é demasiado simplista. Qudndo uma medição é feiÌa com umbom método

e quando os erros sistemáticos estão controÌados, â estatística tem um papeÌ importante

no controlo dos fenómenos âÌeatórios, como vamos veÍ

Hisaogramas e curvas d€ distribuição

Ao fazer váÌias medições da mesma grandeza podem ter-se resultâdos que são próxr-

mos ou que apreseÍiam uma granale dispersão entre si No primeiro caso lemos uma boa

ÍeprodutibiÌjdâde ou boa precisão e menos boa no segììndo.
Para teÍ uma ideiâ cÌara e rápida da dispersão dos resultados devemos visuaÌìzáìos

e um dos métodos mâis usâdo com este objectivo é â bistogramâção. Para constÍuir um

HISTOGRAMA divide se o grupo de medidas em inteÍvâìos de uma dada amplitude ou

bir, e contâ se o númerc de vezes que o Íesultado da medição ocorre nesse inlervalo'

O quociente entÍe esÌe número (frequência) e o númeÍo total de medições é a pÍobabili-

{Ìade no intervalo. Num sistemâ de eixos ortogonais podemos representaÌ a frequênciâ

de ocoüência f(x) em função de inteÍvalos da variável
O histogramâ ou gráfico de barras indicará como se distribuem as medidas



Se o número de medições foÍ grânde
e se os intervaÌos forem pequenos o
histograma aproxima-se de uma curva
contínua designada por CURVA DE
DISTRIBUIçÃO óu simplesmente DIS-
TRrBrnçÃo.

A curva apresentâ um perfil confor-
me a natureza da grandeza a medir e,
uma vez defìnido que tipo de distÍibui-
ção controla a situâção, a estatística per-
mite uÍh tratamento analítico dos resuÌ-

N

20

l 6

t 2

Ìados da experiência.
ConsideÍemos que se queÍ estudâr a disrribuição das alturâs dos alunos do primeiro ano

dâ Universidade. Podemos timr coÍcÌusões div€rsas conforme o número de observações.
Dos gráficos juntos podemos dizer

que:

/1) a representação de cada valor medi-
do num eixo horizontâl d€ alturas não é
a mais âdequada para a visualização da
dispersão dos dados;

a2) o histogrâma da situação anterior
peÍmite detecÌaÌ umâ agìomeração de al-
tuüs no intervalo entÍe 1.7 e 1.8 m, mas
o número de dâdos é insuficiente e a re-
presentação é rudimentar:

,) o número de dados é agoÍâ 10 vezes
maior e o histogramâ é mais regulâÌ, su-
gerindo umâ possível distribüição paÍa
as alturas. Pode dizer,se que a média se
si tua entre 1.70 e 1.80 m;

c) âumentando o número de observâções
e reduzindo a dimensão do intervalo po
demos visualizar meÌhor os dados e ver
que as âltuÍas se distribuem quase sime-
tricamente em tomo de um vâlor médio
com uma dâda dispersão;

d) o número de medições é maiot donde
poderdjvidir-se os dados num grande nú-
mero de intervalos. A grandeza assume
uma vaÍiâção quase contínua, permitin-
do-nos fàlar de distribuição contínua.



Esta dispersão dos resÌrltados de uma expe.iência demonstra o caÍácter alearório do
processo de medida. o que Íos permite encaÌaÌ o Íesultado de uma medição como sendo
uma variáveÌ âÌeatóda,

O universo de todas as concretizações possíveis desta vaúável é designado por PO-
PULAÇAO e o seu estudo estatístico é feito em termos de distúbuições de probabili,
dades.

Em qualqueÍ expe.iência dispomos de um conjunto finito de r observações (x L xr,
...x^) que designamos por AMOSTRA.

Comecemos pordefiniralguns conceitos básicos de estatística com@r média. vaÍiân-
cia e d€svio padrão.

Definição de parâmetros estatírticos - média e desüo padrão

Se temos uma âmostÍâ estâ é caracterizada por um conjìtnto de paíâmetros estaÌísticos,
dos quais os mais úteis são o valor médio ou média, a variância e o desvio padrão.

O valor médio ou MÊDIA dâ amos!Ía de n elementos é dado por

] I
n i=Ì

n

QuândÒ num sinal de sonatório (X) não se repÉsenra os liúnes de sona, subenlende-se que é de um
até ao vâlor máximo do indice.

Se a distribuição não é simétrica a média não coresponde ao valor majs fre
quente (máximo da distribuição) a que chamamos MODA. Define-se ainda por vezes
a MEDIÀNA que é o valoÍ da variáveÌ para o qual as áÍeas da distribuição à es
querda e à direita dele são iguais. Nas distribuições simétÍicas as lrês variáveis coin-

No câso em que se tem medidas repetidas ou quando estâs se representem na forma
de bistograma o valor médjo de x é dado por
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em que oi é o número de vezes que se obteve o valor x,, ou seja, o conteúdo do inter_
valo (frequência), m o número toÌal de classes e n o númeÌo total de acontecimentos.

A segunda característica impoÍante numa distribuição é a dispersão dos vaÌores em
tomo da média. a qual dá umâ ideia da precisão da experiência. para a dispeNão pode-
mos usaÌ no câso de uma amostra a noção de vaÍiância s, e de desvio padÍão s (rco,
m?an gudrê). dado pela Íâi,, quadrada da \ariáncra,

O desvio pacbão é expresso na mesma unidade que a grandeza.
O valor médio <x> e desvio padÍão da amostra s são considerados como estimado_

res do valor médio p e do desvio padúo ú dâ população.
A média <x> da amostra é igualmente urna variáveÌ aleatória. A variância sâdesra

grândezâ é dada pela media dâ vaÌiância da amosÌra

em que s. é o desvio padrão da médiâ.

Médias pond€Íâdas

A definição de média foi dada considerando que as várias medidas tinham igual preci-
são. Mas se tivermos diversas medidas, x1, xr,..., da vâÌiável X com difercnte rigot o
valoÍ médio de X deve ser calculado de modo que os valorcs contribuam pam a média
de acordo com o seu peso. Quanto mâis precisos maior peso devem ter, definindo-se
média pondemda

t -If,
s :  |  - l< r > =  _  ,  e  . .  = l _ . ,

s  r i
s i

em que + é o peso da medida i e si o desvio padrão de cada medição.

Quando nos referimos auma amostra ou população usâmos símbolos diferentes pâra
ÍefeÍir médìa e variância- Em Ìesumo, os símbolos utilizaalos são:

p média Íeal de uma distribuição ou de uma população.
<x> média estimada paÌa uma âmosftâ,
o, - vaÌiância real de uma disrribuição oü população.
sz - variância estimada para uma amostrâ,
sã - varjância estimada para uma médiâ.
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Resultado de uma medição

Numa amoslÍa com n medições da nesma grandeza, em que n>10. o rcsuìlado tjnâÌ dr
medição ó Â médiâ < x >. âfeclâda do seu desvìo padrão s.

Para as anÌostras collì uìÌ número pequeno de observaçõcs não tem sentìdo o cáì'
cuÌo do desvio padfão c dcve usâÍ-se como medida de inceíc7a o nìâìor desvio em rela-

ção ì nìédiâ Àx. ou o vaìor ìÌódìo dos desvìos enr relação à ìnédi,t /

< x > 1 À x  o u  < x > 1 ^

É obvio que nenhuma das expressòca anterioÍes se aplica.ì experiôncias dc uìì

Nestu siluação o erro que a1èctâ a nìedidaé o crro de leitura. definido arterionÌeílc.
e que se considcÍa como o limite superior do eÍo cstatístico. Enì ceíos câsos podemos
airda defiiir o crro estatístico estimâdo pcìo obscrvâdor Erro devido à inteNençio
humana introduzir uma âlteração superìor ao erro de ÌciluÍa.

Consìde.cmos o seguinte erernpìo. Se mcdnmos unÌ inLervalo de tenìpo com um corónrc
rro de ceotésinas de segundo o ero de leilura ó 0.01 s e o eno coüretido pelô experimcntaìista
ro disparo mânull é seguÍaÍìenle maior, da ofdcnÌ dc O.ì s paÍa um obseÍvador rrcnndo. Assim.
o ero que afcctr a mcdição é o erro estatístico pro!áveÌ dâ ordem de 0 1 s.

N,Ìs siluações em qüe o elÌo de leitura ó superlor ao erro est tíÍico estimado. podc
teDtar se rcduziÍ o de leitura auÌnentândo a scnsibilidâde da escala.

Por cxcmpÌo, lumcnÌ!-sc a seniibìììdadede uma cscalu nÌilioìélrìca associando lhe uür nónio.

Qu,rndo numa medição se individuam o eÍo cÍâlístìco e o sisteÌnático o resuÌtado
final deve exprcssaÍ scpaÍadanenÌe cada um deles anotando eÌn parênteses â sua nâ1u

lgrârdczrÌ = Ívaìor numóricoì t [$ro esLxtístico] + (ou ) lcÍo sistcmiricol Iunidade]

Se os ìiìÌilcs dos erros à esquerda e à difeita do vÂìor médio não 1òreìn iSuais. o
que é prováveì quando existem elTos siÍemálicos, pode evidencìar-se a ocofréncia

I lx <x> |

Scndo o resültado fin.rl da medição dado por

I
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aouslcÀo. ÁÀÁltsE f TMTA]\,4Fl.llo DB DADOS

Nlo existeÌn (receìú$' para o cálculo dos eÍros. Em cada situação lem dc se tÌzer
um baÌanço entre o bom scnso. as potencillitlâdcs do cquìpamento. o tempo dìsponíveÌ
e o objcctjvo da medição.

Adiânte, no parágralb dos âlgarismos significativos, discute-se o problema dc corÌÍr
aprcscnlâÍ numericamente o ÍcsLrltâdo de uììa lìcdìção.

Intervalo de conÍiânçâ

Ao feprcscnurnÌos o resuìlado dc uma medição da grandezr X por.

vâlor médio :t eflo

estamos a atìrmar qüe. se por um lado ignoramos o verdadciro \ralor dâ grandeza X nle
did,ì. podcmos no entanto alirmaÍ corÌ üma dâda confiança. designâda por prob bìÌi
dâde P quc o vâlor exâclo de X se encontra no inteÍvâlo Lvaìor_erro,valor+eroì. Ellc
defìììe se por INTERVALO de CONFIANÇA para a grnndeza X.

O gr,ru dc confiança (t exigido nümâ dâda esÌimativâ ó vâÍ]1ìYel. podendo scr dâ
ofdeN de 65'lr. 80'/o,909c ou outros. No caso Ìnâis simplos. cm que se procede a umâ
ìrìedição por leitura num inírumcnlo dc nìedida, se Ár é o vaÌor de metade dâ menoÍ
divisão. ao rcpÍcscntar a nìedição por valoÍ 1^x define se um intervâlo com 1007í, dc
conf iaìrçâ. Quando se represent.r  o rcsultâdo por vâlor is.  isto sìgnif ica que. se a
distr ibuição lbÍ  normal.  o nosso intcrvâìo de conf iança corrcsponde a umâ proba
bi l ìdâde dc ocorÍôncia de 68.37. do vcrdadeiro valor da grandezâ no intervalo

lvalor s, , , ,vaìoÍ + s, , ,1.

Distribuiçâo de prohabilidàd(s

Quancio tenos umâ vâriá\,el aìeâlóri,ì. a pÍobâbìlidade de uma novâ medida na aìnostra
se siruar num dado inÌervalo pode scÍ prevìsta atfavés da distribuição de pfobabiìidudc
da população.

Para disribuições conlínuas têm re as scguintes propriedadesl

r, P(x)dx dá a pÍobabilidrde de uìna nìcdição ter uDr resultado cntre x e x+dxr

b

I Pí\ ì  d\  dl  , r  prubulì l rüJ' lJ ún fc.rr l l rÚn u( ' r r(r  rnì Ír 'J e n:

99

I dá a probâbilidade do resuhado ocorÍer entre - c +*.

A ccícza de um acontecin'Ìcnto corresponde à Probabilidnde uÌr.
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Sabendo apÍobabilidade de ocorrência P(x) pode calculaÍ se o valor médio da variá-
vel aleatória p = JxP(x)dx.

No caso da variáv€l ser discreta, isto é, apenas pode tomã N vaìores distintos xi,
os integrais de pÍobabilidade passam a somatórios e tem se:

r p, probabilidade da vâriável tomar o valor xi;

r l p l = l ;

r o valor médio dâ variável é dado por É = ! pi

As distribuições de probabilidade mais comuns em Física são:

r Distribuição binomiaÌ:

t Distribuição de Poisson;

. Distribuição noÌmal ou de Gauss;

. Distribuição t de Student;

. Distribuição de X:.

Entre estâs vamos utiÌizar especialmente a disúibuição de Gauss e de Student. a pri-
meira válida pârâ amostras grandes e â segunda paÌa âmosúâs pequenas. Para a da or
dem de vinte, as duas distribuições começam a confundir-se.

DistÍibuição binomiâl

A dìsribuição binomial descÍeve processos em que num dado número de rentativas idên-
ticas se têm duas possibilidades, ditas por ex€mplo sucesso e insucesso. Como exemplo
temos os lançamentos de uma moeda, com a possibilidade de obter carâs ou corcas. Se
â probabilidade de sucesso é p, a de insucesso é I p. Quândo o número de eventos for
N, a probabilidade de teÍ n sucessos é dada pela distribuição de probâbilidâde binomial

P,n .p .N)  =  - ,  I '  ,  0 , , , -o , t  "'  n : ( N - n J .

Propriedades desta distribuição:

. vaÌor médìo de sucessos: < n > = Np;

. variância: <n,-<n>,>=Np(1-p) e portânto o d€svio padrao é daclo o =.-Np1l p).

Distribuição de Poisson

A distribuição de Poisson descr€ve processos que lêm tâmbém â possibilidâde de
um sucesso ou insucesso, mas em qu€ não se controla o número de acontecimentos N,
Por exemplo, quando uma amostra de ììm dado elemento radioactjvo se desintegn,



conhece-se só a probâbilidade de desintegração. Como saber quântos serão (não quâis
são) os núcleos que se vão desintegrâr num dado intervâÌo? Este tipo de processo pode
seÍ descdto pela distribuição binomial, desintegra-se ou não se conhecermos o número
total de núcleos em jogo, ou peÌa distribuição de pÍobabiÌidades de Poisson, se conhe-
cermô( apenâ' o número medio de de. inregraçòe\.

P ( n . r ! ) = a  e s

em que n é o número de sucessos e p o númeÍo médio de ocorrências no intervaÌo de
observâção. No cálculo das probabilidades deve começar se poÍ calcular P(o,p). que é
â prcbabilidade de ocorrência de nenhum sucesso.

A distribuição de Poisson é o limìte da distribuição binomial quando o número de
ev€ntos é grande e a probabilidâde p de oconência de cada evento isoladamente é pe-
qüena. O número médio de ocorrências é p=Np.

Propriedades desta distribuição:

: o valor médio de acontecimentos < n > = p;

. a variância é p e portanto desvio padrão será o = ú.

Este último resultado é muito interessante nos processos lipo Poisson a inceíeza é
dadâ directamente pela raiz qúadradÂ do número de sucessos obtidos.

Distribúção normâl ou gâussiânâ

A distribuição de Gauss descÍeve o comportamento de um grande númeÍo de aconteci-
mentos aleatórios com pequenas oscilações à esqueÍda e à direita do valor esperado.
É simétrica e apresenta uma forma caracteística d€ sino, dada por umâ expressão do
trpo

(x p)l

Ë

l 0 lI

\Z;"
P(x) dx =



A constante -! é um fâctoÍ de normâlìzação. O valor d€ cr contÍoÌa a largüÍa' 1 2 Ì n
da curva, se o for grande a curva é láÌga, se o for pequeno a cuÍva será esúeita, de modo
a manter a condição de nomalização, isto é. probabiÌidade rotal igual a um.

Propriedades destâ disÌribuição:

. a variância da distribuição é o,;

r a aÌturâ da curva para x = pto é + do vaÌor má\ìmo e a larÊura da curva a
{e

mei^ altrrÍa (fu|Ì trídth hírlf n L.ínun) é dad?� por FWHM=2.35úi

r o lalor má-xrmo da distribuiçio e | 
;'l2n

I os vaÌores lo, 2o,... dividem a área sob a curva em várias regiõ€s. Uma vez que
âs áÌeas repÍesentam probabiÌidades, as áreas parciais são umâ medida de proba-
bi l idade de obler medidas ne\tes intrnalo\.

Esta distribuição de probabilidades
prevê que âs medidas ocorrâm do seguinte

l9.15Eo entÍe
34.l3Ea efiÍe
68.27Ea entÍe
95.45Eo eúrc
99.13Ea eftÍe

1t ,1t"+r 2l
p , fr"+o l
p " - 6 , t + l ' l
tL-2o , p+2ír I
p.-3o , p+3o l

O desvio pâdrão o não cobre toda a dispersão da variável aleatóÍia, mas sâbemos
que a probabilidade de ocorrerem valores paÌa além de p.i2ü é baixa, sómente 59, e
parâ aÌém de p13o só 0.37.. Isto é €quivalente a dizeÍ que â probabilidade acumulada
de ocorrência em pt30 é 99.770.

Uma mudança de vaÍiável do tipo x' = 5q pemite escrever a disúibuição nor-

mal numa fbrma pâdrão, com média p=0 e vâriância o2= I, designâda por distribuição
normal Íeduzida.

I
,[-z- -

e ; dx' = P(x'<r)

P(x') dx'

Existem tabelas, e gráficos bâseados nas tabelas, que dão a probabilidade acumu-
ladâ para a distribuição normal rcduzida

I
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A lìgura ó a reFesentação gráfi
ca da probabilidade de excedência
uniÌateül (eixo das ordenâdas à es-
querda) ou bilateral (eixo à direita).

, / l
-- x Ll Pk>n

L OmO F(\  >r)  -  í  
o  

>r)=

= P(x p>or) o eixo das abcissas re-
pÍesenta o númeÍo de desvios pa-
drão.

Para clüificda utiÌidade da probabìUdade acumulada analisemos o seguinte exemplo. O r€
suìtado de 100 contagens do número de desìntegrações por segundo de umâ lonte d€ tr'Cs foi
de 300120, em que 20 é o d€svio pad.ão. A probabilidade do verdadeiro valor ser mâior que
330 é 7.5%. Eíe resultado obtém-se a partir do gráfico anteÍior .c onsi deÍândo o ponto

'ejâ.  '  =1.5. Peranre aqu. lc re.Jlrado Dodemo\ concluir  que d pouco pro-

váveÌ que o verdadeìro vaÌor seja 330.

A análise de Gauss deve aplicâr-se com cuidado. exigindo como condiçõesi

. experiência bem feita de modo a que a médiâ seja de confiança;

r cáÌculo corÍecto do desvio, em especial quando reflecte o resulÌado da medida
de várias grandezas;

r djspor de um númerc de medições que permita caÌculaí correctamente os vaÌo-
res anteriores. Se o número foÍ p€queno é prcÍèívcl usaÍ â distribuição t de
Stud€nt de que falaÌemos adjante.

Em ceÍtas condições a mâioúa dos prccessos apresentam um comportamento nor-
mal ou gaussiâno quando o númerc de âcontecimentos é grande, A distribuição de
Poisson e binomiâl tendem Íatumlmente para a normal quando o número de aconteci-
mentos é gÍande. Como vimos a distribuìção de Poisson também é um limite da bino-
mìal. O ouadro mostrâ como âs distribuicões se relacionam.

/r

P(n,P, ro=n#;p"(r- p)N- Binomial Poisson Ptnpl =É" r'

PL,t=-]- iE
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Teorema do limite c€ntrâl

Vejamos porque razão o csludo da distÌibuição de Causs ou normal é rão jmporrantc,
quando estamos tentândo controlar os resultados das cxpcriôncìas. Já referimos que a!
medições envolvem enos acidentais de váÌias origcns (leirura. ambienrais, ...) |ìs\im o
erro final é uma resullanle de todos os erros pârciais, cada um com a sua distrjbuição.
Nestâ situação revela se muito útil o teorema do ìimite central- Segundo cíc leorema
uma soma X que rcm origem em va.iáveis indepeDdenres x,, com i=1,2.1,...N. que obe-
decem â dìstribuições de média p, e desvio padrão ú,, Ìege-se de acoÍdo com umâ dis-
tÍibuição que tem vaÌor médio <x> = tU,,. variância o,(x) = I{r :e qúe se tornâ gaìrs-
siânâ quando N +-.

O exemplo seguinte ilustra esre reorema. Sc tive.mos u'n pÍocesso de gc.açao iìcaÌória de
5000 números cnlre 0 e 10 obleremos uma lmostra de média 5 e lariánci! 10. A su representa-
ção gráiica reveli uma dìst.ibuição horìzonÌdl. Conside.eDros outros 5000 cvcntos que são a

módiâ de dois do! anFriores, isto é X= x' :x, .Anovrdisrnbuiçaojánãoéptanâ,massinÌ

loangular dc módia 5 e espÍaiando-se simctdcamente enl.e 0 e 10. Sc conÌcçamos a farer us
nédìas primeiro com lÌês. depois quâtro núÌeros c assim sucessivamenrc vcmos qüc â diÍrìbui-
ção passa a sausiana. A médiê de l2 lariávcis ecradas aìealoriamenre é já unÌa sausiana de
nédia 5 c la.iância 0.703. Os gÍáficos A, B, C e D repÍesenram respcctivrmenre a di\lribuiçìo

t *
' ^ -  n

Distribuição t de StudenÍ

Esla distribuìção revela-se paíjculârmente útil para estabeÌcccr níveis de confiançâ pâÍn
amostras de pequena dimcnsão,

A distribuição de Causs penìitiu compârâr o vâÌor <x> médio medido parâ uÍna
dadâ grandeza com o valor esperado p usando tabcìas que dão a probabìlidadc dessa
ocorrência. Contudo, cm Duitas siluações, não se dispõc de um número de observaçõcs



N que nos peÍmita teÍ urna estimativa fiável do desüo padrão, ÍÍÌas tão somente uma esti-
mativa aprcximada que designamos por s,. Nesta situação teremos unÌa variável t dacla poÍ

1 = IIA que segue a distribuição t de Stud€nt e que nos vai pemitir €stab€leceÍ níveis

de confiança nas amostÍírs p€quenas

. (+ )  I
f (t,n) =

V n n l l  i i  I
\ 2 1

em que n é o número de graus de lib€rdade.

Algumas pÍopíiedades da distribuição:

r valor médio p = 0; 
f

r variância ou = --!- l 03
Í r - l

! pâÍa pequenos valores de N é mais
larga que a gaussiaÍìa;

r muito sensível ao número de obser-
vações N, quando N-t-, o2-+1 e
portaÍìto esta distribúção tende paÌa a
distribuição normaÌ Ìeduzida.

/  r z  \ l l l
( r + ;  J  )

O númerc de graus de iiberdâde é n=N-l porque um dos pâÍâmetros da distdbui-

ção, o desvio pa&ão da média, é estimâdo a paÍir dâ ÂÍnostÍa.
Os intervalos de confiança são consfuídos a partir da distnbuição pam um dado

valor to, calculando a área udlateial P(Dto), ou a bilateÍal P(hFto).
Na tabela de probabiüdade da distÍibuição t de Student são dados os valorcs cÍíticos

de to para váÌios valoÌes de níveis de signiflcância e difercntes gmus de libedade n.
O valor de to tabelado tem o significâdo de um desvio tos. em relação à médiâ, já que
se tem no inte alo uniÌateral P(x<p+ tos.) e no bilateÍaÌ P(p - tos-<x<p+tos-), como
se pode ver no exceÍo seguinte da tabela.
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I
z
3
4
5

0.325
0.289
o.27'�1
o.271
o.26'�1
o.265

o.121
0.6r7
0.584
0.569
0.559
0.553

t.3'76
L061
0.978
0.941
o.920
0.906

3.078
1.886
1.638
1.533
t.476
1.440

6.314
2.920
2.353
2.t32
2.015
1.943

15.895 3l .820
4.U9 6.965
3.482 4.54r
2.999 3.747
2.757 3.365
2.61? 3.143



LErÌgRÀ t '

Convém nolar que se x foi obtido fazendo vârias mcdìça)cs. enlão s", estima o erro
l -

L l . ,  r ì ì c d  r . ,  
. N  

.  ô n d c  \  -  
N  |  

) Í \  < Ì , ì

Exc'npìo de apÌicâçio do critéíio I dc Studcnt m mcdìçio dN rc\iíôncia de um lorc dc 5
co'nponcntcs cujo valor nominal dàdo pclo tubrìcantc ó 100 O. O rc{Lllado dc 5 n1ediçõcs dcu
u'n vrlor mód'o de 105 (2 e trrì dervb padrão d! urosttu s=7 O. Scrí rceiráveì o vuior mcdido l
De rco.do com o exceúo da TabeÌa de pÍobabilidudcs dr diÍribuìçao t d. St!Ìdcnl, coÍsìdcrundo
5-l gmus de lìbcrdadc, teÌìos parx Ì = ( 105,100)/7/i5 = l.ó0, !ma pnrbabììì.lrdc corc\pondenre
.ì un gÍau de cont'uça enr tonro dos 80./., o quc ú ruzoálcÌ.

tjrìa ourÍa loÍm! dc osar a dìsüibtrição Ì de Srudenl seria n! obrcnçâo dc unr nrÌe.valo dc
coniì.nça a 96% p!Ía o vcrdddcúo rrlor nonrinaì do lole dc Ícsistêncirs. O !rk' cúìco drdo na
tâbcìr fúa 4 graus dc liberdadc vaÌc t=2.999 e leríanros un inrervrlo dc conlirnçâ dâdo por
<x>11.0s,  como s, ,=3. Ì ,  recsc ì r  96<R<114.

Sc tì!éssemos adoprüdo x distribuìção gausiana, o inreÍvalo dc conlìrnça scrir nìrìs csÌrcito
<x>11 96s,, e ponanÌo 99<R<Ì11- o quc nno cxpfessaria toda.a inceÍrcza na mcdição.

A distribuição t de Stuclent é também usada conro teÍe de veÍosinriÌhânça quando
ss prcrcnde âv.Ìliâr. dispondo de poucos dâdos. a probâbiljdade de Ìrn a.jríc ou DrodeÌo
ìÌaleìnÍtico representaf unìa grândcza.

DistÍibuição d€ X2

Se considerannos umâ sequôncia de variá\,eis aleatórias x r, xr. ....x,,, cadâ uma obede-
cendo à dìstdbuìção nonn.ìÌ com módia p e variarncia or,, então a \oìna

r  I r  - p  I
\  = L

tcm uma distribuição de probabìlidadc Xr com n gruus de liberdade.

^  2  n 2
p  ( 1 r . n )  =  L x T . f

f/-1 \
\ ) /

PÍopÍìedâdcs dcst.r distribüiçâo:

106 , valor médio !" = n;

ì variaìncia or = 2n.

Note se que câd.Ì parcelâ do somatório que defiDe Xr Ìem uma distribuiçio normaì

r e d u / r d r .  I  p o \ . r \ c l  r e r i i ì c - r  J p . . n r r d c . r e Í e \ u l r J d . , q u ( \  - í n  l ) '  . . r p r . . , , . q u "

envoh,e â variância o) e o scu estiìnador s: para uma amostrâ norm,rl. Èm uma diíri-
buição Xr com n-l grâus dc ìibcÍdade. Aqui o número de grâus dc ìibefdade pode ser
entendido como o número dc parceìas independentes no somâtório X:.



AQUJSIçÁO. ANÁLISE ETR,ATAMENÌO DE DADOS

Esta distribuição tem paÍicular impoÍârciâ ra deierminação da conlìanç:ì no ajuÍe
de nìodelos âos dados de uma experiêDciâ. Os vâlores da probabilidade de Xr. encon
tram-se sob â forma de tabelâs nâ seccaLo TABELAS.

Rejeição d€ ohserìâções

Scrá que lodas âs obseÍvâções feitas são de conservar'Ì
Um critério de Íejeìção possível é o de Chau\renet. Se a probabilìdade de unâ dada

Ir ì ì e J i ç u o  l o r  i n l è r i u r J  j , . n i u  u n R r o J e m ( J i ! ú ( . . p o d . r ( J L i l r r  ' c ( . . ( \ ' l u r  ( r .

caÌcuÌâr â médiâ e desvio padrão do lote dos reslantes resultados.
Outro critéÍìo de rejeìção possível consiste em nâo conseNar todos os valofes cujos

dcsvios iìqücm paÍa âlém dos 13o. Estes repÍesentam só 0.33% no caso dâ diÍribuição
noÍmaÌ e os des\rios maiores que 1,1õ apenas umr probabilìdade de ocorrência de
6  x l O  5 .

F.m ceías situações também é âceitável rejeitar as nìedidas qne se encoDlrenì nos
cxÌrcmos de umâ determinada grândeza lísica, poìs esses valores podenÌ coffesponder
ros ÌilÌircs do apârcÌho de nìedidâ.

Por cxcnÌplo nÌcdidrs dc tcmpcratur{ vizìnhas de 100'C coÌn um termómctro quc só estii
grâduado !té 100'C.

Os cri!ório! dc rcjcição são poÍ vezes deixâdos âo bom senso do experimentaÌiÍâ e
não dcvcm scÍ muìto severos, para não se eÌiminarem ÍesuÌtâdos que. poÍ poÌrco espe
Lrdos, \ão dcsprczâdos conendo-se assim o risco de deitar para o lìxo nola físìc .

Propàgàção dc erÌos

Nâ Ìnaioda das experiênciâs. p.ìü atribuir um vaìor iì unÌr gÍandezâ Ìncdenì !c várias
quântidades independentes, e se cadâ uma dljÌas cÍí altclada individuaììÌcntc dc Ìrma
ceÍâ ince|teza. eías inceíczas parciais contÌìbuiÍio pâÍa a inccÍlcâ Íinâl com quc sc
dereìminâ a grandeza. No câso da ìÌedição da Àccìcrrção drì gravìdâdc conl o pônduk)

I t
siìÌplcs lcÍn-sc T= 2Í ! + e portanto g é fìnçào do quadrado do período Tr e do com-

prììnento /. A iìrccrlczr na mcdida dc T c / contrihucn p.ìrâ .Ì incerleza de g.
Assiìn. quando unì vâÌor é oblìdo a paíir dc opcrações aÌgébricas, tèitâs sobre !alo

rcs medidos coìn un cerlo crÌo. a inccrlczâ ljnaÌ desse vakrr é um retìexo (propagaçio)

Vejamos coìÌo l Ía1ar anaì i l icamenlc casos simples de propagação dos erros.
Consìdeìemos a mcdida da gÍrndezâ z a partir da medição da varìá\'el x. Se z=x e x
aprcsentar uma inccrrczâ lôx (cstc cÍro podc scr o desvro prdrão, o desvio míxinro ou
o desvio médio) â inccícza quc alccra z será Ez = ôx, mâs se z=xl

( z l 8 z )  =  ( x  1 ò x ) r  =  x r  1 2 x ô x  +  ( ô x ) )
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como bx é pequeno o seu quadrâdo ainda será mais pequeno_ Desprezando (ôx)r, obte-
mos (21òz)=x,12xôx, donde z seÍ calculado com um erro ôz = 2xôx.

Na forma de erro Íelativo vem

ô. /  _  )úÀ _2ò\
z x z

Tentemos encontrar um modo ânalírico que seja urilizável para qualquertipo de r€la
ção entre duas ou mais vaÌiáveis.

Quando medimos uma grandezâ o valor que se obtóm f(x), não é o valor exacto da
grandeza que designâmos por f(x").

A diferença entre dois pontos vizinhos de uma fünçAo pode ser expressa em séÍie
de Taylor

r r * r=n^ . , -  r "  x . r  f - l l  -  ] ,  , * ' . " '  i , , l  '  -  I .  r * - * . , .  l ' r .( rx l ,  . . .  r :  , rx  l ,= .  n  ã \ .1 \_ \

Aplicando esla relação ao caso de uma medição em que o vaÌor exacro é f(x.) e o

medido (x). se lh < l. o que é de esperÂr como resulrado de umâ experiência bem

( x )= f ( x r+ ( x - x r *1 .__ ,  ou sr=r , * r - t , * " ,  =s l , , .o*
Vejamos como esta aproximação permire deduzìr regras de píopagação de erros. Se

f é função de várias variáveis: x, y, 2... independentes e medidâs experimentalmente
com um ceÍo erro, o erro ôf = f(x,y,z,..) - flx.,y".2.,...) é dado poÍ

ôf= l l ôx + -j l  ôy + j l òz +...
.jx dy dz

Na equação anterior os valores ôx, ôy, òz são o eÍo estatístico dado pelo desvio
padÍão da média ou um seu esrimadoE conforme se tem mujtas ou poucas medidas. paÍa
um pequeno número de medições (ou apenas uma) as medidas são afecrâdas do maior
desvio em relação à médiâ ou do desvio médio ou do erro de leituÍa: x i ^x. y I ^y,
z t  ^2,. . .  Então.

a r - l f r  i a " - l . f Í ' a 1  * l - ! I  l a '  d r  o  L r \ 4 r r l  s u p r - R r o R  D o  F R R 0  p a m  Ll d x l  d y  -  i J z  I

Sempre que a dimensão da amostra o permitâ. pode deteÍminar-se o eÍro esrâtístico
das variáveis e deve tomar-se a variância da função para o cálculo do erro esrarístico
final

/ i f \ 2õ ? í n = l  - '  
J o ì x , - l  J ,  I  " , ' r '  * . .

Esta expÍessão obrém-se quâdrando a equação que dá ôf aproximâdo pelo desen_
volvimento em série de Taylor, e desprezando os produtos cruzâdos, porque admjiiÍÌos
que as diferentes variáveis não estão conelacionadas entÍe si.
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Câsos pârticuldres pâra a expressão o'�(O e ̂ f

f = x i y  o ,  ( 0  =  ú ,  ( x )  +  ú : ( y )

o ì Í ì  o ì x )  o : ( v )
f? x :  y :

r= ! q:9 =q9*dP
Y r x ' Y '

o:(0 = cosz(x) o'�(x)

^f ^x ^v
f xl lyl

^f ^x ^v
lfl lx Ìyl

^ f  _ -  ^ x
t f t  

- "  
t f

^f = lcos xl^x ou lcos xl sen ̂ xj

m= r r4 lf = k l o g x

Quândo nas expressõ€s mâtemáticas intervêm constantes numéricas não exactas
estas devem ser escritas com um número de âlgaÍismos taÌ que o eÌTo reìativo que intro-
duzem no vâlor da grandeza seja infefor. peÌo menos umà ordem de grandeza, à con-
tribüição dos €rÍos das outras vaÌiáveis.

R e r o r e n d o . , n d d d o e \ e m p l o d o ( d l . u l o d a J c e l e Í a \ á o d ' c , a ' i , l . J . ' e . " , d =  
+ ] ' 1  " " '

quc n = 3.141593.... Pela lei de propaeação para o ììmìle superior do eÍo. em lermos dos des

\ io.  medro. dJ'  di feren*. l lande/ds . .m 'e.  Ag '  ôÍ  À/ ^T ô/ A I
s = . , -  I  

+ z T , i e  
/  ï  

' u

entao I aeve ser da ordem de l0r e o valor de r a lomaÍ é 3.Ì4ió porque n€src caso o ero

Íelalivo inlÍoduzido pela âproxiÍrâção de ir é =3 x l0 5.

O que sâo algârismos significativos

Quando se deteminâ umâ grandeza, quer a partir de uma medição directa, quer de cál-
culos sobÍe gÍandezas medidas, o valor numérico frnal usado narepresentâção da medida
deve expressar a ìmprecisão inerente ao resuÌtâdo, ele deve conter apenâs algarismos
significativos. Entendem sepor ALGARISMOS SIGNIFICATIVOS aqueles cujos vâlo-
res são conhecidos com certezâ mâis o primeiro coberto pelo erro.

Nâ contagem dos algarismos significativos, procede-se da esquerda paÌa â direita,
começando no l.'dígito não nulo e terminândo no l.'algârismo que é afectado pela

No câso do prìDeiro dígito à esquerda ser superior ou igual a cinco vale como dois
âlgârismos signifi cativos.

O zero à direita do ponto decimal Ìem significado, enquanto que os zeros à esqueída
do ponto decimal não conÌam.

Com as grandeas trigonométricas devem rcr se pÉcauções especiais. Qüando um ângDlo é pequeno
o seu vâlor en rãdianos oode substituir o seno, isro é. en unìdades de iadiúo sen 0=0.
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Nos ouiros tipos
logaritìnos. funções
do resultado é igual

de operações. como a raiz quadrad.r, o
trigononétricas ou outras. o número de
ao dos vâlores de partida.

cálculo de exponenciais,
alga sììos significativos

Por exempÌo se r ahum de nm cstudutc ó 1.78 m. diz sc quc o núnÌcro rcm trôs âlgaIsÌDs
slgriÍi.âlivos. ìsto quer dizcr quc o cno na dctcnììmção é da ordcm dc I cm. Sc alìrÌásscnÌos
que a aÌturâ efa de 1.780 m a mcdidd tcria quatro ilgui!Ìos signitìcativos. EnÌ tÏsie 1.78 m c
1.780 m sâo dilarcntcs. mas 0.00178 ì(m c L78 nì lêm o mesntu signilìcudo

O conbecinìento dos algffismos sigDilìcâlivos dc uma medida pc|mìte a manìpula

ção de valores colì incerteza. sem o coìrheciììento explícilo do valor do elTo.

Quando dois ou mâis valoles são usados num cálculo o núìnero de algarismos do
resultado final depende do ìrúnero de aìgarismos sisnilicativos das parcelas.

Em todos os casos. o úttìmo alsaìisrììo à direita no resulÌado é dado pelo pÌimeifo

Na soma e subtracção de números. o número de casas decimâis do rcsulÌado é o
menor de entre Ìodâs as parcelâs.

Se lilcrmos três mx$as detenìinldns conr preci!ões di\ersas, como por exemplo nr =ó7 g.
m : = 0 . 0 0 0 5 s c m Ì = l 4 5 " a m a s s u r o r a l n , s ó r c m r p Í e c i s ã o d a n ì e d i d a c o Í ] m a i o r c r . o a b s o -
luto, nelle ca\o um gÍarna, coÍespondenE à nedì.la de m

FaTeído a conla corìo nos prinreirôs anos de escôìâ, e assinâhndo conì um suhlinhrdo o !Ì'
ga.lsìo aleclado de ero, !ê*e ÍìÌciìnrente â razãô de sef da regra eruNiâdâ

(t
0.0005

+ '7 .15

74115115

Considerenos ai|d. ouúo exenrpìo em que os ldofes eíão eÌplicitâmente aièctâdos de

c F J  O o . . u L l c  l d n  J c J È r . .  J c r e  n , n  , L l ,  .  u  n  r , ,  ,  h J l 1 n \ . '  .  i ,  r r .  i \ Ì '  r  d "  
r , l ,  

" .  ^

contcntor ó unr frusco de v ro pcsado com a mcsn 

 

balançü. Os Íesult.ìdos das pesagens lo.xnì,
pda.  Ì rârsâ do l  sco 120.340t0.001 g e pa.a a água Í ra is  o l ra icÒ ì Ì20.1,15 t  0 .001 g.  O peso
do dccímcrro cúbico de úgua ó 1000.005 t 0.002 g. O erÍo loi calculâdo corìì base na \oma dos
dc\vio! d,ìs dua! pesagens e delìne o úlrino aìgarisrno sigriiìcarivo.

Qu.ìndo se muÌtìplicam oü dividem núrÌìeros, o resuÌtado fìnal lem um número dc
âlgâÍisrÌos signilìcâ1ivos igraÌ âo dc menor número das pârcelas.

Sc nìcdirmos a srlâ dc âulr c obtivc!Ìos 7.3 m para a Ìugum c 8.+ m pdr o conrpriNcnto
ao cdcular r árcx da sild com uma cdlcuhdotu oblém sc 61.32 m I. Como {lurlqucr dos ukÌcs
inìciris só tcDr trôs algrd$os si8nificrlìvos r opcrâçìo âritÌìótica não podc por sì da. naìs prc
cisno ro rcsull|clo. doDde a tÍüì ser ól mr. Sìgamos a mesmx lìlosolìr quc usâmos patu a somr
pur{ c!idencjar cstc Ícsultudo

7.1
x 1J.,1

292
5!4

I Ì O

P . {  r \ . 1 , n 1 . , . ì ô Ê ì . n n 4  n . 1 - - -  e  w  2 0  
- ^  

. n n l  l . - 1 1



Se nâs expressões intervênl constântes nâo exactas como 7!. usa sc um número de
dccinais de Ìnodo ao effo relatìvo inlÌtduzido ser inferior em un]a ordcm de gÍandeza
ao Ìnenor cÌÌo relativo introduzido pcì,rs vâÍìáveis, coÌno referido no parágraÍb da pro-
pÀgação dos erros. Em geraì basla consider a constante com ììaìs unì dígito que o
número dc âÌgarìsmos sigrific.Ìtivos da !aÍiível com nìelhor precisão.

Sc manipìrÌarmos rúmeros rÌui10 gÍÀndes ou nluito pequenos devemos usur a nota

ção cienlílìc.ì. eÌn que o valor é dado por uìÌ núrÌcro com üm só dígito antes do ponto
decimâl \cguìdo pclos restântes dígitos signilicÂlivos e multiplicado por uìna potôìrci
de dez adequ,ìda. Em notação cienlífica 0.0005,13 e Ì(103.51 escrevenì-se respecliva
nìente 5.43! l0r e 1.00351x10'r .

A notaçio cìcnlífica é ainda particul.rDenle con!cnlente para atribuir ul]l ìrúìÌero
de dígitos corÍcch num cíÌcuÌo.

Sc tomrrmos parr o raìo OqLratoriaÌ dx leda - 6 378 000 Dr c para o raio do ijtoDo de hidro
génio 0.000 000 000 0529 m a ra1ão enlre eìes com basc !cst! escrila \e.ia u.r cálcuÌo ìmpo$í
vel corÌ â ÌÌrúria drs criculâdorat, pois estâs só xdnritcm l0 dígi(Á Enì nol.ção cicntÍïlcN
I  = 6 t 7 8 x l 0 o m ,  r , = 5 . 2 9 x 1 0 : m c  l !  =  I 2 0 ó x l o r .

O quâdro aprescnlado a scguir é um resumo de como conlâr, cm dilèrentes repre_
scnlações, o n.. de algarismos signilicativos do resulúdo dc umâ medição-

1., dígi1o > 5 coDl| como 2
xlgaÍisoìos significalivos
(convcnçiio deíe Íranual)

?.0 2
l2.00

0 . 1 3 6
poslcioíar o ponto dcciÌnâl

2.483
2.r8-r^l0r
l l 0 3c) o rero pode ter sìdo usado

apcnas pard Polcronar n
ponto decinÌâì c ncstc cdso
só tenros 2 algaÍisDos

3 . 1 0 x  1 0 r Íclrcscnt,ìção scm â'nbiguidadc

- ì  l^101

Ao lruncâr unì número deve lcr sc cm atenção se o priÌneìro dígilo desprezado é
iguaì ou superior a cinco. Se 1-or o caso, o últilno algarismo signjlìca(ivo qre se consi-
dera deve scÍ incrementado de umâ unidade.

Nos cáÌculos intermédios deve considcÍar-se sempre o maior úúnreÍo dc âlgârismos
para cvrtâÍ erros de rruncâÌura,

l l l

ver errata
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Vcjdmos conrc numa erpeÍìêncìr rcal dclemos pÍoceder no rcspeitaore ,ì alglrìsnos signili
cativos. Amlìscnns â seguinte siturçào. Fizenm+e l5 Dedidas de nnì coÌnprnncnto corì uma
réguu gruduadr cm miìínìelros. O ero dc lcìtúâ é de 0.05 cDr donde as nìedidas podcrcnÌ rcf âÌ,
garismos signìficltÌvos rté à décima de mìÌÍÌct'o. Os relultados obridos esdo Íeprcscnrados m

15.20
15.25
1 5 . 1 0

r5.20
r5.20
r5.30

15.25
1 5 . 1 0
15.25

1 5 . ì 5
t  5 . l 5
15.25

r5 .35
t5 .20
t5.25

Qual o Íesultado da experiência?
A melhoÍ estimaÌiva do verdadeiro vnlor do compriDe.lo é a nódia dâ rmoÍra. As oscita

çõcs que se oblervânr nos valorcs medido! são de narureza alearóÍia. dondc sc distribuirem pÍo-
vrvclmcrte de modo gâussiano. O núúero de mediçõcs não sendo muiro g.andc permìte uÍna
razoável aproximação â estc tipo de dhtribuição.

Procuramos o vâlor do comprime.to na forma

\J lo ' l  =  Jc\ \ ro r .or io  -uniJr ! .
O vâlor da média é <x> = 15.2133. ne$a iase prelinìnar do cáÌculo lomam se várìos aìgaÍis-

mos pua cvrtar eros de truÍcatum. Será o desvio padrao da média a regeÍ quâl o número de aì-
garjsmos signìficativos que devcm acompanhar o Íesulrado iìnaÌ. Os algarismos conÌ signìilcado
ío desvio são um ou num limite supcrior doìs.

O oc{ro p.dr io  da amo.Í"  .  \1  
-  

,  
"  

o .2ru^.  l r )  c  nôía ro.  ú de.qo p.or ;n
I  ( n  r l

d â  m é d i a  s - =  +  = 0 0 1 6 l l
!n

O ÍesulÌ.rdo da experiência tem 4 alglrìsnos siSnìficarivos e ó

15.21 t  0 .02 cm

Sem aunrcntar a precisão, mas detìnindo DreìhoÍ o inrerlalo de confiânça podc aprcscntrr
se o resul tado como 15.21310.01ó cnr .

E\É exemplo rcveìa que ao reperir a cxperiência 15 vezcs sc ganhou uÍìn naior prcLAro,
passou-se dc umr prccisio dâda poÍ um ero dc ìeitúa de 0.05 cm, que âlè.Ìâri! o Ícsulrldo sc
Ìilessemos umn só mcdidâ, para unr eÍro esratístico de 0.02 ou 0.0t6 cnì.

Poroulro lado, vcnìos que â dispenào dos vaÌoÌrs tâbeìados (s = 0.0ó cnr) é supeno. ao ero
dc leilu.â de una só mcdìç:io, o qDe revela que cxìícnÌcausas aleâlórias quc nrtluencìdÌì a Írcdi
çâo. \4âs esses icnómcnos yi forarì evidencìados po.qne se fileÍam rtirirs medìdxs. Co'i j(o
qucrenro\ chirúar à atcnção quc as expeÍiêÍcirs dc urnr só medição corÌ dpxrcÌìros fiéis, podcjÌ
nno conduÍ neccssariamcntc â resulrados mais prccisos.

| 2

Tratamento de dados

Como €stâbelecer umâ r€lação entre grândezâs

Quando se tem um dado fenómeúo cíe pode depender de diversas grandezâs. para sim
plificar consideraÍnos só duâs. Estas gr,ìndezas podem ser independentes. iÍo é. quândo



uma var'â nio provocâ qualquer vâÍiação n,ì oulra (como por exemplo o vaìor do peúo-
do dc oscilação de um péndulo ìdeaÌ c a lcnlpcrâtura) ou pelo conÌrárjo podcm ser corre-
lâcionadas. e neste câso a corrcÌação pode ser positiva on negâliva, consoante varìarÌì
ìro meeìo sentido ou em sentidos conlrários. Por exenìplo o peíodo do pênduÌo sim-
ples;ìumenta quando aumenta o compÍiììento deste. estamos pcÍanle uma correlação
positiva como representâdo no gÍá1ìco da esquerda. O gráfico da direita mosrra uma
correlâção negativa como é o caso. meditando sempre sobÍc o pêndulo simples, dâ rela
ção do período de oscjÌação com a aceleração da gravjdade ncdidâ em dìferenres pon
ro. dn gìoho

Se exislir uma corelação entr€ duas gÍândezas de um fenómeno a rclação funcio-
nal pode serconhecida ou não. Nestâ segundahipótese arbitramos umâ dada função para
intcrpretar os dados experimentais e designâ se o processo por ajusre outa. É neÍâ fase
que se faz o confronÌo dos modclos coìì âs leis físicas conhecidas, ou se provoca o apa-
recimento de novas leis.

As situâções mais fìequentes de ajuste são do tìpo: i) eÍimar o melhor valor de uma
grandeza medida várias vczesl ii) determinar a consiante dc pÍoporcionalidade do ripo
Y=KX; iii) estabeÌcccr uma relação enÌre duâs grandczasi a nais simpÌes é â recrr
Y=A+BX; iv) detcrminar os parâmerros de ürnâ relação não Ìineâr como Y=A+BXl
ou Y=Kear recorÍendo priìneiro a uÌna lineârizâção aÌÍavés de uma transformação de
vâriáveis (Y=A+BZ com Z=X: e lnY=lnK+AX) c dcpois ao aiusre; \ì dererminação
de rÌna dcpcndórcia funcional não linearizáveÌ do tjpo Y=A+BX+CXr.

Qurndo a reìação enne duas ou mais gÍandczas é lineâr. o processo pârâ cÍabele
c( 'urna eqraçru Llue., \  relr . rone e dr*rpnrJu puì REúRFSsÃO I l \ l  qR S( d rela
çio não lbr do tipo linerìr, nem lineârizável, os processos para obref a mclbor equação
são várìos e podeÌn designaFse geneÍicamcnle de regressão não lineâÍ. A lócÍicâ mais
vulgarizada para determinar os parâmctros que melhor adâptâm a equação aos valores
disponíveìs é o METODO DOS MINIMOS QUADRADOS.

l 1 3



E unrâ Íécnica gerâl, que se aplìca pâra delennìnaÍ os paÍâmclro! dc unìa rel'ção funcio-
nât enÌre düas ou mais grandezas de um lìnómcno ou o vabr mâis pÌ.ovável de uÌnâ
única grandezâ medida várias vezes. A úÌììca cxìgôncia do lnétodo consiste eDì que os
erros que afectam âs nÌedições sejam aìcalórios.

Tendo em atenção os dados cxpcÍimen
Ìais representados na 1ìguÍa. a relação fun
cionaÌ âpresentda é do lipo ìineàr. e o bom
senso aconselnâ quc ic lrace uìna rccta que
minimize a somâ dos desvios absoìutos dos
poútos à Íecta traç,ìda. Conrudo, .ìnalitica-
mente minimizar a soma dos módulos dos
desvios é Ìnais complicado que a soma dos
quadrados dos desvios, donde no método
dos mínimos quadrados se optar pcla minì

Método dos mínimos quâdrâdos

ììização da última função. X
Assim, segundo o mélodo dos mínimos quadrados o vaìor espefado ou o valoÍ rnâis

verosímil paÌa a grandeza Y a paÍir de N nìedidas ),. é aquele que minimìza a soma
dos quadrâdos das diltrenças entre Y e y,, islo é. D=I(Y y,), deve ser míniìÌo.

Umâ siluaçào vulgar é a relação ìinear do tipo Y=A+tsX. Apliqucmos o método ê

A varjável a mnrimizar é como referinìos D=L(A+BX, y,)r. cujo mínimo se ob,
tém exigindo que a primeira derivada em ordenì âos parâmctros A c B scja nula. Esta
condição corduz a um sistema de duas equações a duas incógnìtâs A e B. permitindo
portânto o cálcülo destes pârâmetros.

Ixr Iy Ix Ix,y: N !x y, Ix ly,
.\

c o m  À = N t x L :  ( I x L ) :
O erÍo com que se determin A e B é calculado com base nâ leì de propagâção do

erro estatístico já anaÌisada.

Í J r  o - i r , * l  d r  I  o  i z r . N , n r c d e t oS e f - f t r . ) . / ì e n r ã o d ' n - ; "  , , ,  r '  
, J \  t ) /

lineaÍ consideramos que cada medição y é a concretìzação de umâ vaÍiávcl aìeâlória de
módia A+8x,. Assim. sua variância estimada a partir do ajuste vale:

o: (y,)  = or= 
Nj I  (yr A Bx ) l

Tomândo os parâmetros A e B como funções de y,, tem-se:

Ì  Ì 4

, ' , , o , - :  1 o  o , ) ,  e  o , s , - I 1 l B  ,  "  ' 1  '
dt d\



Calculândo as derivadas parciais

dY, a

e com um pouco de cálculor tem se

" aB = ItL_ìIt
ayj À

^
e o'�(B) = o'�

Na pÍática lidâmos com amostras e não com populâçôes. PoÍ isso, para mânter uma
ootação coerente dev€ríamos escr€ver 4 e á que seriam os estimadores dos verdadeiros
valores A e B, e em vez das vaÌiâncias os seus estimadoÍes sz(y), s?(A) e s?(B).

As calculadoras possDem programas que permitem ott€r os parâmetros de um ajuste
ìinear e os compuladores, âlém dos Ìineares, possuem em g€ral programas para uma
grande variedade d€ ajustes não lineaÍes. Para perceber bem como funcionam os progra
mas, aconselhamos que, peÌo menos uma ou duas vez€s e paÍa ajustes Ìineares, o estu
dânte fãça os cálculos € compare os resultados obtidos comos da calculadoraou compLl
tador

Método dos mínimos quâdrâdos aplicâdo â Y = KX

Quando se tem uma relâção de propoÍcionalidade Y=KX, para determinar a constante
de proporcionalidade K minimiza-se a soma dos quadrados dos desvios D = >(y,-Kx,)'�.
como se explicou pdra o ajuste de uma recta. Da condição de mínimo obtém-se

t v w  t Y
K - 1"' ' '  . oíK) - --" ' õí) )

zx,' zx,'

Este modo de pÍoceder é difercnte do de fâzer um ajuste lìÍeâr Y= A+BX, e espe-
rar que o coeficiente A assuma um valor nulo ou que o desvio padrão deÌe englobe o
ponto zero. No caso da propoÍcionalidade não existe um bâÌanço eníe dois parâmetlos.
um deles é à paÍtida fixo.

Ao ajustar uma função aos dados experimentâis pode suceder que a função que se
propõe não seja a mais correctâ, poÍ exemplo. em vez de uma rcctâ pode ser umâ pará-
bola de grande abeÉura. Pâra determinar a confiaÍça nos modelos de dependência fun-
cional devemos apÌicar critér;os de verosimilhâÍçâ entle os dados de partida e o resul-
tado finaÌ. Um dos critérios de ajuste é o teste de xz que rcferiremos a seguir. Para
relações lineaÍes âqualidade do âjustepode ser dÂdâ pelo coeficiente de rcgressão linear.

dA

íinalmente

N
À

l l 5

= l r

1,; '  ,  ' ,1",1, = 
$ trt :", :):+:x,:(:x,)r 2:x :(Lx,): l

tx,:tN:x : (:x Ìl = g:
: x ,

ver errata



Coeficient€ de corÌelâção

Ao aplicd o método dos mínimos quadrados partiu-se do pÍessuposto que entre as duas
varìáveis existiâ uma Ìelação linear, Y vâria linearmente com X, e que X era conhecido
exâctâmente enquânto que Y vinha afectado de incerteza. Tinha-se então na regressão
e m X

Y = A + B X  e -  N Ixy  -Lx , I yL
" = 

N-il -lt-J,

Para aferir em que medida esta relação é válida deve calculaÌ-se o coeficiente de
Íegressão ÌineaÍ que nos permite avaliar se X também varia lineaÌmente com Y Se a
relação for bijectiva, a condìção de ÍegÌessão escreve-se X = A' + B'Y com B' + 0.

Procedendo como anteriormente paÍa obter A e B tem-se pâm a regressão em Y

- ,  N L x , y , -  I x r I y"  =  
N r Y ' - ' ; t "

Resolvendo a 2." regressão em ordem â Y e igualândo à 1." regressão tem-se

. , 4 X . . .

Para que a igualdade se verifique é necessário que

Na situação ideal a correlação é igual a um ou de 1007a. Ao fâzer-se um ajusle Íeal,
os parâmetros B e B' têm uma certa inceÍezâ que se reflecte no valor do produto.

Define-se como COEFICIENTE DE CORRELAÇAO o valor R = {BB'.
As máquinas de câlculâÌ em gerâl âjustam os valoÌes a uma função por r€gressão

lineaÌ e a avâliação final do ajusÌe é dada pelo valoÍ do coeficiente de correlação. Este
parâmetro não nos fornece no entanto, quâlquer informação sobre a confiança com que
o modelo lineaÌ pode seÍ usado para estimar valores de Y â paÌtir de X ou sobrea variân-
cia dos parâmeúos estimados.

Intervalos de confiança na rcgressão linear

Quando se usa o modelo lìneaÌ Y=A+BX obtido pelo método dos mínimos quadrâdos
é necessário ter em conta qle de facto o qüe se oblém são estjmadores d e b.

O valor esÌimado y=a+áx é uma vúáv€i aleatória com média Y=A+BX e vâÍiân
cia funcão de x câlcìrlada â DaÍir de

B -
B B ' = l

ì r 6

o":(x)=o,I L.#i+]



O intervalo de confiança para o verdadeìro valor Y pode ser obtido a partiÍ da variá-

,  _ a+b\ -Y
'  -o, tr t

que tem uma distribuição t de Student com n,2 graus de liberdade. Recorrendo à tabela
da distribuição e escolhendo um grau de confiança d adequado. por exemplo g07o ob-
tém-se o valor crítìco to. Isto significa teÍ uma probabilidade P( to<t<tt=o ou um in-
tervalo de confiança c[ dado poÍ

d+rx-tooy(x) < Y<lr + àx+tooy(x)

Teste do X,

O teste do X, é um dos testes mais importântes no que se referc à frequência de uma
dadâ medida e à validade de um ajuste. A aceitação ou não da hipótese de que o ajusÈ
ou medida são válidos pode incorÍeÍ em dois tipos de errosl

. aceitar â hipótese quando é falsâl

. rejeitaÍ a hipótese sendo esra verdadelra.

Defin€-se nível de significânciâ (Ì a) de um teste como a pÍobabilidade de r€jei
taÍ a hipótese quando ela é verdadeira. E desejável ter um valor baixo pârâ l-o, mas
não demasiado baixo para não aumentar o risco de cometer o outro tipo de effo. Os va
Ìores mais comuns são de 5% ou 107,. No teste X: recorremos a tabelâs que fomecem
o vâlor cíÌico X0, para vários níveis de significância.

A hipótese deve seÍ ÍejeiÌada desde que Xr>Xo:.

Aplicâção do teste X1 em m€didas repetidâs

Quando se djspõe de uma amostrâ de dimensão N que se admite obedecer a uma dada
disúibuição ou modelo de ajusÌe, é possível dividir o inlervalo de dispersão dos valo-
res em n subintervaÌos, Para câdâ um desses inteÍvalos i conta se o número de pontos
da amostra, a fÍequência observada i'did,, e câlcula-se peÌo método dâs probabilidades
a frequência esperâda í""p"'d". Se for p, â probabilidade caÌculada, rem-se fr""F,"e = Npr.

PaÌa gÍandes amostras a vâÌiável

. , r íft *úú" t.' ..J
\ . =  z  _  

l , , . F , d

tem no limite uma distribuição X, com o I grâus de liberdade (retirâ-se um gÍau de libeÍ-
dade devido à exigência de normaÌização, isto é, t fL = N). Se a probabilidade reórìca
d€pende de r parâmetros que devem seÍ estimados a pâíir dâ amostra, o número de gmus
de liberdade é n 1-r



Ao fâzeÍ diversas medidas xr de umâ dâda gÍandeza e paÍa saber se a dispersão ob-
servada é aceitáveÌ ou verosímil pode considerar-se que esta disp€rsão é do tipo gaus-
siano. atendendo à div€Ísidade de efeitos que afectâm a medição e ao teoremâ do ìimiÌe

Assìm. se estimaÌmos â média <D e o desvio pâdÍão s(x), podemos aplicar o teÍe
do xz com n 3 graus de liberdade, em que n é o número de inteÍvalos consideÍados no
cálcuÌo das frequências.

ApÌicar o teste do X' significa começar por câlculâr as frequências experimen-
tâis num dado inteÍvalo (em g€ral toma-se como largura do intervalo o valor do des-
vio padrão, uma fracção ou um múltiplo deste), e âs frequências previstas pela disÌri
buição normal no mesmo intervalo. Com estes valores deteÍmina se o vâloÍ da
grandeza X'�.

À dispersão nas frequências só será aceite se este valor for inferior ao valoí crítico

X0,, isto é, se X,< xoz. O vâloÍ Xo: obtém-se nas TABELAS em função do n." de grâus
de liberdade e do níveì de signiÍicância (l c) escolhido.

Consideremos um exemplo pda meìhor compÍeender que dpo de controlo nos permite o teste
do xr. Nlma amoíra de l0Oobseraçóes a módiâ câlculada é <X>e o desvio padrão s. CalcuÌou
-se o número de observações que se situam nos intervalos definidos pelos desvìos ts. 12s e 13s
e compaÍaram-se as írequências de oconênciâ experinenlais com as prevìstas leoricamente pela
distÍibuição.o.maì. Os resultados Íoram:

- s , 0 1
' 2 s ,  s l
'3s , 2sl
0 , s j
s , 2 s l
2 s , 3 s l

f,.u = 36.1
f:."a = 16.2

t'.d = 25.9
f:..a = 15.8

fke = 34.15
fL'P = 13.ó0

fa'p = 13-60

Calculândo a variável X'� obteve-se o valor 4.6. Escolhendo uÌn nível de significância (l ü)
de 57,, obtéÍr-se pârâ 3 graus de ìiberdade o valor cítico X0: de 7.815, P(X'�>Xo'�)=0.05. Como
o valor obtido é inferioÍ a hipótese é aceite, islo é, os valo.es disaibuem-se de âcoÍdo com uma
distribuição gaussianâ.

No caso particular de medições de uma grandeza que ob€d€ce a uma estâtísÌica
particulaÌ, como seja a desintegração radioactiva, que s€gue a estatística de Poisson,
os parâm€tros como a média e o desvio pâdrão assumem valores paÌticülares. O des-
vio padrão d é dado por o = {n. Ao âplicar o tesle do xr fazemos um düplo tesÌe:
contíoÌa se se a dispeÍsão tem a probabilidâde previstâ pela gaussjana e, se os inter-
valos tbÍem feitos com base em o=trn. simultâneâmente testamos se a €statística de
Poisson é aceitável, Devemos teÍ em atenção,_que neste caso o númeÌo de graus de
liberdade é n 2, poÍque impusemos que o = !n, só a média íbj calculada a partir da

I  1 8



AQTÌÌ$IçÂO, ANÁUSE E TRATAM;NÏO DE DADO,S

Aplicâção do teste X, em ajustes

Quando ajust,ìmos unÌâ função Y=Y(x) â unì conjunto de N dados Ì e y, eìrì que os
valoìcs x, são cxaclos c c,s l, são ìncdidos coìì um ccrto eno. podeDros tesÌaf r !alidr-
dc do ajuste a pârtir do vaìor do sonrurófio

.  -  t Y ,  Y ( x , ) l '

RecordeÌnos qÌre a soÍì.Ì do quâdÍado de vâÍìáveis rìcatórias com di\úibuição Dor
maÌ Ícduridâ obcdccc à dislribuìção dc Xr. c d í a dcsign ção dcslc ínÌatório.

O núÌìcro dc graus dc ìibcrdadc quc sc dclc considerar é dado peÌo Dúììero de dados
nìcnos os ÌÌ prÌâmctros da lLìnção ajunadr aos ponlo! cxpcÍìmcnt i!, iìrcluindo r nor
nì.ìÌìzâçno sc ncccssínio.

Ao ìJuslrf unrN rcctx N unr conjunro dc l0 ponlos cxfcriDcntlls o núnrcro d. grâ!\ de
ì ib . r . ìadc  é  8=10 2 ,  po is  I  p r Í i r  dos  d idos  dc tcNina Ìanr  sc  os  do is  f r fâDct Ì l s  A  c  B  dr

Um.Ì lbÍÍna rápida dc lcslar o aju!!c é usar a variável Xr rcduzida que se obtéìn dn,i-
dindo Xr poÌo núìÌcro dc graus dc ìibcìdadc n. CoìÌo o X: reduzido tem média I e variân-

cìa 1,  consìdera-se urn bom âiüste âqueÌc cm quc Ì1 e prOxinro dc L

V,ìÌorcs muìto oìovados para X: (muito mtìior que o ìr." de grâus de liberdade) podem
signìlìcar quo os e.Ío\ eslào subestimados ou que ê funçâo escolhida não descfeve bem

Unr Xr pequeno pode signilìcar que os errcs estào sobrestinados. ou qüe os drìdos
lìraìÌ selecionados de ìnodo a obter só deternìinados vaÌores ou nìuìta sorle.

O Ìeste xr  não é mui to indicât ivo da verosimi Ìhança do a j Ìs ie l ìnear  Y=A+BX
quando os desvios o não são medidos. mâs estìììados a paÍn do âjnste. Neste câso obte-
nrcs sempre uìn valof de x:=n 2. o quaì não dá qualquef infonnação. O ajuste se.á

Devido à ìmpoíância dos a.jusles e à sua avnliaçìo aÍavés do lesle do lr. vrnros de seguidr
desen!oìver !Ìn exenpÌo.

Prelende'se delerminar as caracleríslica! do nolinento de u coÍpo que se nrcve pÍesu'
Diveìmenle senÌ .tÍito ao Ìongo de üma pisLa hoÍilontaì. PaÍa esle eteilo, é Ìnarcada a posiçio
do corpo de segurdo a segündo, e en següìda é medida a sL,a diíânciâ en reìação à origcn.
T.atândo s. de uma experiênciâ de nnra únìcâ medição parâ cada posição, devenÌos eíiÍìaÍ o
cro estatisÌico ou o ìúnirc Íìpcrior do cro. O tc!Ìpo é 'narcâdo eìecircnìcâmente corn u'n cro-
nómclro dc grandc prccìsiio quc por ìsso poderemos considerâÍ exacto. De segundo a segundo
um dìsposilivo nìcciDico ó accion.do por lõma a nÌrrcr.. conÌ um lraço de tinta no chão da
pistx, a posiçao Llo móvcl A distânciâ é mcdidâ com graDde pfecisão, eno de Ìeitura de I cm,
por intennédio de um lirtondr, sìslcmi usddo cÌÌ topogralìa e que se baseia na.Ìedição do
lempo de percurso de um lèixe de iniìavcrnclhos quc se rclÌ.cte nunÌ âho apfopdâdo. No
enÌinto, o procednnento de marcâção dr poíiçìo nào é ììrÍantiDeo e introduz por isso uma
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imprecisao na medlda da distância que é ruperior ao eno de leìlurâ. O eno esrâtístico estimado
subj€ctivmente a paÍiÍ da dimcnsão de cada trâço valc I m_ Na tabela apresenh se o resutÉdo
da medição de 25 posições do móvel-

3

5
6
,1

8
9
l 0
l l
1 2
t 3

1 5

30
37

53

'/o

7a
88
96
103
1 1 0
t21
129

Ìó
t 7
l 8

20
2 l
22
23

25
26
27

135
142
150
156
ló5
t12
178
186
t92
201
206
211

(*) considerado exacto. (**) eFo estãtístico esrimâdo

A representação gráfica dest€s dados sugere uma dependência ljnear emre â posição e o tem-
po, ou seja, o movimento pode ser uniro.me x=xo+vl. A Ìnêlhor recta que ajuslâ os dados é cat-
culada por r€gressão linear aplicândo o método dos ÍÍnimos quadrados. ObÌêm-se os seguintes

A=xo=9.5 m o(A)=1.2 Í ì B = ! = 7 6 8 m s  I  o ( B ) = 0 n 7 m ç  L

ponânto x=9.5+7.68t com x em mero e r em segundo_

O coeficiente de corelação desrâ regrelsão linear é R=0.999. O eFo estalístico esrimado a
paÍir da dependência linear é s=2.5 m. valor Cuc é mais do dobro do estimado experimental
menle, embora de foÍ!ì1a subjec!ìva. A representação gráfica deÍa r€ctâ mosrra que o ajuste ó
bom embora exìs!êm desvios sistemálicos que sugerem que talvez â dependôncia linear não sejâ
't melhor ftrmã de descÍever os dados experimentâis. Assim, obsewa-se que püa os temtrms entre
os l0 e 20 s a posição medida eíá acima da r€cta enquânto que ras exrremidâdes do gráfico su-
cede precismente o oposto. A qualidade do ajusle é âvâliada atÍavés do X, que tem o valor de
146.6. Con 25 dados e ajuslândo os dois parâmeros dâ recta têm-se 23 gmus de lib€rdade. O x,
Íeduzido vãle ó-4 e o ajuste é bâstante mau apesar do êxcetente valor do coeficiente de coreìa-
ção. Consultândo ax tabela!. conclui-se que o rívelde significância deste ajuste é inferior a 0_lE.
Como foi discutido, este faclo pode seÍ interprelado de difeÍenr€s maneiras. Ou os enos na medj-
ção se encontrâm subestimados, ou então a dependência lineârnão é a mais adequada pâm descre-
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Delc poÍ ìsso, cnsaìaÍ o âjuste dos dados a x/m
uDr pornonìro oo r

rep.esentando um movimcnto uniionìemenre 200
rclardado. Obrém{c a parÍbola x=1.:10+9.091-

-  0 0q4Ì)  Clnro \e oh\ervâ pÈlô AÍ ; f i (u  o

ajurle pa.ece nuis cquilibrrdo pârâ todos or 
I50

po.tos. o que se rellecte no dcsvio padrão eíi-
nrado s=l . l  m e no vâlordc Xr=27.3.  O númeÍo
de graus de ÌibeÍdade é xgora 22=25 I e o Àr 

l0o

.eduzido é 1.2.  O nível  dc s igni f icância do
ajuste é agora de 20dl., o quc ó baÍante sâlis-
lìtório. A qualidade do xjuÍc poÌinomiaì do 2.' 50
gratr  é bâslante super ior  à do a juste ì ìneâr .
Pode'nos dìzercom confiança.ìuc o movìmeôto
é unitornrenenle retardado tcndo como causa 0
pfováveì â exìstência de unr pcqucno eÍèìlÕ de

AQLTÌSIÇÀO, ANÁUSE I TRATAMFNIO DE DADOS

30 /s

CoÌn este exemplo pudcmos vcriÍìcar como o ÌeÍe do Xr ó unr auxiÌiaÍ precioso na aÍèrição
d{ quaìidade de un a.juíe lìncar. cnquânto que o coelìcienÌe de corelação apenas dá uma jnlor-
mrção quaìitaliva que pode scr âró enganosa pols não roma cm coDside.ação a precisào coÌn que
se feaÌizam as medições. Como vimos, um valor elevâdo pan o Ì: sìgíificou ncstc caso que o
ajuíe linear não eÍa o mais adcquâdo à descrição dos .c$rÌrados experimenrais. scndo p.eÍèrível
u'na reìação funcionaì aaìvés dc unÌ polìnómio do 2." gnu.

Gráffcos

O estudo dc uma grandeza em função de outras pode ser 1èjío qualirarivaìÌente recor
Íendo âo traçado de gráficos. Sc os gráficos forem bem 1ìi[os é inclusive possíveÌ um
estudo quantitâtivo.

Os gráficos podem ser constÍuídos a partir de relações Íüncionais conhecidas ou de
conjunlos de dados experìmenlais cm que umâ ou as dìrâs variáveis são conhecìdas com
um dado erro. Na maioria dos câsos que referiremos os gráficos serão bjdìmensionais.
iÍo é gráficos que rèpresentam uma grandeza em 1ìnção de ourra-

O interesse dos gráficos é múÌtiplo. Mencionemos âlgunìas vaDragens:

! visÌraliza como umâ grandeza vâriâ cm Íelação à outra, evidenciando se é unìâ
relâção Ìine,ìr ou não, rápida ou Ìenla. se existem descontinuidades, se exìstem
vaÌorcs experimentais com grândcs oscìlações de comporÌamento:

* perrÌìite dctcrminâr valores intermédios de uììa das grandezas pârâ uìn dado
vâìor da outÍa. sem sermos obÍ igâdos a novos cálculos ou Ínedidas experi-
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SeìÌpre que se 1àz um gÍálìco dcvc procedcFse do seguinte modo:

. escoìher Às grrndczâs â representaÍ enì abcìssa e enì ordenadâ. Cada eixo deve
ser idcntilìcado na sua extremidade pelâ designação da gfandeza representada e
da unidâde uiilizâdâ, separadas pelo símbolo /:

" escolher criteriosamente as escâlas de tÌlodo ao aspcclo globÂì scÍ hâÍmonioso:

-- evitar a agloneração ou dispeÍsio exccssivÂ dos pontos;
- a precisão de Darcação dos pontos nos dois cixo\ dcvc scÍ cquìr'alenlel
- os gráficos não têm de começar obigatoriamenG na cooÍdcnadtÌ (0.0):
- as escalas dos eixos ìlão têm de ser obrigâtoriamente da mcsìÌa naturcza, sc

conveniente pode usar-se umâ escala milinúnca e a oulra ìogaíhicai

, se os valores são acompânhados de erro. cstes devem soì repÍc$ntados no gÍí
fico na forma de barfas horizontais e veúicais. conforme reflecten o erÍo Ía
abcissa ou na ordenada. A amplitude das baffas é proporcional ao erro de âcordo
com â escaÌa, e marcam-se sìmetricamente a partir do vâior:

. o número de pontos nos quais se baseia o lraçâdo dcvc scÍ, na mcdidr do possi
vel, suficienteÌnente graDde para não haver dúvidiìs iro larcr o dcscnho;

r dar um título sucinlo ao grálìco;

. os corÌìputâdores possuem programas que pernitem traçâr gráficos conì bâse nos
dados. coútudo numa fase de aprendizagem os gráficos devem ser feitos ììanual

Gúficos de íelâções funcionais

A relação mais simples é â recta y -.r + óx.
A figura dá um exeìnplo de um bom 1ìâçado. ì diÍcila. c dc um mâu. à csquerdâ,

parâ a situâção de .l = 100,, = 50 e x a variar de 1 a 10. Considera se x e y dirdos cm
rnidades arbitrárias que se representam por u.a.
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Dos gráficos traçados corÍeclanente podcml,s obÌer diversas infbrmações sendo a
mais corrente o dccìive da recta c a ordenâda nâ origeÌn. Sc no exemplo dado na fìgura
anterior nâo soubéssemos o vâìor do declive da reda, esre seúa facilmcnle determinado
a paÍrr da razão cntre â difereúça de ordenâdas e a diferença de abcissas para dois pon

tos do grrlfico b = III . A ordenada na orrgeÌÌ ó dada â pâíir do vaìor quc ), assume

para x=0 oìj, umâ vez conhecido o decÌive, lìzendo.Ì = yj -rxr para uin dos ponlos do
gráfico.

Relação não lineâr, mas linearìz:ivcl graficamentc coììo y=íÌr+b

No gráfico dâ esquerda com a! escalas lineares em y e x obtém-se uma paÌábola enqüanto
que no d:ì diÍeiÌa usando em abcissas direclamente os vaÌores de x2 se obtém uma recla.
A paÌlir deÍâ Íccln, os pdrâmetÌos a e /, dâ reìaçio funcionâÌ são obtidos como àÌÍeriormcnte.

Relação não linear, mas lìnearizável como y=y,,e ^

Ncsta situação várias opções são possíveis,
parâ concretÌzâr considere-se que y,,=3. d= 0 6
e x v a r i â e n t r e 0 c 5 :

! traçâr o gráfico noÍm,ìlmente depois de
saber cntre que vaÌores varia x e y para
escoìher as escalas. corno se nÌostra no
p'cf iJu. A depcnJènci l  f t rn.  onr l  nào ê
cld|r .  lpenê. y,  pode ,er errmJdu Jirec-
larÌente a partir do gÍáficol

& Ìineârizar primeiro aexpressão, com uma
translormação de variáveis do tipo Ìoga-
íÌmico em que Y=Ìn y. Y.=Ìn y,. donde
a equação antc or assumir a fòrrÌa de
Y=Y.-rx. Eslâmos peranlc umâ sirüâ-
ção Ìinear que é represenlâda no gráfico.
A relação Íìncional é eÌpìícira e Y,, e
medem-se direcÌamente;

ver errata



r recoÍer a uma escala semilogaítmica. O parâ-

merro a é dâdo a Dartir de d - - trÌ y'� - ln yl

'e yo Ìê-se directamente.

Designa-se esta escaÌa por semilogaÌírmica por
que çd um dos eixos apre,enra escala logantmica.

Nâ última figuÍa o eixo X é Ìinear e o Y é loga-

S€ a reÌação dterior fosse a ddp aos terminais de um condensador em função do tempo
l

V=%e Rc , o 2 " e 3." gráfico permitirim determinaro coeficienk ânsular ou declire dâ recra,
o quâl daÌiâ o valor de l/RC. Deve l€rie em atenção que se lomam os logaritmos das ordcna
dasi não podem ser usâdos os vâlores lidos directamente num eixo logarítmico!

I Àlnv lnv, lnv, ln yÌ -in yz
RC Àt rL 1r

Numa escala logarítmicâ o eixo Ìem anotâdos segmentos propoÍcionais ao loga-
ritmo do número numa dada base. O número um corÍesponde a um segmenÌo de com-
primento zero (logbl=o), o número dois a um segmento proporcionâl a logb2, o dez
â um proporcionaÌ a logblo e 10" a um segmento proporcionaÌ â nlogblo. Este seg
mento é sem dúvida mais curto que um propoÍcional a 10". As escalas logaÍítmicas
são também de grande utilidâde quando uma grandeza varia ao Ìongo de váÌias oÍdens
de grandeza. Note-se que neste tipo de escala não exist€ o zero, porque logaritmo de
zero é infinito e as gÍandezas com vaÌoÍes negativos lambém não são repÍesentáveis.

Este tipo de escaìâ evita o cálcuÌo dos logaÌitmos de y como na segunda sitÌrâção,
evitando consequentemente enos de cáÌculo. Esta opção é a usada no último gráfico.

Quando sepassade uma escala logarítmica a outrâ basta utiÌizâÌum factor de escala
porque x=docr =b'oe,r e portanto, log" x=logrb logbx=c,.ìoghx, e por isso é indiferente
a base que é usada na ÍepÍesentâção,

Outms reÌações não lineaÍes frequentes
y = ! . y = a a 6 1 , . q 1 ç . . .

Na maioriâ dos casos são Íelações linea-

rizáveis. No caso de v= -L up1;"un6q 16-

gantmos, temos uma relação linear do tipo
Iog y=Ìog k-log x O uso de Ìrma escala bi-
logarítmica ou loglog permite uma repre-

sentação cómoda da relação anterior como
se mostra na figuÍa em que x varia enÌre I
e 1000 e k= l .  Assim, o decl ive é de 1.+5".

são por exemplo y=logx, logy=/r+Ìogx,
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As três figuras seguintes apresentam gráficos de rclações funcionais nos três tipos
de escala referidos

Relâção €nÍr€ três grandezas,

Consideremos â r€lação zy=ax

Se continuaÌmos a fazeÍ uma representação planâ só conseguìmos representar a varia-
ção de duas grandezas conseÌvando a teÍcejra constante. Pâra representaÌ o fenórneno
na sua globalidade devemos fazer pelo menos dois griíficos para vários vâlores dâ gran-
deza fixada. Neste câso por exemplo z em função de y para x= I, x=5 e x=10 e de z
em função de x pâra y=1. y=3 e y=5 A relação entre y e x pode ser obtida dividindo
o primeiro gÌáfìco peÌo segundo. O exempÌo dâdo considera que a= 1, x varia entre I e
l 0 e y e n t r e l e 5 .

/./ 
''

Um fenómeno que envolve mâis de duas grandezas é o compoÍâmento de um gás
em função da pressão, voÌume e tempeÍatura, relação conhecida por equâção dos gases
perfeitos dada por pV=nRT. Outro exemplo é a frequência de ressonância de um circui-

ro r-c, t' = !
2n1LC

125



Gráíicos sobre vâlores experimentais

Quando se dispõe de um conjunto de valores experimentâis (xr,yt), pode-se. com bâse
numa escaÌa conveniente, que tome em consideração os limites entre os quâis ambas as
grandezâs vaÌiam, tÍaçaÌ um gÍáfico de y, em função d€ xr. Se umâ ou ambas âs medi
das são coÍhecidas com o ÍespecÌivo erro, este deve iguaìmenle seÍ representado no grá-
fico e reveÌa-se de $ande utilidâde quando se âjusta uma função aos dados experirnen-
tais. consideremos a seguinte tabela de valores experìmentais da l€mperâtura de um
corpo em função do tempo.

t+Át G) T*^T (oc)

2.(}}0.6 2.Gio.5
5.010.6 2.510.5
ó.ó10-6 3.2+0.5
9.0l{.ó 3.410.5
11.(}10.6 3.910.3
13-0+0.6 4.óÌ0.3
14.8+0.6 4.810.3

Múltiplos gráficos podem ser
exemplos.

tÍaçados a paÍir dos dados. Consideremos alguns

Vejamos as concÌusões ou anáÌises que câda um deles proporciona.

O giáfico da esqueÍda, com os Íespectivos enos assinalados na forma de barras verti
cais e horizontais, permite prever uma relâção lineat entre as duas grandezas (liúa â
cheio), se bem que uma ceítâ inceÍteza exista, como visualizado pelas linhas a trace
jado, as quais são traçâdas uÍìndo as extremidades das barÍas de erro que mais se afas-
tam da recta traçada. A constante de proporcionalidade entre as duas grandezas pode
ser calculada a paÍiÍ do declive da recta traçada manualmente. O seu valor é dado por

a= Yt Yz e a ordenada na oriEem é ó.
x r  x 2

,  t +
r + Ì

r 1 --r
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A paÍir do decÌive das rectas de inclinação máxima e mínima traçadas considerando
as baÌÍas de erro (Íectas a tracejado) pode calculaÌ-se aproximadamente o erro nos parâ-
meúos a e ò dados resDectivâmenle Dor

2 - 2

O gráfico do meio, desenhado sem as baÌras de erro, põe mais dúvidas ao traçado
de uma curva. As ÍepÍesentações feitas que se limitam a uniÍ os pontos experir4entais
são fantasiosâs. È pouco provável um dado fenómeno ter uma evolução tão tortuosâ.
Mesmo sem bafias de eno pode-se pÍever que a variação mais justa seja a Íecta. O grá-
fico à direita mostra umâ outra hipótese que só pode adquiriÍ plâusibilidade se forem
determinados mais pontos na zona de comportamento iÌÌegulaÍ

Muitas vezes, pâÌa analisar o tipo de rc-
lação, mesmo que suposÌamente lineâr, fa-
zem se representações semilogaríÌmicas oü
mesmo loglog das variáveis. Neste exem-
plo em Ìog log detecta-se um comportamen-
to menos regular para o primeiro ponto (que
já indiciava uma Ìigeira anomâlia no tÍaçado
normal) cujâ iÍterpretação implicaria a ob'
lenção de mais dâdos.

Será de muito interesse o gráfico que se pode fazeÍ a paniÍ de um prévio ajuste de
vma recÍa,T = at+ b, aos pontos experimentais (ti. T,) usando o método dos mínimos
quadrados,

Os valores que se obtêm são: ú

a=0.225 !0.014 e ó=1.51 + 0.13

Ao traçaÍmos a recta vemos que ajusta
bem os dados experimentais, como o confir-
ma o valor de x,=0.72. No gráfìco estão
também representados a tÍâcejado os inter-
valos de confiançâ â 907r, para o ajuste.

, + r '
t - t--Ì-



Cábula para análise de dados

Parâmetros €stâtísticos € distribuições

Populâção
Probâbilidade

Média p

Desvìo padrão o

Amostrâ dê , €lemento€ .Ì,

Média estimada Ì = <.r>

Vâriância estimada rr

Desvio padrão estimado r

Desvio padrão da média r,,,

Médja ponderada t

Discretâ

P= > '!P!

o,=t lr-tL),p,
.r

l -

^  l -
r - =  - z  ( Ì ,  - . i  ) -

.l;

Num histograma de n elementos com m clâss€s x, de frequências ol

l ? r"  =; 
à ' ' ' '

Distribuição binoÌnial P(/,r.$ = 
ffi r,,{r-,r)*"

Disrribüição de Poisson P(,.r.' = 
# 

" (p = NP)

Dist ibuição normal ou de Câuss P(Ì) = =!- É ,.'
"12ÌÌ

normar reduzida Ì ,=i : ! r  p@= 
à 

; t

f 11ll \
Distribuição t de studenr ft.,n=+ 

'tí '  
, 1',,." ' "  r ( - ; l  ( r . ; ) -

va'iáuelr de suraenr r=lil!
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DistribuiÉo Xr P l t z , a )  =  
_  

l : '
f t-:: ì\ . 2  /

.  -  ( Ì ,  t ) '

- t

t

Intervâlos de confiânçâ nâ diíribuição ro.mal

lp- o, lÌ + ol = 68.37.
ItL - 20. v + 2ol = 95 'Eo
U!-3o, p+3ol=99;7qú

Resultado de umâ medição

tMedidal = [vâÌor da srandeza] r tenot tunidadel

no reste de ajuste da função Y(X) . - [t, Y(',r'
' ;  o i

estimador do €(o esrarístico

vâlor mais provávet: médiu ;= ." = 
f, i ',

Mêdição com n>10

ero eslalÍsÌico: desvio padrão da média s,,, =

MediçÃo com l<n<10

eno: estimadoÍ do erc esralísrìco ou Iimite superior do €no

medid do\ oe.vio" em Íeìac;o à mddu: a -j i r.. ' r

máximo desvìo em reìação à média: Át = max{lÌ, t )

eno ÀÌ: o máximo de enlre

.i;
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PÌopagação dos erros

,f(ÌJ)

s , r t , ,  s " s - .

.. L ,,t,

R€pres€ntâção d€ dados

2 r '  . .s {=  
> Ì i  

ou ,

n L r *  L x t L y ,

a= n  t r i -  (ErJ ' o '=o ,s , ,= \2s ,  d  a , ,1 '

PaÌa o ajuste x=Á'+ a'v basta fazer â rocâ re) nas expressões anteriores.
Co€ficiente de corelação Ã= !ra'
Mínimos quadrados aplicados ao ajuste v = íY
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"'or = (,{ )' ",r'r. (,$)'",c'i
o,(D=01Ì)+o'0)

o,a o1(x) +ozo,,

o.a 016) o'(y.)

o1(n=f o'P-

Àjuste lineâr de n dados experimêntâis (Ì',)J

Mínnnos quadrados aplicados ao ajuste v = Á + aX

Limite sup€ÍioÍ do erro

ar=14  r+9  a ,'  
l d t  d y

^ /=^ Ì+Âr ,
L/l k ll

^ / = À r * Á r
fl lÌ ll

lft x

A/= lpÌ ;

ver errata

ver errata

ver errata



LEITURA 2

Estudo do Pêndulo Simples

Equações básicas e pequenas oscilações

Ì ì  e\rgnd \c gencncamenre por pèndulo um
l-,, \otrdo que poLle girar em lorno de um l
xo horizontal sujeito simplesmente à acção do
scìr peso e dâs forças de ligâção.

Paía um corpo de mâssâ M suspenso, as
forçd. apl icrdas re\umem 5e ao peso M[upl i -
cado no centro de gravidâde c e à força de liga-
çro R e\ercidd no c \o O. Na poi iç io de equi l r-
br io o cenrro dc gi lv idrJe . i lua^e nr vef l ical
dn e \o de \u.pensào. E5lr  conl igurdçào de\rg
na-sÈ poÍ pênduÌo conposto.

O pêwlulo sinptes ê rmâ simplificação do
péndulo anterior, sendo constituído poí uma
m.ìssa de pequena dirnensão suspensa Da extre-
midade de um fio inextensíveì de massa despre-
, !el .  Ne,re câ.o r  íoí \a Lle l igrçao e r  len,ão
r no fio de cômpnmenlo 1/ Sendo a mJSa e\ie-
rica de raio r, o comprìmento do pêndulo vem
dado por l=t+r. Se afãstârmos a massâ dâ süa
posição de equilibrio e a abandonaÌmos sem ve
ìocidâde ini i ia l .  ela o.ci lara no plano ve||rcal
dc(re\endu uin Jrco de circunÍerencrd A d' ,1
pl i tuJe do aÍàsramento dâ veí icat e medido pe
lo ingulo 0 ou pelo compnmenro dô arco r = /0
O movimento é regido pela equação de Newton
F= Mãem que a força resultanrc Fe a acele-
ração ã são grandezas vectoÍiais.

Analisando a figuÍa podemos escÌeveÌ

se 0 for pequeno (e < 5') então sen0-0 e

, t : Au e s  +  M r i  = o

u{  + i  =u i  o l
14sserfi=u4|J!9L 1 3 1

T
â equação precedente assume â ÍbÌmâ

d,0
I



EsÍa é a equação do ,rcílad.)r harnónìco simpter cuja solução geÍal é do tipo

0(r) = 0ocos(('oÍ+Ò)

sendo go a antplitudc nt!íx,ma do movimenro, (,)0 a fteq ência aneutar e 6 a fase ìnìciat
que depende da posição inicial de lançamenro, 0(0) = oocos ô.

O período de oscilação I0 = 2írlo0 vem então dado por

sendo função do compíimenro do pênduÌo e do valor da aceÌeração da gravialade.
Para se obteÍem as expressões precedentes basta substituir a solução geral na equa,

ção diferenciaÌ do oscilador harmónico simples. Na reaÌidade

M80gcosru , r ,6 '+Mt l , t  
f ;  0ocosro" r  r  4 r ,  =  o

conduz a I = lú)2 e poÍaito âo valoÍ acima atÍibuído paÌa t0. para as pequenas osciÌa_
ções o período não depende de 0 e designamo las por oscilações isócronas.

Período para grandes oscilações

ç

Se não usarmos a aproximação sen0=0 estabeleceremos a equação diferencial que rcge
o movrmento para qualquer ângulo de oscilação. Nestecaso o peíodo do Dêndulo é uma
função rambém da amplirude máxima do movimento. 7= I(0o).

Um modo de determinaÌ f(00) é estudar o movimento do pêndulo considerando a
consenaçào de energia.

A energiâ total do pêndulo em qüalquer ponto da sua tÍajectóÍia vem aladâ por

e =)- urlff) '*uao-o"et

Se o pêndulo for abandonado sem veÌocìdade inicial com um afastamento inicial 00
a exprcssão anterior pode tomar então a foÍma

) dg ' �  ^ . .
l=a" ]  

= 2'oíco'o co'o"t

Note-se que parâ evitar â circulâção do pêndulo rem que se teÍ _1r<eo<lr mas se o
fio não for rígido. deve-se ter -Ír/2<Or<ií12. O período f do pêndulo pode assim ser
calculado como quaúo vezes o tempo que ele demorâ a ir da posição de equilíbrio g = 0
à posição de amplitude máxima 0 = 0o. Da expressão anÌerior podemos escrever

* lff)"=z^a*,e-ffi f
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ver errata



e o peíodo obtém se pelo integral

^ 4 u f r eT -  _
\'%f I ícoso coso.

Este integÌal Írão se pode resolver analiÌicâmente. No eotanto â sua soÌução encon-
tÍa se tabelada paÍa diferentes valores de /< = sen(00/2) e admite um desenvoÌvimenÌo
sob a forma de uma série dado por

r _ 2 "  l t *  i  l l 3 s . . . ( 2 n  l '  l r  Á . ,  ì
. " 1  " ' i  l  . z a  o . . . ( ) r r  I  l

ExpÌicilando os primeiros termos tem-se

r - r J t  t . . . "  10 -  ' . : . . "n .  0 - " ] * . . . 1
' t  4  ' 2 1 6 4  \ 2 1  I

PaÍa amplitudes modendâs e âtendendo à precisão que é possível obteÍ no lâborâ
tóÍio, bâsta considerar apenas a forma aproxìmada do I.'t€rmo fazendo senra=or

r i = r . r l L+ ] -  o ; ì
\  l o  l

Pelo exame dos dois gráficos ao lado, pode-
-se concluirque o princípio do isocronismo das
pequena\ oscilaçõeç resultante dã aproxrmaçào
seno - 0 dpenas e val ido denúo do\ reguinres
limites:

È
Ë
Ê

O.OIVo

0 .1%
IVo

60"8Vo

25 . Ë
3

t 33ObseÍve-se ainda como o uso do primeiro
termo sob a forma aproximada I i permite obt€r
paÍa o período um valor com erro inf€rioÍ a
0.17. até à amplitude de 42o, sendo esta expÍes
são mais pÍecisâ que a aplicação do 1.' termo

sem âproximação 7r = {r  I  |  + + tenz l+ l l .

c-ritn



Efeitos que alteram o valor do peíodo

O esÌudo correcto do comporÌamento do pêndulo deve ter em atenção outros factores
para além da amplitude máxima da oscilação, se bem que com contribuições distintas
paÌa o valor do pe.íodo. Os outros efeitos a ter em consideração seriâm a impulsão do
ar, a massa do fio de suspensão e o atrito.

. A acção da impulsão do ar sobre a massa do pêndulo pÍovoca a diminuição do
valoÌ do peso do pêndulo € poÍanto do vaÌor da força que pÍovoca o movimento.
A força efectiva passaria assim a ser

F'= (M n.,)s = Mq(t n-/ Ì t4)= MB'

€ que pode ser interpretada peÌa acção de uma aceleíação da gravidâde efectiva função
das densidades do pêndulo e do ar

p - ç t r  L  l - r Í l -  o "  rM prn

A aÌleração no valor do período corÍespondente é dada por

, - r , n f  '  - r , , t . P ' " ' r , , t ,  
)  

e , ' " ' , 1

Ï ,  ( '  
- . & ì  

h " t ' �

Para um pêndulo de latão de densidade 8.4 e com a densidâde do ar de valor 1.2x10 r.

reF.e- i?"-r , l l - , " i^, ,  I .  I . ro conesponde r uma correcçào de apenas 0.007% que
Ì r+wu I

se podeú desprezaÍ. Numâ medidâ integradanum intervaÌo de tempo considerável como
um diâ, este efeito in[oduz um erro de 6 s,

. O pêndulo ideal tem uÌna Ìnâssa M e o fio de suspensão uma massa ,1 conside-
rada nula o que não é verdade, se bem que t, seja Ìnuito inferior a M (rt' <lÌf). PaÌa es-
tudar o efeito do valor não nulo de ,z convém considerar agora o pêndulo como com-
posto (fro reido) para o quâl o período vem dado por

,=r"tr+ com k,=aú:i,i
onde /é o momento de inércia do pênduÌo em relação ao ponto de suspensão, i, é a dis-
tância entre o eixo de oscilação e o centro de gravidade e l./ é o comprimento reduzido
do pêndulo composto. Para um fio de comprimento 1e tomândo a massa do pêndulo M
como ponÌuar Ìem-se

t34
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desenvolvendo em série obtérn-se ll::=líl--L lql' \ '  
t 2  M l

O efeito no peíodo é assim dado apÍoximadamente por

"  - t ,
" \  . ) 2 M  

I

Para um fio de massa I g e um pêndulo de 100 g, a corÍecção coÌÌespondente vale
âpenâs 0.087,.

. O estudo do atrito pode ser feito de uma forma mais simpliíicâda no câso da
aproximação das pequenas oscilações em qÌte o pêndulo se compoÉa como um oscila-
doÍ haÌmónico- Genericamente, um osciladoÍ harmónico simpÌes é definido com um
corpo que

tem movimento em tomo de um ponto oÍde a resultante das forças sobre o
sistema é nula

- a força de Ìeacção é proporcionaÌ ao afastamenlo do poÍto de equiÌíbrio,

o movimento é periódico.

Se forÌ a coordenada que mede o afastamento do oscilâdor da sua posição de equi
líbrio tem-se

f : , , =  K r  e  t , . = U a = U  t ! À

a que coffesponde a equação diferencial

f f t . ' " ,=o com .l=+

A solução dâ equação anterioÍ é como vimos um movjm€nto peÍiódico.

M * ï  , - + #
la=l 

' =1 ------:-----

, t Ï  t t + #

. r=Ìocos(oor+0)

Além do deslocamento angulaÍdo pêndulo são ainda osciìadores hârmónicos o des-
locamento linear de uma mola elástica, a torção de um fio, a corrente eÌéctrica num cir-
cuito oscilâdor LC €ntre outros.



Um modelo simples paÍâ a força de âtdto exeÍcida sobíe um corpo movendo-se num
fluido é consideraÌ que esta é proporcional à velocidade do corpo

A equação dì lerenciâl  do osci lador pas.â a seÍ

+o jx=0  com

e a sua solução é a de um movimento periódico amonecido

r =.ro e prcos(úrr+0)

A combinação das duas equações anteriores permite obter a expressão para os coefi
cientes de amoÍecimento e para â fÍequência angular do movimento amoÍtecido

,=r"1,-{#)'l
o tempo de relaxação .r represenla a metade do tempo necessiário paÌa que a envol-

vente da amplitude se reduza a l/e do seu vâÌor inicial, ou enrão o t€mpo para que a

energia polenciâl  ' - l  Á , ,  " .  reduza na mr,ma Ídzáo. 5e lor N o numero de orci la-2
ções em que a amplitude se reduz â metade, rem-se

r -  N T
21Ít 2

e o aumenlo íelat ivo no penbdo de pèndulo \em drdo aproxrmadamenre nor ,UOl* 
.

Mesmo pdÌa ìr'= l0 o efeito no período seria infeÍ|oí ãO.OlEa.

Medição da aceleração da gÌavidade

O pêÍdulo sirnples pode ser utilizado no laborarório para medir o valor da aceleração
da grâvidade. A precisão que se obtém nesta medição é tipicamente da orden de 0.5qo.
Com o Éndulo composto atingem se precisões de 10 a 70. O valor obtìdo deve então
ser comparado com a gravidade normal paÌa o local. Esta como é sâbido varia não só
com â latiÌude do lugaÌ mas rambém com a altitude e âo longo do tempo.

Existem diversas formâs aproximadas paÌâ a aceleração da gravidade atendendo à
compÌexidâde dos efeitos considerados. Na apÍoximação mais simples. o globo é consj
derâdo esférico com a massa Mr toda concentrada no seu centro, pelo que a lei da atrâc-
ção universal aplicâdâ a umâ massa pontual permite escrever

rk

l - = - Ldzx I dx
d ! , - ; à ,

^ l
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EsTUDo Do PÊND!,'r-o sIMpLEs

Para se ter a apì()ximação de ofdeìn zero é necessano cìrÌrâr se em conra com a vclo
cidâde de Íotaçio do gìobo (D ìncluindo o eÍèi1o dr Íbrçâ centrífuga que dependc da lâli

,s""=+?� (r ,*"4,)..'', ,,=#;
Se â foÍÍna dâ Terra for consideradâ como urn elipsóide de revolução ,rchatado

nos póÌos. obúm se a aproximação de l. oÍdcm. Nâ aproximação de 2." ordenì entfa,
se já cm coDsideração com uma corrccção dâ fbrììa do elìpsóide. Um exempio é a
1õrmuÌa dc Cravidade 1967 aprovâda pcìa Associação InrernâcionaÌ dc ceodesìa que
coÍrcsponde à escolhâ de um detcÍminado el ipsóide de relèrêncìa (o eÌ ipsóide de
1961).

e = 9.78032(l + 0.0053025 sen r.! - 0.000005 8 scn :2ô) ,r r :

Na variação com a allilude têm de se tomâr em considerâção dois efeitos: a Íc
dução da gravìdâdc dcvidü âo ìnaior afastâmento dâs massas âtraentes (correcção dc
âr l ivre) ÀgÀr= 0.3082x10 5/]  com, em mclro c ^B em rns:;  o aunìenio de 8
devido à atracção adicionâl dâs massas qüe se enconlÍam enrre o eìipsóide e o ponlo
de observâção (se este se encontrar sobre rocha) dita correcção de Bougucr (B).
Considcrando o efeìto de Bougüer devido a umr placa homogénea de espessura,
e densidade 2.67 tem-se ÀS,=0-l l ì5x10 5â. Das nesmâs unidâdes. Esres dois
efèilos conjugados produzem uma vâriação com â âltirude dada âproximadameDte por
^ s =  0 . 1 9 6 7 x 1 0  5 n .

A âceleração da gravidade varìa ainda no tempo devido ao efeìto das narés provo,
câdas pelÀ atracção luni-solar. EÍc cleito é quase periódico e tcÍn uma aìnpliÌude
máxima de 2x 10 6,n.!r .

O conhecimento dâ acelerâção dâ grâvidade nuÌn local tem interessc geológico, por-
que eía varia com a constituição do tcÌreno e com â presençâ de corpos de densidade
anóììaìa no subsolo. A lécnica dc pcsquisa geofísica que ütiìizâ estc elèito para â deter-
miDação da consÌituição intemâ do clobo chaììa-se gravimetria.

t31





LEITURA 3

Radioactividade

átomo é uma nuvem de Z eÌechões que se move em tomo de um núcleo de Z pro-
tões e N neutrões. Os constituintes do núcleo (pÍotões e neuhões) são designados

genericamente por nucÌeões. O número totâl de nucleões A é designado por número de
mâssa e é dado pela soma do número de neutrões N e de protões Z

A = Z + N

Elementos difeÍentes têm difercnte número de proÌões. Os núcleos com igual número
de protões e número diferente de neutíões são designados por isótopos de um eÌemento.

Está provado que os nucleões Íão são partículas €lementares, sendo constituídos po.
partículas designadas por quaÍks. Os quaÍks dos nucleões são o u (up) e o d (down),
considerados sem estrutuÍa (poÍanto elementaÌes) e têm a particularìdade de terem caÌga

eÌéctrica fiaccionária, q, = 
; 

q. e qd = 
;q.. 

O prorão é formâdo por dois quarks u

e um d e o neutÍão por dois d e um u. Além destes dois quarks existem mais quatro.
Sendo os protões cargâs positivas e os neutrões paúcuÌas neutras é legírima â p€r-

gunta: porque são coesos os núcleos? oìr de outÍo modo, qual a cola que manrém pro,
tões € neutÍões juntos âpesar da existência da repulsão coulombiana entre os pÍotões?

À resposta vem associada a propostâ de uma novâ foÍça que se faz sentir no jnte
rior dos núcleos e nucleõe. de.ignada poÍ Íone. A lN Ì ERACçÃO FORTT é obviamenle
mâis intensa que a inteÍacção electromagnética entre caÍgas e correntes eléctricas e sem
sombra de dúvida muito maior que a gÍavitacional. Uma vez que opera a nível dos
núcleos é de cuÍto aÌcance, da ordem de Ì a 2 fm (10 15 m). e é independente da cârga
eléctrica, porque é válida quer paÌâ protões quer paÍa neutrões. A esras propriedades de
Íãcil explicação juntâm-se ouÌrâs que esÌão forâ do âmbiÌo do actual esrudo. Os poÍa
dores da interacção foÍe são designados poÍ gluões e têm um papel idênrico ao dos
fbtões na inteÍacção eÌectromagnética.

O estudo dos elementos conduziu a uma descobeÍa imoortante no início do séc. xx.
que só foì completamente explicada em temos teórìcos nos ânos 70 e a teorìa proposta
v€rifìcadâ expeúmentaÌmente no início dos anos 80.

No fim do século xx começou a detectar-se que ceÍos elementos emitiam paú,
cuÌas e radìâções. Hoje sabemos, serem emitidâs a partir do núcleo dos elementos. Esre
fenómeno foi designado por RADIOACTWIDADE.

Entende-se em geral, por radioactividade a emissão a paÍir do núcleo de partículas c
(átomos de hélio duplamente ionizados), P1(eÌectsioes ou positrõ€s) ou de radiação 1 (fotões
de frequência superior a 10re Hz). Estas tÍês emìssões têm contudo, origem diferente:

. a alfã (a) é como que umâ fissão do núcleo;

. a gâmâ (.y) provém de inteÍacções electromagnéticas nos núcleos;

. a Pr, emissão de electrões ou posiÌrões, tem a sua origem num novo fenómeno.
Se bem que este Ìipo de radioâctividade pareça vìrdo núcleo ela provém de uma
parte deÌe, da tÍânsformação de um dâdo quaÌk noutro.
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A explicação dâ desintegração 13r conduziu à descobcÍâ de umâ qrarra forçâ ou ìn
terâcção. que dcvido à sua inlensidade ao ní\,cì (las dimcnsões de um núcteo tòi desig
nada por INTERACÇÀO FRACA. Um quârk u ou d iransforma se, dcvido â acção de;
tâ inÌcracção. num d ou u emjlindo ünì elecrÍão ou positrão (,rntipartícula do eìecrrão)
e üm annneutrino ou neutrino (partícula dc massâ quase nula, neurra e .Ìe spin t/2).

Os propagâdores da inteÍâcção iìaca são os bosões (de spin l) W. e 2,. Ao contrri,
no,dos propagadores dâs outras inleracções (forão. gluão e possìvelÌìente o gravitão)
os W1e Z' tênì uma ìnassa não nula.

As fìguras seguintes ilustram diversos Ìnodos de esquemarìzar a désintegração Br e
f. Para rcpresentaÍ a desintegração ü usam se csquemas analogos.

Em geraÌ, se um núcleo decai por emissão dc elecrÍões. caso do irìCs. ou posinôes,
como o ÌNa. a desinregração reprcsentÂ se do modo seguiììre

; { c i -  ; i i B r + e  + t . . 8 . .
i i N a + i ; N c + e + + r

tr

,t
':3*

'u*

No 1." decÌínio rm Deutrão do césio translbrma-sc num prolão, donde o número ató-
mico Z passÂr de 55 a 56 e obter-se uìì núcÌco de outro eìemento. o bárìo. liberrândo_-se um electrão e üm anrineutrino_ Em todo o proccsso exisre conservação de enersiâ.
cirgc elecrr icJ. iprn c ü| l t ro.  nümcrus qurf l i (u,  que de mL, ìenrn ul l rrr i . ,JreF.o\.  No
.r.o Jü,oi l iu 22 e Lm prorJu qu..e rrrn\rurÌra cm neur: ."  e i" , rnr- ;  Lm rìu,  t (u de
néon 22, sendo emitido üm posiÌrão e um neurrino_

Em âmbas as situações rì desinregração p deìxou o núcleo descendcnre num esrado
nuclear cxcitado. que ao ÍìÌn de um inrervalo dc tempo curio (cm geraì da ordem ou in
fcrior ao nânosegundo, embora neste exeìÌplo o esrado excirado clo bário tenha um Dc
núdo dJ orJem do In,nuru,.  decdi ptrrâ u e.r ido tLndrnrenrat or de rn, i ,  bar, .-  ener!u
emitindo râdiâção 1_

_ ConÌo é uDr pmrão ou neulrão que decai, ou paÍe deìes que sofrc ulnâ transfòrmrção.
pod€mos ainda reprcsenrar o processo mais esqÌremaricamcnte evidenciando clÌre é um
quaÌk d qüc se transforma nunÌ u na desìnregração p e üÍn u em d nâ desintegrâção 8..

P

, jn (u.d.d) J jp (u,! .d) + le + l ìu ou iP (u,!,d) r l ,n (u,d.d) + oe + o,

' ll.

l,l0



I'ADIOACNVDADE

tsxistem pâdículas conro os potões, os ncu1.õcs e outras que são consriluídüs porqudJks
e enlre as quaìs sc veriiìca a iìÍeracçào íòíc. Esras paÌrículâs sào gcncrìcrnrenÌe denomi-
nadas poÍ hadrões. Outras parlículâs, como os eledrões, qìre não 1ôìÌ estrutula interna e
não estão sujcitâs à iìÍeracçâo forte, são designâdos por Ìeptões.

PaÍccc hâver suficiente evìdência lcóÍicâ e experimenial paÍrÌ ,rccjtâr que os consri
tuintcs básicos du nratéÌia se dì\,idem em quarks e leptões consoanrc sio sensíveìs ou
não à intcracçào 1òrte.

Actullmente. pensâ-se que existcm rpeììas três iàrniÌias dc quarkr. três de leptões e
qualro lipos de inÌeracção e que eíc conjuÌìto explìca â estrutura da ììatéria. A d,ifcÍcnçu
cnt.c cüdâ lìDrília resìde essenciâìnìcDtc na nì:ìssa dos seus cÌcmentos. É como se exiç
tissc um factor de escala parâ passâr de umâ família para â outra.

A primeira família de quarks c Ìeplões reune os elemenÌos de base do nìundo quoli
dìâno: o quark u e d, o cÌccl Íão e o ìreuÌÌ ino electrónico ! . .  O! coDst i tuìnres dr scgunda
c tcìaeira família são criados nos laboratórios a parÌiÍ dc coìisões dos prìmeìros c cxis
tenr no universo cósnììco dcvido à actividade das cnÍclas.

As duas tabelas qüc sc rcgueìÌ, esquematìznÌn as propfiedâdes dos componcnles ele-
ììentâres e as lòÍçâs que gaüntem a constituição c o ÍuìÌcionamento dos sislcììas desde
o infinilamente grândc cono o Universo até ao ìniìnil,ìmente peclueno coìno os ncutrinos.

Constituintes básicos da matéria e süâs interacções

Consliluìntc! bÍsicos e suas propricdadcs
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Quando nosreltÍinos ì nrassa das pcíícoìrs subdómicrs u\lrNs CeV/.:. que dti I cnergiâ cm rcpouso
dc trnìâ í).niculx de mas$ m Pnm cxprrssÍ !.ìass! etrÌ unidldes dccncrgiã üsa se â equnçaode equiralêD
cir cncrgiâ Dassd E= nci. cnì que c ó â vcl.cjdrde.la tur. A Íxzão de rf dcsrr opçio é em paíe dcvidr
ao lìcb da mas! dcías panicuhs seÍ nnìiro FqueDa e c tu. represenrnçio cm u.idrdes SI serpouco rpn
pÍi a For excnìdo. a masa do proriio em anbrs a c\câlâs é rì,= I ó?2x10rri!=0.91ltCev/c:.
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Interacções, propagâdores e Íespectivas propriedades

ÀLCANCE (In)
INTENSIDADE

infinito
l 0 j

< 1 0 , 3
Ì 0  r r

< ì 0  1 5

I
irfirito
l 0  *

MAssA (CeV/d)

SPIN
CARGA

I
1 l r  0

Lei do declínio radioactivo e actividade

A lei  básicâ do decìínio,  de âcordo com a mecânica quânt ica, eÍâbelece que a
pÌobabjlidade de um dado núcleo decâir num dado ìntervâlo de tempo é indepen-
dente do seu pâssado. Assim, numa âmostra de n núcleos idênticos com uma DÍo-
babilidade por unidade de tempo tr de decaiÍ, a taxa de desintegÍação no tempo é
dada Dor

ì' é a probabilidade de desintegração e expressa,se em s I.
A integração da equâção anteriot com â condição de no instante inicial termos n.

nicleo' .  condu/ no, à tQUAçÀO DO DtcLiNtO RADÍOAC I lvO

n ( t ) = n o e  \ r

O processo de declínio é estatístico, e porconseguinte um núcleo pode ter um Ìempo
de vida entre zero e inlìnito. O valor da vida médìa. habitualmente refèrido por r, é câÌ,
cìrlado como o valor médio de qualquer grandeza conlínua

dn(1)
dt

. lo t  = t
r ï
n "  J

l ?
l d n =  -  |  \ n " e  !

Conclui-se que a vida médiâ é dada pelo inveÍso da probabjlidade de desinÌegração
e expressa-se em unìdades de temDo.
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Designa-se por ACTIVIDADE a quanÌidade

A = \ n ( t )

A unidade SI de actividade é o becquerel (Bq) e coÍesponde a uma desjnt€gração
por segundo-

Define-se PERÍODO de um núcleo como o tempo necessário para que o Dúmero
inicial de núcleos num dado estado se reduza â metade. A relaçAo anaÌíicâ enÌÍe
período e probabìlidâde de desintegração obtém-se da equação do decÌínio radioacrivo

T n I = l n 2 = 0 . 6 9 3

Natureza estatística do d€clínio radioactivo

A desìntegração de um núcleo radioâcrivo é um acont€cimento aÌeatório, isro é, não po-
demos pÍever qual o núcleo que decairá. Quando se tem uma dada quantidade de maté
riâ mesmo que de âÌguns micrograma, dispõe se de um grand€ número de núcleos devido
à dimensão do número de Avogadro (um átomo gÍama conrém 6.023x10:r átomos). PoÍ
suavez â probabilidade de desintegração deve ser tal que se possa consideÍaÌque o vaÌor
módio de desintegrações é p=nÀ. Para que isto seja v€rdadeiro o período do elem€nto
deve ser muilo mâior que o tempo de contagem,

Podemos considerü que estamos em condÌções de esperar que a probabìlidade de
que n nucleoç decdidm num dado intervalo de tempo sejâ dada pela DISTRIBUtçÃO
DE POISSON de valor médio p (ver Leitüra l).

P'" u '= *" ' i

em que p é o número médio d€ desintegrâções no inrervalo consideüdo e n o número

PaÌa vaìores pequenos de !", â proba-
biÌidâde P(n) em função de n é uma dis-
tribuição com um lado (cortâdo>.

A medida que a média aumenta a dis-
tribuição de PoissoD assume umâ forma
mâis simétrica convergindo para uma dis-
tr ibuição do t ipo gaussìano. A f igura
exemplifica o comportamento desta distri
buição pâra dois valores muito baixos da
média.

Suponhamos que temos umâ amostm de núcÌeos radioactivos e que efectuâmos um
grande número N de medidâs idênticas e independentes de conragens n, durante um
intervalo de tempo fixo. A média e o desvio padrão são dados respectivamente por

P(n)

t43

l *< n > = T - z n i
Nl 

t(nL <n>):



Para uma distribuiçào de Poirson demonsra-se que s - Vcr>.

Porexemplo pda <n> = l0O, vem enlão s = 10. Devido ao valormédio serelevado 100. eÍa
distÌibuição apresenta tmbém um compoÍmento quase nomal.

Se fi/ermos expenèncias de uma \ó medição o reçulrâdo e n fn i.ro porque n.
número de desintegrações que ocorrem num dado inteÍvalo de tempo, é já €m si uma
amostÍa esurísdca.

O gn4lìco mosla como os valoÍes de
diveÍsas mediçôes em que a média é 100
se distÍibuem em tomo do vaÌor médio,
Pode coÍrstatar-se, ainda que qualitativa-
mente, o carácter normal da dispeÍsão em
tomo do valor médio <n>.

Aproximadâmente 68% dâs contagens
situar-se-ão no intervalo [<n>-s,<n>+s]
e 957" no intervalo [<n>-2s,<n>+2s], se-
gundo as pÍevisões da distribuição nomal. Ì20 130

n/Bq

70
óo

9 4 0
Ë 3 0

2!J

t 0
0

100 110
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LEITURA 4

Circuitos Eléctricos Básicos

l ì  estudo dos circuiroç eléctr icos ba'eia-se em doi '  conceìto\ elemenrâre\ '  â inren\ i-
\-/ dâde de conente electrica e a difeÍença de porencial elécFico enúe dois ponro..
Os diferentes componentes que se associam pala formar um circuito eléctrico destin-
guem-se peÌa Íelação entre a diferençâ de potenciaÌ aos seus termioais e a corÍente que
os aÌravessa.

Lei de Ohm

lntensidad€ de coÌÌ€nte eléctrica

A intensidade da corÍente elécúca, ou abÍeviâdamente corrente, é o número de cargas
eléctricas que por segundo atravessam uma secção rccta do circuito.

O símbolo para corrente eÌéctrica é I e â unidâde é o âmpere (A). Um ampere corres-
ponde a um fluxo de caÍga de um couÌomb por segundo.

, " , I C' ^  -  
t .

Dif€Ìençâ d€ potenciâl eléctrico (ddp)

A ddp entre dois pontos é a medida do trabaÌho que é necessário realizar para moveÍ uma
caÍga de um ponto a potencial eléctrico mais bâixo pâra uú ponto a potencial mais €le-
vado. Frcquentemente utilizâ-se o termo tensão parâ designar a diferença de potencial.

O símbolo pârâ ddp é V e â uÍÌidade de m€dida é o volÍ (V)-
Um volt é a ddp que existe entre dois pontos num campo elécúco quando para se

deslocar entre eles uma carga de um coulomb é necessário Íealizar o trabalho de um joule.

l J = 1 C . 1 V

Habitualment€ numa ddp ioma-se para referência zeÍo o potencial eléctrico da massa
(z€Ío local do aparelho ou circuito) ou da term (refeÍência zero da rede electrica).

As vârias mascas devem estar l igadas à
terra, entendendo-se por terra um condutor en-
terrado no solo, atnvés do qual se escoam fâcil-
mente as cargas eléctricas, Os símboÌos que re-
presentam estas Ììgações são os da figura.

I Lie4Âo À | usã9ãoÀ
t M s t È ú r
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Resistênciâ

Para certos materiais condutores a corÍente que os âtravessa é directamente pÍoporcio-
naÌ à ddp aos seus terminais. A Íelação V(I) é eÍtão linear

V = R I

e a constante de prcporcionaÌidade R, representâ a resistência do componente. Estâ relâ-
ção é conhecida por Lei de Ohm.



, : , . , , . . . . . . . 1 . . '.rrÍitsiÀ,4,,.. ì-

V(rJ =V"sen dr impl icx I( l )  = I . ,sen ut

A unidade de Ícsistência é o ohm (O). Num conduloÍ ìinear a resistência é direcra
mente propoÍcionaÌ ao comprineììto L e jnversânìcnlc pÍoporcionâl à secção recra S.
dependcndo aìndâ das características físicâs do Ín,ìrcrial aravés dâ resiÍividade p

. .  LK = p  
s

A unidade de Ìesist'vidade é o ohnì.metro (O.m). Pârâ os mctais mais correntes em
circuilos eléctricos (cobre e tungslénio) p é da ordem de l0 NO.m. O inverso da resis-
tividáde é a condutividâde l: rcpÍcseìrla se por o.

Num circuito eléctrico uma resiÍôncia Ícprcsenta,se por ---G ou ---^A - .
O seu vâlor pode ser conhecido a partir das riscâs coìoÍìdas traçadas sobre â resis

lência. O código de lcilura das riscas encontra sc cxplicado nas TABELAS.
A lei de Ohm é válida mesÌno para corÌenlcs ou leìrsões variíveis no rempo. Ulì si

naÌ que vêrìâ sinusoidalmemente é reprcscnudo peìa função X(0 = X,,sen(o1+d). em
que X. é â amplitude máximâ, ô é a Íìse ìniciaÌ. (') = 2Tf é a frequência angulâr e f a
lìequência do sinaì. Se lO = l,,scn (,t. então aplicando a Ìei dc Ohnl teìn se aos rermì-
nâis da resistência uma ddp V(t) =V,,sen ú)t e diz-se que a correnlc está eÌn fase com â
ddp. A Ìelação entre âs ampliludes náxiìÌa de corrente c da ddp vem dadâ simples-
mente por V.=RÌ, , .

A relação cntrc a conente e a ddp parâ slnâis sinusoidâis pode ser iluÍradâ grâÍica
menÌe sob a iorma de ulì diagraììa de vectorcs cm quc o comprimenro destes é pÍopoÍ
cional às ampliiudes máxiÌÌa da conente e dâ ddp e o ârgulo entre eles igualâ a diltren
çâ dc fase entre a conente e a ddp. NesÌe lipo dediagranÌa sào válidâs as rcgras daâdição
vectoriâl paÍagrandezas do mesmo 1ipo. O valor instantâneo dâs correntes ou ddp é dâdo
neste tipo de diagrama pelâ projccção dos vectores coffespondenres sobre o eixo dos
XX (ou YY).
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Análise de circuitos

Num circuito os pontos em qüe há bifurcação de conenre são designados poÍ NóS. Entre
dois Íós. todos os componenies são atÍavessados pela mesma corrente e isso consritüi
um RAMO. Uma MALHA ó um percurso fechado perco.rido por corÍenre eléctdca. O
número de malhas independentcs num circuito eléctrico é dado pelo número de rainos



menos o número de corÍentes independentes mais um, Parâ a det€rminação de corren-
tes e ddp em diversos pootos de um circuito recorre-se às leis de KiÍclúoff. Esrâs leis
são gerais e aplicam se a todo o tipo dô sinaìs e de componentes, rcsistivos ou outlos.

2.' lei de KiÍchhotï ou lei das malhas nLìma malha fechada a soma dâs ddp é nula

t v '  = o
Atendendo às fontes de tensãopresentes na ma-

Ìhâ. deve ser arbitrado um sentido convencional para
a correnre eléctrìca na malha. No cdso de umd reiiy
Ìência toma-se lR como positivo se a corrente em R R2
tem o mesmo sentido qu€ o âÌbitÍado pfiâ â malha.
Ent?io as ddp serão positivas nos componentes em
que a conenle enra no teminal a potencial mai.
elevado (+). e negaÌivas no caso contÍário.

L€i dos nós e dâs Ínâlh

l .  le i  de Kirch]ìof f  ou lei  do! noi  num nó a
.oma de todâ\ a{ corrente\ que enram e 5aem e
nulâ, convencionando-se que a coÌÌente que entra
é positivâ e a coÍrente que sai é negaÌiva

I t ' = 6
Esta lei resulta simplesmente do princípio de

conservação da carga. De acordo com o esquema
tem-se -Ir- l r+13 +Ia = 0.

No ciÍcuito da figuÍa anexâ. tem-se IRr+ IRr+ IRr+Vb V"=0.

Como exemplo d€ aplicação. considerenos o circuito da lìgum a seguirque representa o es-
quema de aliÍnenrâção dos fdóis de um câÍo. Os 12.0 V são fomecidos p€la barena e os 14.0 V
pelo aìtemador. As r€sistências. junlo às fontes de alimentação, repÍesenlâm as resisréncias inteÍ-
nas da bateria e do âltemador. Pda saber a conenle que circuÌa na resis!ência dc LZOQ do faÍol
e a ddp aos tenninais desta, recore,se às leis de KirchhoÍï.

Neste circuiro existem duas malhas indepeDden
les, poÍ exemplo a ABEF (maìha l) e a BCDE (ma
ìhr 2) Para cadd uma dr\ mahâ\ drb,líamo\ u \enrl
do da coÍrenle como sendo o dos ponreiros do
.elógio, I, e I, nâ fisura. Note-se que no râmo BE a
corente total que cncuh é a diferença dâs duas cor
re.tes de malha. Pela 2." lei de Kirchhoff podcmos
escrever parâ â mâlha ABEF a €quação

0. l00l r  + 0.0Ì00 ( I  I t  +  12.0 -  14.0 = 0

e parâ â mâÌha BCDE

0 . 0 1 0 0 ( r ?  r Ì )  +  r . 2 0 I : - 1 2 . 0 = 0

l4'7

A resolução deste sistema de duas equações ê duâs incógnitas permite escrerer pda a coF
rente c ddp no Í rc ì  IF = I2= l0 . l  A e VF= 1.20 IF= l2. l  V.



Associa(ão d€ resistências
As Íesistências podem associaÍ-se em série ou em paÌaÌeÌo.

I Numa âssociação em SÉRIE as Íesistências constituem um raÌno único e por isso
são todâs atmvessadas pela mesÍrìa coÍente. O valor da rcsistência total é a somâ
das resistências Darciais:

Na Íealidade tem-se paü cada componente Vr = I.Rr, V1= I.Rr, ..., V" = I.R" e paÍa
o  c i r cu i t o  to ta l  V ,  =  I .R ,  =  V r  +V ,  + . . . .+  V "  =  I . (R ,  +  Rr+ . . - .+R" ) .  Po Í tan to
Rr = Rr + Rz+...+ R-

A resistência totaÌ é sempre superior às parciais, R, > Ri.
r Quando se associam resistências em PARALELO elas estão em ramos distintos

Ínas ligados ao mesmo par de nós, Neste câso as coÍrêntes são diferentes mâs
lodas as rcsistências têm aplicada a mesma ddp aos seus terminais. ResuÌta que
o ìnverso do valor total da Íesistência é igüâl à soma dos inveísos paÍciais:
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pam cada resistência tem-se: V= I I Rr, V= Ir. Rr, ......, V= L . Rtr e por outro Ìado V= I.R r .
t l t ,Lomo r= t r+ r )+ . . . . . . . + rn .  conc ru ì - se  que  

i ,  
= ; * ; r * . . . . . . *  

^
A resistência total é infeÍior â qualquer das parciâis, R,< Ri.

Divi6ores de temão ê de corr'€nt€
Uma ddp V. aplicada a uma associâção em séde de componentes distribú-se de uma
formâ diÍectamente FoporcionaÌ à sua resistência. Atendendo a que todas as resistên-
cias são ahavessadas pela mesÍÌìa corrente I, podemos escrever pam o circüto totaÌ e
cada uma das parcelas

l=  H =  V,  =  v ,  =  =  V"
R,  R,  R,  R.



Daquj podem extrair-se várias expÍessões úteis na
análise deste tipo de circuitos. No exemplo da figura, a
tensão de saída aos terminais de R2 caÌcuÌa-se por

EnÌre um par de nós, a coffente totâl I divide-se peÌos diferentes Íamos ligados em
paralelo de uma forma inversamente proporcional à sua resistência. Neste caso, como
a ddp é comum a todos os ramos, podemos escreveÍ para o circuito total e cada uma
dâs parcelas

v  =  I . R r  =  I r . R r  =  I , . R ,  = . . .  =  I " . R "

Conhecida a resisÌência Ìotal do circuito. a corrente que circula num ramo qualqueÍj
pode ser câlculâdâ simplesmente por

r , = i r

Princípio da sobreposição

Num circuito que seja fonnado âpenas por componentes Ìineares associados em váriâs
Ìnalhas. é possível calcular a corente e a ddp em quâlquer ramo do circuito pela adi-

ção algébrica dos efeitos que cada fonte aplicada pÍovoca sepaÌadamente. Este pÍoce-
dimento é uma consequência da lineaÌidade dos elementos que compõem o circuito e
designa-se genericamente por princípio da sobreposição. PaÍaaplicareste prjncípio cons-
troi-se paÌa cada fonte (de tensãoou de corÍente) circuitos eqüivalentes em que as r€stan-
tes fonles são substituidas pela Íesistência intema. PaÍa fontes ideais esta resistência é
nula (cuÍto circuito) nâs fontes de tensão e infinita (ciÍcuito aberto) nas fontes de coÍren
te. A aplicação dâs regrâs de associação de resistências permite o cálculo da corrente Ii
e ddp Vrno ramo des€jâdo. No circuito completo, com todâs as fontes âplicadas, a ddp
ou conente no ramo é dada, como já referimos, pela soma algébrica dos valores obti-
dos independentemente paÌa cada fonte

I =lI; v= I'v,
A figura exemplifica este pÍocedimento num circuito de rês malhâs com uma fbnte

de tensão e uma dè corrente.

-&- e
A 5K tA, A--'* +' Y' '].Hi-!'u.
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Simplificação de circuitos, modelo de Thévenin

Quando se pÍetende ligaÌum componente a dois teÍmjnais AB de um circuito compÌexo,
pode ser bâstante difícil calculaÌ a corÍ€nt€ e a ddp que ficará aplicada. Se o ciÍcuito
apenas incluir componentes lineares e fontes de tensão ou de corente, o teoremâ de
Thévenin garante que este pode ser reduzido a uma fonte de tensão associada em série
com umaÍesistência, o ciÍcuito equivalente ou modeÌo de Thévenin. Os paÌâmetros des-
te modeÌo são calculados pelas regras seguintes:

l) A resistência de Thévenin Rrh é a resistência total do circuito medidâ entre os
termiÍais A e B, quando se substituem todas as fontes de tensão ou de borÍente pela suâ
Íesìstência intema,

2) A tensão de Thévenin Vrh é simplesmente a ddp medida aos terminais AB
(quando medida por um voltímetm ideal).

Num ciÍcuito em que se têm diversos andares associados, o modelo de Thévenin
permite exprimìr a acção de cada andar sobre o seguinte como sendo equivaÌente a uma
fonte de tensão com resistência intema. No exemplo da Íìgura temos um divisor de ten-
são em que a ddp aos Íerminais de R, vai aÌimentar um outÍo ciÍcuito representado pela
Íesistência de carga R..Â".

R"*"-'------------

Atendendo a que a Íesistência intema de uma fonte de tensão ideal é nula, tem-se
paü o equivalente de Thévenin os vâÌores

n*= n,7s,= -8-rEr

Só uma fracção da ddp de entrâda é aplicâda ao cncuito de carga.

150
Potência

A potência define-se como sendo o trâbalho Íealizado por unidade de t€mpo. A unidade

de potèncid é o $atl íw). I w - --:-: . Como !imos. o rrabalho necesário para de\lo-

caÌ uma caÌga Q amvés de uma ddp V é W=QV Então, a potênciâ eléctricâ num circui-
to exprime-se pelo produto da corente e ddp



Num circuito puramente resistivo. â lei de Ohm permite escrever pâÌa a potêÍcia
dissipada numâ resistência as expressões equivalentes

P =  
ì  

= P R

Sinais eléctricos

Uma ddp que varia no tempo de modo paÍicìrlar é designada por sinal, e ÍepÍesénta-s€
poÍ V(t) ou v(t). Os sinais peÍiódicos são os que têm maioÍ interesse na anáÌise de cir-
cuitos, e para os quais é usuaÌ falâr de paÌâmetros Íelacìonâdos com a sua perìodicidade
e ampÌitude em tensão. Entre eles salientamos os seguintes:

T
^ lt =  

T

+

jv,(t)dt entao ",=lEl;

Entre muitos sinâis possíveis os mais usuais em circuitos elécrricos sãol
SinaÌ sinusoidâÌ

liequência

frequência angular

amplitude máxirna
ampljtude de pico a pico, difer€nça entre o valor máximo e o mínimo da ddp

Para além destas características, o sinaÌ pode ainda ser camctedzado pelo seu valor
eficaz Vd.l ou VRMS (nrrt Meírn Squarc). Entende-se por tensão eficâz o valor da ten
são contíooa que provoca â mesma dissipação de energia numa ÍesisÌência.

1 1
R T

.12
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+vo

0

-vo

(0=4+r 4n%
pm(n, l /4)T< t  s(n+l/4)T

v( t )=.a+t+(an+2)%
par" (n+1/4)T < t s (n+3/4)T

'",=+

Sinal t iangular



Sinal quadrado

vo
+Vo

0

-\6

v r r = v  p a r a  n r  < r < - : r

v ( t ) =  v u  p ü i  
Ë  T . ' <  r n * D r

va=v"

v ( t ) = Ë  n v o  p ü a  n T < r < ( n + 1 ) r

n  =  0 ,  1 , 2 , . . .

Sinal em degrau

vo

TMPULSOS quando un sinât não ocorre d€
um modo contínuo no tempo, podendo ser
oÌr não periódico.

RUÍDO quando os sinais oconem ocasio-
nalmente, sem frequênciâ bem definida e
com âmpÌitude vaÌiáveÌ.

Nos circuitos eléctricos os sinais mais vulgares são ddp sinusoidais porque:
r E nesta forma que a tensão é produzida indusúaÌmente, devido â ser do tipo

sinusoidâl a ddp induzida numa bobina que tem movimento circular uniforme
num campo magnético, como sucede nos geradores eléctricos;

r A resposta dos circuitos Ìin€aÌes a ddp sinusoidais são ainda funções sinusoidais;
I Todâ a corrente ou ddp perìódica pode ser decomposta numa soma de funçôes

sinusoidais.

SinaÌ em deote de serÌa

Sinal em râmpa
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Condensador

Designd \e por condensador o conjun'o formado por dois condutores pâralelo. .epa-ca
dos por um dielecrnco. Represenra-se por I

Quando aos terminâis de um condensadór é apìicada umâ ddp variável no tempo,
ele é percorÍido por uma corrente directamente proporcionaÌ à vaÍiação dâ tensão.

ll9_

r19 = sgY(I

Trata-se de uma Íelação linear entre corrente e ddp em que a constante de pÍopor-
cionalidade é C, valor da capacidade do condensador Este compon€nte só tem interesse,
como é óbvio. em circuitos em que a ddp varia no tempo. paÌa sinais sinusoidais

Vír)  = V"çen ot impl ica l l r  = l -sen(or Fir l2)

l l
Tem-'e V,= + -4' l".conZ.- À que se derrgnâ por IMPEDÀNCIA CA

@\ Júi(
PACITIVA I e a ÍeÌação en!Íe os valores máximos da corrente e da ddp adquire uma
forma equivalente à lei de Ohm.

Das equâções e do gráfico conclui-se que:

r A conente está adjantada de íy'2 em ÍeÌação à ddp aplicada;
r A reÌação eotre I e V depende da frequência do sinal, o que implica o üso do

conceito de impedância em vez da simpÌes designação de resistência câpacitiva.

PdÌa definiÍ a unidade d€ capacidade é convenienre escrcverâ relação entre ddp aos

terminâis do condens:ìJor e a c,irga elecrricã no mesmo. Como t = 
# 

rem^e

Q = c v
A unidade de capacidade, o faÍâd (F), corresponde à existência da caÌga de um cou-

lomb entre os dois condutoÍes coÌrstituintes do condensador quando enúe eles existe uma
ddp de um volt.

r53
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O gráIico mostÍâ como um condensâdor, com uma capacidade de l0 pR reage â
uma ddp em rampa v(t) = 1000 t v que actua durdlte 10 ms.

Os valores de câpacidsde mais coÍentes são da ordem do FF, nF e pF,
O valor é escrito sobre o componente obedecôndo â códigos referidos nâs TABELAS.

Associação de cotrdensâdores

Em SERIE o inveÍso do valor da capacidade tolal é dado pela soma dos inversos dos
valoÍes das capacidades âssociadas

t l l l
q = c , * c ,  -  * c .

Em PARALETO o valoÍ da capacidade total é a soma dos valores das capâcidades
associadas c . = > c ,

Na Íealidade, nesta situação temos que: Q,=C,V=Qr + Q, + .... + Q", portanto
Q,=c,V+crV+.... .+ c"V e C, = 6'. '6'* . . .  * 4".

Capacidades em paÌalelo somãm-se tal como se somam Íesistências em série, esta
assimetria deve-se ao facto de, na impedância capacitiva, o valor da capacidade (C) apa-
receÍ em denominador.

Como mediÍ capacidad€s

r Com um capâcímetro (ceÍtos multímetÍos possuem
r Medindo com um osciloscópio, num circuito

quase puÍamente capacidvo os valores máximos
da corente e da ddp no condensadoÍ Se R<lzcl
a resistênciâ dê> a intensidade de corrente a Dar-
tiÍ de VR.- = RI*. Donde

capacímetros incluídos).

./t l rov'  i +
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r Associando o condensador de capacidade desconhecida
em série com um de capacidade conhecida. e âplicando a
Ìógica da divisão de tensão aos valores máximos das ddp

, ,  z . t  ^ , v . . . , . __ r Ì
" - - - , Z r z , t  " s , .  e  ( . - L i t \ , , " " ^  

/

CaÌgâ € d€scarga do cond€nsâdor

Consjderemos o circuito da figuÍa em que o condensadoÍ apresenta aos seus terminais
uma tensão iniciaÌ V.. Se fechaÌmos o circuiro temos VR(r) Vc(r) = 0 (lei das malhas).
Com um pouco de cálculo e romando em atenção a convenção de sinais no condensa
doÌ estabelece se que

r Com o mesmo circuito, e usando o facto da impedância do condensâdor vaÌiaÌ
com a frequência da ddp aplicada, é possíveÌ ajusrar o gerador por forma a que
as tensões máximas observadas aos terminaìs de R e C sejam idênticas. QììaÌìdo
Vtu = Vc..' tem se

K = r z ,  l e c  =  
R d

Vc(r) = Voe uRc e I(t) = Ioe úRc l" = vo
R

A situação descrita constitui a DESCARGA do condensador € está Íepresenradâ no
gráfico à diÍeitâ do circuito. A caÌga aÍmazenada no condensador, ou seja a ddp aos seus
leÍminais, diminui no tempo.

O produto RC tem djmensôes de tempo e designa se por constante de tempo. Da
equação da descarga do condensador verifica-se que ao fim de um rempo RC a tensão
caiu paü 3ó.87" (l/e) do seu valoÌ inicial. Ao fim de 10RC a ddp aos lerminais do con-
densador vale apenâs 0.OO454o deYs.

ExempÌo da oìdem de gÌandezâ de RC em função dos valoÍ€s de R e C. Se R-Me
e C-pF tem se RC-s, se R-kO e C-pF vem RC da odem do ms.

Na situâção em que oum dado instante se apÌica uma ddp contínuâ V0 a um ciÍcui
to RC como o do esquema seguinte, a lei das malhas peÍmite escrever VR(t) + V.(t)=Vo.
A resolìrção desta equâção diferencial peimite obter as expressões que regem a ddp aos
terminais do condensador e a corrente que circula na malha:

Vc(t)=V"( l  e,Rc) e I( t )=Ioe /Rc
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Esta operação designa-se por CARCA do condensador e está rcpresentadâ no qrá-
f ico à diret la do circui to.  A ddp aos lerminais do condensador aumenra.or o r"Ãpo
aLe ãlingir a sâturaçào.

As expressões anterioÍes püâ a câÌga do condensado. podem ser facilmente dedu-

zidâs se atendermos a que no condensador.e lem i = C 
l' 

e que esn. a me\ma cor-
v v -

rente que aúavessâ a resistêncta. i = lR . lgualando e ind'viduatizando num rermo as

, ,  d V -  d t  tdclp e no ou0o o rempo. lem-se que 
V-_V. 

= -:: ou seja que -ln(Vo-V.r = 
RC 

. K

ou Vc = V. - K'e *c como Vc = 0 paÌa r = 0, K'=V" donde, Vc(t) = V"(l,e*c).

Num circuito alimentado com ddp altema teremos uma sucessão de cârgas e des-
cargas do condensador. Conforme o valor de RC e da fÍequência da ddp, assim teremos
caÌgâ e descarga completa ou parcial,

Potênciâ num circuito capacitivo

Se I(t) = I"sen (l)t a potência iostantânea é dada por

p(t) = V(t)I(t) = I"V"sen úr, "o" ,t = 
| 

r,v"""n u,t

A potência rrédia dissipada é nula como se pode infe.ir diÍectamente do gráfico ou
a panir do cá.lculo do valor médio. Num peÍíodo T

V.IJsen 2{rt dt
=0 em que ú)=2nlT

ipdt

No semìciclo de carga a energia é aÍmazenada entÍe as plâcas do condensadoÍ na
forma de campo eiéctrico e reroma paÍâ a fonte de alimentação no semicìclo de des
carga. Em média nenhumaenergia é dissipâda no circuito, mâs sim trocada enrre a fonte
e o camDo eléctrico que se cria no condensador

Jat 2T
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Aplicações de circuitos com elementos RC

N e s r e  l i p o  d e  c i r c u r t o \  I e m - ç e  :  V ( l  '  = V . (  r - V ,  l r , =  R i í l ) +  
Ë l i {  

r ' , d r '  e  c o n , i d e r a - , e
que Vc no jnstante iniciaÌ l=0 é nula.

Circuito diferenciâdor

Um circuito diferenciadoÍ gera um sinal de saída que é pÍoporcionâl à derivada,do si-
nal de entrada. O circuito mais simples que permite esta operação é um circuito RC

sene em que a ddp de \aida e oblrda aos rermindi\  da re\ is lència. v r tr=nC l I l l l
dt

A expÍessão paÌa o sìnâÌ de saída neste tipo de circuitos d€duz-se facilmente se
consideÍamos que a constaúte de tempo RC é baixa quando comparadâ com o peíodo
de variâção do sinal, isto é, que R<lZçi. Nestâs condições VR(t)l<lVcOl e portanto

. dv- dv" Iv . / r ) , -  V í l ) .  d o n d e  ; ' -  
=  

Ë  
- f  i í r ì . M r . V  _ V !  _ R r (  .  S u b s ( i r u i n d o

i ( t )  v e m  Y  = R C dv.
dt

VejâÌnos. €omo exenplo, â resposta de um circuito diferenciador a um sinal de entÍâda qua

O circuito só actuâ quando a ddp de entÍada varia no tempo. No exemplo da figunì tem se
um sinal quadmdo pda V". No instante t, a ddp vaÌia €ntre -Vo e Vo e à sâídâ ter-se-á uÌn impulso
instmtâneo positivo seguido de uma ddp nula até ao ins!êne h. €m que Â ddp vâriâ de V0 a V0
e poÍanto à saída ter'se'á um impuÌso ìnstantâneo negativo.

Circuito integrador

Um circuio integrador âpresentâ à saída um sinal que é proporcional ao integral do sinal
de entrada. A tensão de saída no circuito RC série é neste caso obtida aos teÍminais do
condensadoa e dadâ por

. ìv í l ì  =  
R C  J v . í r ) d i
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A dedução da expressão anteÍior é simples se coÍsideramos agoÍa, que a constante
de tempo RC tem um valor elevado quando compaÌado com o peíodo de variação do
sinal de entrada. Se R >lzcl, IVR(t)l > lvc(t)l e neste caso Vr(t) = VR(r) = RiO. obtendo-

+e V"() = Vc(t) = I J V.dt.

Vejamos como €xemplo. â rcspostâ de um circuiro integrador a um sinal de entrâda quadrado.

No irslânte t1 o condensâdor com€ça a caregaÌ-se negativãmente e, se o valor RC for muito
supeÍior ao peíodo T do sinâl, a cdsa evoluná ünearmente até ao inshnle h em que â poldidade
da lensão de enüadâ se inveÍte. EÍtre r, e tr a ddp aos terminais de c aumenrâ lineârmente, rêpe
tindo-se sucessivâmeníe este pÍ@ess de cdSa positiva e negativÂ.

Em geral â int€gração e a diferenciação não são exactas pâra todos os valores de
frequência. A quaÌidade depende do bom dimensionamento da constante RC em função
dâ frequência dos sinais analisados. No caso da onda quadrada, na prática a sua deri-
vada não dá um impulso instaotâneo nem o seu integrâl uma onda úiangulaÍ peÍfeila.

Filtros

como a impedàncrâ de um condensadoÍ \arid com a rreluencia o (2, - 
-f 

), 
, urro

ciação de um coúdensâdor em série com uma Íesistência constitÌri um fiÌrro €m que
determinadas frequências são atenuadas. Confome a ddp de saída do divisor de tensão
RC é obtida na Íesistência ou no coodensador. assim se tem resDectivamente um filtro
passa-alto ou um filtro passa-baixo.

" *

| Í |  | Ì  | I - | Í
. l - . .  n  I
e9Ì.  l lR Y,  s) ï  c= v.

I r  I  r  t t  I  r
Parsa - Âlto

A expressão das ddp de saída em função das ddp de entrada vem dada por

v,(r)= ---:L V"t r)v rl = oj! v.rtr
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CIRCLITOS ÉI-ÉCTRICOS BÁSICOS

ou usando os módulos, tem-se parâ ls ampìitudes de sâídâ no caso do filtro passa alro.

" i r " -

l t o L  I

I v

1 l  + ( o R C ) '

O compoÍamento desles ciÍcuitos pode ser analisado graficamcnte em termos do
quocienre enrÍe a. âmphlude, do, . inr i ,  de ,Jrdr e de enrrâdr.  É con'enrenre o u'o de
ümâ escaÌâ Ìogarítmica parâ as frequências, o que peÍmite estudar o funcionamento do
circüito paÌa várias ordens de grandeza da frequêncìa 1.

l r l
e para o passa baixo v,= -] l t ! l  v.=

j,oc * *

No gráfico da csquerda. quando a frequência tende para inÍìnito â impedância do
condensador tende paÍâ zero. caindo Ìodo o sinal na resistência. O circuito deixa passar
r '  alra.  f requencrd'  c I i l l r r  ds bdi\a.  l requència,.  f  üm fr l rro PASSA ALTO.

No gÍátìco da direita, quando a frequência tende para zeÍo a impedância do conden-
sador tcnde pâra inlìÍito e o sinal de saída aos termjnajs do condensâdor é igual ao de
entrada. Logo este circuito corta ou filtra as altas frequênciâs sendo designado por fil-
tro PASSA BAIXO,

O vaÌor de referência que separâ a bandâ de frequênciâs que é cortada da bandâ que
não i  alrcrrdr pelo fr l r ro.  e de, ignldo por FRFQUÉNCIA DE CORTE | .  A paÍ ir  de.re
vaìor o sinal de saídâ do circuito é corìsìderado sem quaÌidâde. Este valor é determi-
nado como a Íìequência para a qual a ddp de sâída é l/tr2 do vaÌor máximo da ddp de
cntÍada. ou seja a frequência correspondenle a uma atenuâção de 3dBr.

A rr /uo dr e.colhr de.re ralor devc se uo
fr(ro Je. paìJ ambo\ o\ f i l r ro\ .  \e rer pdra
rquelr  xrenuJçio o me\mo vdloÍ da Í Ícquèncrc

t . . -oe (orÌe Ì . j  ozao por r .  = ^ *^ e uma d e-
2  Í K (

rençr  de la \e ó entre o. rndl  de enl rdda e Je
saídâ de 45..

i I deciBel = 20logrAr/A en que A: e A, são as ampìitudes dos slnais sob comparaçãó.
20 loe  ÌV . /V"=20ìog  00 .707= 3dB
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LIITUÍìA 4,

Indutor

Fisican€nte um indutoré Ìrm enrolamento condutorem que a pâssagem dâ corrente eléc-
trica produz um campo magrÌético. Pela lei da indução de Faraday rcm se que a varia
ção do câmpo magnético gerâ uma tensão induzida aos seus terminais. Por isso. a ddp
aos Èrminais do enrolamento é proporcionÂÌ à derivada da conenre que o atrâvcssa.
A rcnsão v(t) é positivâ quando a intensidâde da correnre, com o sentido indicado no
esquema! aumenú no tempo.

v()

Nesta relação ljnear a consÌanre de propoÍcionalidade L é a jndurância do indutor
Tâl como nos condensadores, estes componentes só têm inteÍcsse nos ci.cuitos âlimen
tâdos por uma coÍrente variável.

'l

l í l ì  =  l . . e n  u l  j m p l r c d  V , l ì - V ' e n ( u ' - Ì r / 2 1

Y"=,dLl.=lZrl I" eZt=j('I- é desjgnadâ por IMPEDÂNCIA INDUTIVA.

Das equâçóe\ e do gr j f ico conclui  .e que.

. A coÍente está desfasada dâ ddp (correnre arrasada de Í/2);

. A rôlação entre I e V dcpende da frequência do sinal e daí o uso dâ designação
de impedância em vez ds resiÍência.

A unidade de indutância é o henry cujo simbolo é H. Um henry correspondc à iÌrdu
tânciâ de um ìndutor que apresenta âos seus terminais uma ddp de um volr quando per-
comdo por uma corente qüe varia de um ampere num segundo. Os valores mais vul-
gaÌes paÌa â indu!ância são H oLr mH.
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Associação d€ iÍdutoÌes

Em SÉRIE â indutância final é a soma das parciais, L. = >Lr.

Lm PARÁll  LO.r induránc,a t inat é dad |  -  |a P o r t ' = z  
r -  '

A assocìação de indutâncias segue a mesma Ìógica das rcsìstências.

Como medfu indutânciâs

A maÍeira mais simples consìste na medição dos vaÌores
máximos da coÍÍente i e da ddp VL com o osciÌoscópio, num
ciÍcuito em que â resisrência é muito menor que a impedân- r
cia indutiva R<lZLl. Nesta situação a resistência R <lê, a
intensidade de corrente, porque:

t - l

t (

Vn=Rj  e  L=ë ry r(')vR.^

Teoricamente seria ainda possível usarquâÌquer dos outros métodos discutidos para
o condensador Na pÍática aÌguns desses procedimentos tomam-se ìmpossíveis dado que
não existem ìndutores ideaìs, sendo necessiíÌio entrar em conta com os efeitos da resis-
tência e capâcidade dos enroÌamentos.

Uma âssociâção série RL compoÍa-se de uma forma análoga a um circuiro série
RC, podendo ser usadâ como dìfeÍenciadoÍ, integrador ou filtro. No entanto, as proprie-
dades dos indulores reais introduzem grandes impeÍfeições na aplicação desses circui-
tos, sendo pref€ridas âs associações RC.

Potência num ciÌcuito indutivo

Se I(t) = I"sen ('t a potência instantânea é dada por

p(t) = V(t)I(t) = I.V.sen or cos í,r = 1 Idv,sen 2or
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A análise do gÍáfico peÍmite concluir que a potência média dissipadâ peÌo indutor
é nula. Este valoÍ Dode seÍ conÍìmado a Daíir do cálculo:

=0 em que ú)=2r./T
2T

J pdt

J o t

Fisicamente a energia é trânsferida da fonte de coÍrente e aÍmâzenada na foÍma de
campo magnético no indutot no semiciclo de âumento de coffente. Esta energia é restì-
tuída àfonte no semiciclo de diminuição da conente. Em média Íenìumâ energia é reti-
rada da fonte mas sim trocada entre a fonte e o campo magnético que se criâ no indutor.

Circuito ressonante RLC

Um circuito como o da figura,
condensador associados em série
entre a conente e a ddp em cada
direita.

constituído poÍ uma resistêncìa, um indutor e um
designa-se por CÍRCUITO RLC SÉRIE. A Íelação
elemento está reDresentada no diasrama vectorial à

A impedâncìâ total do circüito é
t . _

Z r = K + l d L -  e a d d D n â c â D a c r -
r ' ( l

dade e no indutor estão exacÌamenÌe em
oposição de fase (O = 180.). O facto dos
indutores introduziÍem uma difer€nça de
fase entle a corrente e a ddp que é simé-
úrca da que é introduzida pelos conden'
sadores, permite construir circuitos
ressonantes, Na figura encontra-se rcprc- Èdodflo
sen(adâ d vrriacào Je lZ,l em funcio da

R.ur!ênol
rrequencì4. oesÌrnguìnoo
em que cada um dos componentes pre-
dominâ.
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Pam simplificaÍ o estudo do cìrcuitô imaginemos que a resistência é muito baixa,
podendo ser desprezada. Nesta situação temos um circúto LC série em que â impedância

t _toÉl-e zT =JdL + .r  -  ,  Em moduto lem-se:

lzr l  = IZL+ Zcl =

Para o= ! a impedância anula-se.
!LC

A frequência f" = L desisna-se Dor.'  
2n.íLC

FREQUÊNCIA DE RESSONÂNCIA.
Se a impedáncia se aFoxima de zeÍo a coÍ-

rente atinge um máximo e o circuito enconha-
se em regime rcssonarìte. A figura mosfa como
varia a coÍÌente que atravessâ um circuito LC
série ein função da frequência.

Comparemos agorâ o funcionamento dos circuitos LC série com os circuitos resso-
nantes LC paralelo. A figüa abaixo ÍepÍesenta-os a pal para podermos meÌhor com-
prcender como se comportam em função dâ ftequência do sinal de entlada. Usando âs
rcprcsentâções complexas paü as impedâncias do indutor e do condensado\ ZL= j,LjL
e Zc = -jlúic, tem-se pam cada associação

f-t
9 ? '
l - "

,""=:(.t-#)
L ?furlclo

l t r i

lLC
Em qualquer dos casos a frequênciâ de ressonância é igual a

fo = I . No circuito LC paralelo a correnle e
2ínlL C

r63nula Dara a íreouência de ressonân-

cia, enquanto que, pam o rc séÍie seÍá infinitâ.
No circuito LC séÍie Zrc --) 0 quando (D -) {r0, e no circuirc rc paralelo Zrc + -

r Cono a imp€dânciã é um númerc @mplexo 6Ném rcleúbrd os êleÌnentos btuicos da rcprcserta-
ção Lômples que re eÍcorrram na zona da TABELAS.

I



Consideremos um circuito R LC como
o da figura, uma resistência em série com
um paraleÌo LC. O módulo da impedância
tolaÌ do ciÍcuito vale:

lZ, = \F+Z'; =

Se V. é a ddp de entrada. quando fJfo,
tem-se I ZLc l J -e VLC-+V.. Se representar-
mos a razão da ddp de sâída pela de entrada
VLC/V. em função da frequência f obtém-se
uma curva com um máximo para a frequên-
ciade r€ssonânciâ f= f0. Esla curva é coúe-
cida por curvâ de ressonância do circuito
R-LC paraleìo.
No cìrcuìto RLC série, quando fJfo tem-se lzlcl-ì 0. Se trâçarmos umâ curva de

+, esta Íâzão será nula paÍa f= fo.

Da observaçâo dos gúficos anterioÍes podemos concluìÍ que os circuitos ressonantes
RLC podem ser usados como filtros passa,banda ou elimjna-banda. Quando usados co
mo tâl é útil defìnir-se o factor Q de qualidade do cjrcuito. Sejarn fL e f, as frequências
para as quais se tem VL./V. = l/tr2. Designa-se por factor de quâLidade Q a quantidade,

^f f, fl

fo

em que Àf = f, fÌ é a largura da banda passante (ou banda rejeitâda). O factoÍ de qua
Ìidade é uma medida da largura da cuÍva. Quânto mais elevâdo é o valor de Q, mais
(apertadD é a curva, logo mais selectivo é o filtro. No filtro R-LC paÌalelo tem se

Q - o0RC. e para o filrro Rl-C .erie O = (!0 F.

Tlansformadores

Os transfoÍmadores são aparelhos que permitem, pela aplicâção do prjncípio da
indução elóctr ica, aumentar ou dìminuir  a ampl irude de tensões que variam no

Um transformador vulgaÍ é constituído por uma parte central de feno macio em
fbrma de moldura designado por núcleo. Como mostra a figura, de um Ìado tem-se um
enrolamento de Nr espiras ligadas à ddp de entrada, o primário do rransformador. e do

I  I  \ 2R ' * l  '  I
\ ; - " /
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outro lado N. espiras, ligadas ao circuito utilizador, designadas por secundário. Na
figura da direita apresenta se o símbolo com que se repÍesenta um transformador num

No transfoÍmadot a corrente altemâ que circula no primáío provoca uma alreÌâção
no campo magnético do núcleo, e este fluxo magnético O varìável vai induziruma força
eÌectromoÌriz €. no secundáÍio. A lei de Farâday permile estabeleceÍ uma relação entre

ai dua\ gÍandezas. L-- N {Õ . Oesta equrçrio e dr ânatoga para o primário dedu,/-^ Ì '
-se a EQUAçÃO DE TRANSFoRMAçÃo

c  =_  l L
€o No

A aplicâção mâis vulgaÌ dos transformadoÍes é nâ passagem de uma tensão elevada
e corrente baixâ a uma tensão baixa e conente mais elevada. como nos cen[os de irans-
Íbímação onde a tensão pÍoduzidâ numâ central térmicâ, nucleaÌ ou hidroeléctricâ passa
de kV pârâ os 220 V da rede urbanâ. No Ìaboratório e em casa passamos frequenre-
mente da tensão fornecida peÌa EDP (-220 V) para a necessiiria ao funcionamenÌo dâ
mâiorìa dos instÍumentos e apâÍelhos (t24, 115, 19, 15 V após. conveniente Íectificâ-
ção). A vantagem da tmnsformâção junto dos sítios de utilização é reduzir as peÍdas por
caÌor no transpoÍte da energiâ elécúica, uma vez que a potênciâ dissipada é função do
quadrado da conente que passa nos fios (P = V"I" = RI"r).

Representação complexâ da ddp e da corrente alterna

Para estudâr circuitos eléctricos com vários componentes reactivos. componentes
<sensíveis) à frequêncja do sinal, em que âctuam sinâis sinusoidais. é muiÌo con-
veoiente usar â repr€sentâção exponencial dos númeÍos complexos. Neste curso
de introdução à Física ExpeÍìmental apenas abordaremos íesumidamenre os ele-

J
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mentos essenciais dessa represenaçAo, para o que se segue é âconselhável consultar
as TABELAS onde se descrevem os números complexos e algumas das suas proprie-
dades.

Lei de Ohm generalizâdâ - Impedância

Toda a ddp sinusoidal do tjpo V=Vocos ('t pode escrever_se como a paÍe real de um
número compÌexo, isto é, V=Àe(Vo.ej.,). ApÌicando esta representaçào a um circuìto
com uma capacidade C, â relação entre corrente e ddp pode_se escrever como:

,  ^ o V  ^ ,  V . e ', = .  a ,  
= " "1  

r l i . c  I
como Z - J-^ íâqui u\amos d e(crila em rtatjco pâÍa as gÌande,,ai complexâ,r í rela

l@L

ção entre corrente e ddp em notação complexa assume a forma

V = Z l

em que I, V e Z são quantidades complexas.
Esta equação é formalmenre idêntica à Ìei de Ohm referjdâ no início da leitura, don

de esta reÌação ser considerada como a lei de Ohm generalizada.
Vejamos, por exemplo, como a paÍir desra lei se pode Íe.uperar a relação enrre a

corrente e a ddp num inúrtor

I = Rá (I" ebÌ = R"tl" (cos {or +jsen ot)l = Iocos ú)t

V = R€ (I..e!'.jú)I-) = R€ tlo C(ol-cos ('r + j(ol-.jsen (,oi

V =  I " o l s e n o t = L ! L
dr

PaÌa os componentes Iineares (condensadores, indÌrtores e Íesistências) que foram
.já estudados, â impedância complexa é a geneÍalização do conceito de Íesistência e vem
dada por

Z n = R zL= jloL

Usando a noção de impedância, a associação de componentes em série ou em para-
lelo assume as mesmas características pâra todos os elementos,

Associação etn SÉRJE Zr= t Zj

As.ociaçào em PARALELO l-  -  t  -
Z '  -  / ,

No curso proposto basra consideÍâÍ o valor máximo dâs ddp e correntes o que fâz
intervirÌos cálcuÌos apenas o módulo da impedância total. por ãxemplo, numa aisocia_
ção RLC em série, tem-se

)z RLc | = tzR+ z.+ zLt = 
fR? 

+ (.)L -

- l

l 6 ó
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Díodo

O díodo é um eÌemento passivo em que não se verifica uma relação linear entÍe a
corrente I e a ddp V aos seus teÌminais, Quando polarizado num certo sentido o
díodo coúduz oferecendo pouca resistência à passagem da coÍente eléctdca. Se o
poÌarizârmos no sentido oposto, a corrente qug o atravessa é vfuias ordens de gran-
deza iníerioÍ à corrente de condução. Num circuito este elemento representa-se
por:

A setâ indica o seÍtido permitrdo pma a passagem da corrente eléctÍica, do ânodo
(polarizado positivamente) pala o cátodo (polarizado negativamente). Intemamente, um
díodo é fomado por umajunção de material semicondutoÍ, sendo os de silício (Si) os
mais vulgares.

Uma junção de silício tipo n-p é uma
pequena pâstiÌha de siÌício íormada de duas
paÍes. Numa implantou-se um elemento re-
ceptor de electrões (por exemplo borc) paÍe
p, na outÌa uú dâdor de electÍões (por
exemplo fósíorc) paíe n.

A junção n-p e os contactos óhmicos, isto é, os seus terminais, constituem um díodo
de junção. Se aplicamos uma ddp à juÍção e Ìigarmos a pane p da junção ao negativo
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haverá um breve fluxo iíicial de cargâs e depois a correnre inrerrompe se. EsÌe regirne
designa-se por polarização inversa e está representado no esquema da direitâ. Se apli-
carmos uma tensão posìtivâ à zona p as cargas negativâs da zona n serão atraídas e a
coÍenÌefluirá. Está se em regime de polarização directa, como ÍepÍesentâdo no esquema

--)- -)+-

Para uma melhor compreensão do modo de füncionamento de umâjunção p n deve
consuÌtâr a l,eituÍa 8.

Câmct€rística ddp - corrente

A característica ddp-conente de um díodo ideâl seria: corente nula parâ uma polariza-
ção inveÍsa e infinita paÍa polaÌização directa. Este modelo €stá Íeprcsentado na lìgura
da esquerda. Nos díodos reais nem a conente é nula paÌa qualquer poÌarização inveÍsa
nem infinita quândo polaÌizado directamente. A figura da diÍeitâ iÌustra o compoÍa,
mento reaÌ de um díodo de silício.

A corrente ID qu€ perco.re um díodo quando polarizado com a ddp V é dada teori-
camente por uma função do tipo exponencial

r-)l---l
t l
L_@
"Ìiïfff'

:
ID = I , (e " ' KT

q

ló8

l) em que Vr =



K é a constânte de BolÌzmann (1.38x10 ,3 JK Ì), T é a tempeÍatuÍa absoÌutâ em k€lvin
(0.C = 273 K), q é a caÌga do eÌeclrão (1.6x10 1e C) e I" designa a corenre de sârura-
ção (conente máximâ com polarização inversa). Estâ corrente depende da concentrâção
buracos-electrões e da áÌea dajunção. Assim, I" serve como factor de escala parâ a

corÍenre da iuncáo. O Dará-.t.o V, - KT =
q 

'  
l t  000 

v é deçignâdo por tensáo equi-

valente à temperatura T. A conente de;aüração I" é tamMm uma função da tempe-

O sentido de ID é da paÍe p paÌa a n (dentÍo do semiconduroÍ) e VD é positivo para
umâ junção polarizada directamente. PaÍâ T dâ ordem de 2'/,C, i.e. 300 K, tem-se

Í v
V  - 2 5 m V . S e l \ < V r . i c o r r e n t e l r , -  

V "  
\  o u  r i m p l e s m e n l e  l . =  

-  
e  p o d e  d r , / e r -

-se que o díodo se compoía como uma resistêncja. Mas isto só é válido pâra lensões

muilo bai\r . :  Quando V -Vr.  a corÍenle e dada po, t ,  -  t .c:  .
Com â junção polarizâda inversamente e lvl muito supeÍior a Vr, remos que

ID- -1,. O sinal menos signilìcâ que esta corrente flue em sentido oposro, isÌo é, da paÌte
n paÌa a p. Como as coÍentes directa e inversa diferem em várias ordens de grandeza,
é hâbitual considerar escalas diferentes nos semi eixos quaÍdo se representa grafica
mente a curva V(l).

Em regime de polàrização ìnversa, se a ddp aplicada aringe ceÍos valoÍes e âjun-
ção pudeÍ dissipar uma dada potência provocâ-se â disrupção não desuutiva dajunção,
e diz se que se está em regime de Zener Estâ siruação será detalhada mâis adiante.

Quando o díodo se encontra em condução, a taxa de vaÌiação da corÍente corn a ten-

,áo apl icada 11 - , l  permire def inir  RESÌSrËNCIA DINÀMtCA. dada por
o v

rd= ll CoÌÌr Vr - 25 mV e parâ correntes a variaÍ entÍe 1 e 25 mA, a resistência di nâ

mica rr varia entre 25 e I O. Este conceito permite definir para o díodo real em con-
dução um modelo mais realista. como se mostra na figuÍa.

Tem-se assim a associâção de um díodo ideal em série com a resisrência dinâmica
rd e com uma fonte de tensão, a tensão de polarização do díodo VD (ou Vp). Na prática,
paÍâ se determinar a resistência dinâmicâ e Â tensão de polaÌização nas condições de
fìncionâmento desejadas, rccorre-se à curva característica ddp-conente âos lerminais
do díodo. A resistênciâ djnâmjca ó dâdâ pelo declive dâ tangente à curva no ponto de
tuncionamento enquânto que a tensão de polarizâção é o valorda ddp no ponto de inrer-
secção dâ tangente com o eixo de V VD tem o significado de uma ddp que é necessá-
rio vencer parâ que o diodo enre em condução.

A relação entre a ddp e a corÍente no díodo envolv€ como vimos as grandezas VT
e Is que dependem da temperatura. Este facto reflecte-se ou na corrente que atravessa
o díodo ou ía ddp na junção. No câso dajünção de Si em condução, para uma conente
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constânte, a tensão V aos teÍminais do díodo diminui aproxilÌradâmente de 2.1 mV quando

a FmperaruÍa aumenta de I'C. o coeficiene de lemperatura vale então 
l{ 

- -:. r rnvl c.

A ddp de polarização VD para o Si à
tempeÍatura noÍmal é -0.7v A figurâ
represenÍa curvas caractenstrcas pâra
junções de siÌício e de arsenieio de gálio
com indicação dos modelos dinâmicos
adequados püa uma corÍente de condu-

9ão de 20 mA.
São tamMm vulgâres os díodos de

Germânio Gímbolo Ge, VD-0.3 V).

Aplicáções dos díodos

Rectificâção d€ meiâ-ondâ

Um circuito simples de um díodo em série com uma resistência de caÍga, como o da
figura, qüando alimentado com tensão altema, apresenta na resistência uma ddp apenas
com os ciclos positivos. Como o díodo só coÍduz em estado de polaÌização directa. nos
ciclos negativos não há passâgem de conente. Devido âo díodo apenas conduzir a paí
tir de um dado valor da tensão de polaÌização VD a tensão de saída vem atenuada d€sse

Paía V" = V"sen {rt tem-se, V,=(% VD)sen (,)t se 0< t <(2n+l)T/2 e V,=0 se
(2n+ 1)T/2 < t < nT, com n = 0, 1, 2, ...

Esta âcção do díodo no circuito é designada por RECTIFICAÇÀO DE MEIA-
-ONDA,

i
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Rêctificâção com âltsâmenlo

Quando ao circuito anterior acoplarmos um condensador em paÌalelo com a resistênciâ,
obtemos após a recÌificâção um sinal alisado. Como se mostra na figurâ, esÌe tipo de
circuito permite passaÌ de uma ddp variável a uma ddp quase constante.

O condensador amazena caÌga nos ciclos positivos ascendentes e descarregâ se
através da resistêncianos ciclos descendente en€gativo. A rapidez com que o condensa
dor se descarrega é dada pelo valor da constante de tempo RC do circuito. A descarga
do condensâdor píovoca à saída uma queda de tensão desigÍada por ondulâção residual

Esta pode sercalculada aproximadamente a paÍir da expressão da descâÌga do con-

densadorv ,o=%e R ' .  SeRC r  v . r t r .  %l l  * f  ) . , r1 ,o . i . " "a . .  
r . ' "1 .  a .

descaÍg.r pelo peoodo vem enuio V = \ V.(Tr = V. 
RTC 

.

R€ctiíicação d€ onda completa

A situação ideaÌ na rectificâção de tensões altemas consiste em apÍoveitar ambos os
cicÌos da ddp. o que se consegue com vários díodos convenientemente associados,
O esquema mostra como atingir este objectivo usaúdo um conjunto de quâtro díodos.
Os sentidos indicados pârâ a circulâção da corrente assinalâm o modo como estâ associa

ção permite a passagem dos ciclos positivos e negâtivos dà ddp.
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Uma fonte de tensão contínua ligada à alimentâção da rede (220 rr'. 50 Hz), como
as que são usadas para aÌimentar qualquer Íádio ponádl, pode ser facilmenÌe consrru-
ída com um úansformador acoplado a uma ponte de quatro díodos e a um condensâdoÍ.
Nesl€ caso, a tensão de ondulação Íesidual é câlculadâ para um tempo de descarga igual

a T / )  e  p o r  i i s o  v . - V . -  V . f l  t = V .  j ^  .  A , o n \ l a n l e  L t e  r e m p o  R (  d e v e , e r  d i -'  ' \ 2 1  "  2 R C
mensionadâ de acordo com a frequência do sinal a recrificaÌ. À saída do Ìransformador
deve ter-se uma ddp cerca de 1.5 V supe.ior à tensão de funcionamento do aparelho,
poÍ fbrma a compensaÍ as quedas de tensão no paÌ de díodos (se forem dÊ Si) que condu-
zem em cada ciclo,

Tipos de díodo

Díodos de sinal

Nos díodos djtos de baixa potência ou de sinâÌ, a poÌência dissipada é uma limitação à
corrente máxima admissível. PâÌa não <queimaD o díodo deve usar se no circuito uma
resìstênciâ lìmiÌadora de conente. Por exemplo uma resistência de I kQ limita a cor-
rente no díodo a cerca de l0 ÍÌA quando este foÍ cuÍto cìrcuirado com uma rcnsão de
l0 V As pequenâs dimensões desejáveis para esres componenres constituem rambém
uma limitação à dissipâção de calor As junções de Sj suportÂm como temperaturâ
máxima valores dâ oÍdem de 175.C.

Díodos Zener

O regime Zener num díodo ocone quando se produz a dìsrupção da junção p-n para
uma tensão de polârizâção inversa elevada. Os díodos que têm capacidade de dissipa-
ção para funcionarcm em Íegime de disÍupção são designados por díodos Zener O seu
símbolo e a curva caractefsticâ corrente-tensão estão representados na figura.

A ddp pâÍâ â qual a resistência do díodo cai bruscamente designa-se por tensão de Z€-
ner Vz. Os díodos de silício padem funcionar com tensões Zener que vão de viíios volt â
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várias centenâs de volt, com potências da ordem de 50 W Estes componentes são usados
como estabilizadores de tensão e nas aplicações em que se oecessita de uma ddp de rcfe-
Éncia muito esúveÌ. em geral associados com transístores ou smplificadores operacionals-

Díodos emissoÍ€s de luz - ILIED

OsLED (Lìght Emitting Dirde) são díodos que brilham quândo conduzem corÍente, tipi
camente da ordem de 5 mA a 20 mA. As cores mais vulgares são o vermelho, o laÍanja
e o verde a. As tensões de polârizâção situam-se enúe 1.2 e 2.5 V

O iimbolo Jo LED é
at
i_l

Usam-se como Ìânpadas indicadoras e em números ou letrâs Ìuminosâs.
Mas como é que uma junção €mite luz? Quando um electÍão salla da banda de con-

dução paÌa a de vâlêncìa (ver Leitura 8) liberta uma energia Es, e dois destinos são possí
veis paÌa essâ energia, A situação maìs frequente é seÍ tÍansformada em energia térmica,
introduzìndo vibÍação na r€de do silício. Em certâs condições, ela pode apaÌeceÍ na forma
de energia electromagnética. Pârâ isso é necessário que o saÌto em energia E s seja suficiente
paÍa pÍoduziÍ um fotão. isto é, que Eg>EÀ em que Ei=hdÀ é eneÍgia de um fotão de com-
prjmento de onda I, h é â constanG de Planck e c a velocidade da luz. Os rDateriais màis
usâdos neste tipo de díodos são do tipo âÍsenieto de gálio dopado com fósfom.

Díodos de câpâcidâde vâriável

Existe umâ categoria de díodos cujo vaÌor da capacidade inteÍna na juoção p n
vaÍia com o valoÍ da ddp aplicâdâ ao díodo de acoÍdo com â seguinte equação:

CLVr- ì .1 em que 0 e y. ;o paÌ;merro\ caÌacren;t ico\ do diodo. f . res diodor

são desienados por Varicap e são repÍesentados por

--)rr
São geralmente usados em circuitos de sintonia ou modulação eÍn frequência (ver

Leitura 7). Devìdo à varìação não lineaÍ das suas caÍacteístjcas, €stes díodos podem ser
utilizados na demonstracão exDerimentaÌ de sistemas caóticos.

Tfansístor
t'73o transístor foi o componente que revolucionou toda a El€ctrónica, vindo substituir as

válvulas na maioÍ paÌte das aplicações. O primeiÍo transístor nasceu dois diâs antes do
Natal de 1947 nos ÌaboÍatórios AI&T Bell das mãos de W Shockley, w. H. Brattain e
J. Bard€en quando, a paÍiÍ de um pedaço de semicondutor de geÍmânio, conseguìram
amplificar um sinal em tensão, As gÍandes vantagens deste componente em reÌação à,s

rOs díodos eúissoÈs na zona do âzulsão menos fÉquentes pois os nateriais que emiiem na zona do
azul (I -450 ím) como o carbite de sìlÍcio são de fraco rendimenio luniÍoso e outros cono o nìtrito de
sálio e índìo são muio carcs.



suas antrepassadas, as váÌvulas, são: dispensarem o vazio, o âquecimento de filaÍnentos

e altss ddp; oferecem a mesma capâcidade de contÍolo numa dimensão e com consumo
váÌias ordens de $andeza infedoÍ e têm uma respostâ muito Íìais Íápida.-

O traÌìsístor é o exempÌo Ínais importante de üm componente âctivo. E um disposi-
tivo que amplificâ sinais, produzindo uma saídâ com po!ência superior à da entradâ
A potência adicional é fomecida pela fonte extema usada na polarização do traNístor.

Hoje em dia existem muitos trpos de transístoÍes, mas os mais vulgaÍes são as jun_

ções bipolarcs de material semicondutoL Consoante o trpo de junções são referidos poÍ

mrÌï
C B E
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PNP ou NPN. Estes últimos são mais vuÌgaÍes
O tÍansístor bipolÂr é um componentre com três

rerminais designados poÍ colector C. base B e emis
sor E. O símbolo usual paÍa üansístorcs do tipo
NPN esú repÍesentado à dircltâ, conjuntalÌìente com
um esboço do âspecb fisico desüe componenle.

Para o transístor funcionar é necessário que
uma das junções estEa polarizada diÍectamente, a base-emissol e a outÍa (base_colec-
tor) polarizada inversaÍnente. Nestas condições estabelecem-se correntes como indìcado
no esquema,

.& w"'
As aldp entre os diversos ternunars e as coÍlentes que fluem estão indicadâs de acor-

do com a notação usual dos circuitos eléctricos. A relação entle corÍenÍe e ddp não é

uma única como nos componentes lin€ar€s ou no díodo, O comportamento eléctrico do

tÍansístor deve ser descdto pelas Íelações entre seis vaÌiáveis (três correntes e üês ddp).

As leis de Kirchhoff  dizem que IB+ Ic + IE =0 e
VBE - vcE + VcB = 0 donde apenas quatÍo alas variáveis ante_
riores sercm independentes. Um modelo pomenoÍizado do
traíìsístoÍ basela-se na relação entÌe essas quato vaÍiáveìs

No entanto em Íìuitas situações práticas pode-se Íecor-
reÍ a um modelo simplificado do transístor baseado nos
seguintes factos:

I quando em condução, a ddp bsse-emissoÍ VBE tem
um valor do cerca 0.7 V para junções de Si- Esta



câÌacterística não é de estÍanharjá que a juúção bâse-emissor é em tudo análoga
à de um díodo;

r a corÍente de colector Ic é aproximâdamente igual à corrente de emissoÍ lE.
De facto tem se IB<IC e por isso Ic = -IF (para muiÌos transístores tem-se

-  I c .

100
Definimos âssim o seguinte modeÌo simplificado: um transístor na zona activa tem

VÈF =0.7 V e Ic = I E. Esta relâção é suficientemente aproximada para efeilos de cálculos,
nãopretendendoexpÍ imiÍqueIB=0.DefâctoIc 'proporcionalalucomlc=ÊlBeB=100.

Para que um transístor funcione. as junções devem estar convenientemente polaÍi-
zadas, garantindo se que VC>VE,

Na figurajunta indica-se o exemplo de
um circuito de polarização. Segundo o mo-
delo sìmpÌificado do úansístot na ausência
de tensão de entrada, tem-se VB= 0 v,
Vc = +12 V Vr= -0.7 V e Ic= IE= l . l  mA.
Tem-se âinda que quando a ddp na base
varia de ÀVB, â tensão no emissoÍ varia de
^VE = ̂ VB. O ganho entre a base e o emis
soré um. Estetipo de configuração designâ
-se por seguidoÍ de emissor

Uma configumção mais inleressânte, que
evidencia â capacidade de ampliíicação do
transíslor, ó apÍ€sentada na figura seguinte,
Nâ entÍada do circuito é aplicada umâ tensão
sìnusoidal. O condensador garante que ape-
nas a pâíe variáveÌ do sinâÌ é comunicada à
bâse. não se altemndo condições de funcic
namento do transístor As tensões de polaÍj-
zação que se obtêm a parÌÌ do modelo simpli-
ficado sâo, Vn=2.2 V Vr=1.5V Vem então
Ic=IF=1.5 nìA e Vc =7.0 V

Agora, umâ variação na tensão da base de ÁVB provoca uma variação na corrente
de coleclor dada poÍ AIc = AVB/RE que por sua vez fâz aÌterar a tensão no coìector de
ÂVc= 41.p.. 6 tunno em tensão Av definido pela razão entÍe o sinal de saída ÀVc
que se obseÍva no colectoÍ e o sinaÌ de entrada ̂VB que se aplica na base vem então
dado poí

, ÁVc Rc
' - '  

À v u  R !

No eÀemplo dado este ganho vale - 3.1. F e.ta a propnedade revolucionarid do
transístor! Amplìficâr sinais de tensão. Em termos de potência o ganho é ainda maiot
cerca de 330, pois Ic = l00IB. O sinâl - no ganho signjfica apenas que o sinal de saída
está inveíido em relação ao de entÍada.
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Nesta leitum o transístor é descrito de um modo muito sucinto. O objectivo não é o de
realizfi o estudo deste componente, o qual tem o seu lugar nas disciplinâs de electrónicâ.
A râzão desta aboÍdagem resumidâ reside no facto de, em físicâ experimental, os tÌansdu-
tores eÌéctricos seÍem imprescindíveis e muitos deles seÍem construídos com base em cir-
cuitos integrados (CI). Os Cl são (pastilhas> de materìâl semìcondutor ou .áis onde mari-
zes com centenas de transhtores, díodos, resistênciâs e capacidade são deseúados- El€s
permitem executaÌ um gÍande número de operações num espaço reduzìdo da ordem do cen
tímetÍo qììadmdo, a maior paÍe do qual é reservado às ligações de entÍâda e saída.

Amplifi cador operacionâl

O amplificador operacional (abreviadamente amp op) é basicâmente um dispositivo am-
plificador de gânìo elevado, que pode ser associado dircctamente â ouúos andares, e
cujâ resposta global é controlâda por uma maìha de reâlìmentação. Este tipo de amplifi-
cador é usado num vasto conjunto d€ funções, que transcendem a simples amplificação
de sinais. Nos nossos dias é vulgar o uso de ampìificadores operâcionais integrados.

Um amp op é repÍesentâdo por um tiângulo em que gerâÌmente se assinalam expli-
citâmente âpenas as duas entradas e a saída, As entradas vêm maÌcadâs com (entrada
inversora) e com + (entlada não inversora). Como veremos esta designação está ligada
à inversão (ou não) da fâse do sinal à saída. Um amp op é um amplificadoÍ diferencial,
ou seja, o sinaÌ à saída é função da diferença de potencial entre a entrada inversora e a
não inversora. Seja V* a diferença de potencial entre as entíâdas + e (V.-V ), então
o ganho diferencìal do amplificador básico é definido poÍ

Nas figuras seguintes ÍepÍesentâ se. âlém do símbolo usâdo no desenho de circui
tos eléctricos, o aspecto físico de um amp op indicândo-se o significâdo de rodos os
seus oito contâctos eléctÍicos

V (+l2V)
Saída v.

Ajuste de zero

EntÍâdâ inversora v_

Entrâda não inveÍsora v+

v (-12 v)

En geral os amp op integrados são desenhados para serem alimentados por fontes
de alimenÌâção simétricas, sendo um valor típico È12 V Este valor é contudo indicâti-
vo, podendo variaÌ com o tipo de aplicâção pretendida. Existem também amp op dese-
nhados para funcionaÌem com fontes de alimentação simples (por exernplo pjlhas).

As carâcterísÌicas de um AMP OP IDEAL são:

r ganho ditercnciaÌ em tensão infinito (em mâlhâ abeÍa, i.e-, sem realimentação)i

I imDedância de entradâ infinita:

KA74I
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impedância de saída nula;

banda de passagem de fÍequências infinita:

V i r d r = 0  s e  V . = V

Os amplificadores operacionais integrados oferecem um conjunto de caÌacterísÌi-
câs que os aproximâm do comportamento de um amp op ideaÌ. Para alérn disso o seu
cuslo é baixo e são bastante Íobustos.

Algumas das carâcterísticas dos âmp op reais são. 
'

. gânho difeÍenciâl em lensão da oídem de 106 para correnle contínua (e em ma-
lha aberta);

I inpedância de entrada elevada (>l MO);

r impedância de saída bâixa (-100 O);

t intensidade de corÍente limitada a um
valor máximo (25 mA é um valor tí-
prcoJ;

. gânho que diminui com a frequência,
podendo atingir um vâlor unitário paÍâ
fìequências da oÍdem de I MHz. EÍa
úitima câracteÍística €ncontra se ilus
trâda na figura.

Circuito comparadoÌ

Vejamos agorâ o que sucede quando se usa o amp
exemplificado na figura.

Neste caso a entrada não inversoru está ÌigJdÂ à
massa e a entÍada inveÍsoÍa a uma fonte de teÍsão
que a coloca a um determinado potenciâl em Íelação
à massa. Se a diferença de potencjâl entre âs entÍa-
d a \  r e - Í o r p o r e \ e m p l o . V -  -  l V  o b r e m o '  à
saídâ V, = 106 Vl l l  ImpossíveÌ. . .  Que se passa

op num circuito simples, como o

então?
Para começâr a ddp à saída do amplifìcador não pode ser mais elevada que a ten-

são de âlimentação (por exemplo 112 V). PorÌanto, paÌa lV* superior a um determi-
nado valor, a tensão de saída saÌura e toma-se independente da entrada. No nosso exem-
plo, admitindo que â ddp de saída pode atingir â tensão de alimeotação, a tensão de

enlrada DaÍa â oual . .  ur,ne. u suturacào é 
V l  12 '  "

-  A l -  t o ' -  ' ' t "



Bastâ â apÌicação de uma pequena ddp à entradâ para provocaÌ um grande sinal à
saídal Este circuito designa se por compaÌador.

Addp à saíala tem apenas dois valores, um Y

alto e outro baixo, conforme V. >0 ou V. <0
(ver gráfico). IdeaÌmente tem-se paÌa um com-
parâdor:

Vs = + V. quando V* > V
v s = - V .  q u a n d o  V . < V  \

No exemplo anÌerioÍ a passâgem entle o
valor alto e baixo dá-se quando a tensão na
entrada inversora passa de negativa a positiva, -v
porque o valor de compaÌação é zero: a entrada

vè

não invenom está colocada à massa. É evidente que se pretendemos fazer a compâÍâção
com um outro valor de tensão basÌa colocar a entrada que faz de referência (no exem-
plo antedor a não inveÍsora) a essa tensão. Na figura seguinte encontra-se um circuito
em que se faz a comparação do valor escolhido de tensão com o sinal sinusoìdal de uma
fonte de tensão. Neste caso, como a lensão variável a compaÌaÍ se encoÍtÍa apÌìcada na
entrada nâo inversora. não há inversão na fase do sinal à sâída.

Vejamos agoÍa como se pode usaÌ um amp op paÌa comtruir um amplificador de
ganìo estabilizâdo. Para tâÌ é necessário recoÍermos à Íealimentação.

Realim€ítâção

A realimentação (reúoacção ou feedback\ ê o ptocesso pelo qual se apÌica uÍna frâcção
do sinal de saída de volta na entrâda pzua controlzr a Íesposta do circuito. O princípio,
em si é aplicável â difeÍ€ntes tipos de mecanismos não sendo exclusivo dos circuitos
eléctÍicos. Por exemplo, já o regulador de esferâs da máquina a vapor de Jam€s watt se
bâseavâ no princípio da realimentâção.

A reaÌìmentação pode seÍ positiva ou negâtiva, Aqui apenas vamos tÍatar casos
em que a rcalimentação é n€gativa. Nesse caso o sinal de amostragem dado pela
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malha de Íealìmentação tende a diminuir o sinal de entradâ e por isso apÌica,se
sempfe na entrada inversora do amp op-

Através da realimentação o ganho do amplificador operacional é propositadamenr€
reduzido. Com eÍe método tenta se establizaÌ o ganho do âmplificadoÍ, tomândo-o
(dentro de ceÍos limites) independente da frequência e âmplitude do sinal de entrada.
O vaÌor do ganho fica também deste modo bem determinado a partir dos elementos pas-
sivos colocados na malha de realimentâção. Em muitas aplicações toma-se possível
substitu um dado amp op por ourÌo <do mesmo tipo), sem que âs características do
(ìrcui to \enhâm afecradar.

Como se viu no exemplo do compaÌadot devido âo elevado ganho em mâlha aberta
do amp op, basta um pequeno valor d€ V, pâra produzir a saturação do sinal à saída.
Por isso, se o amp op configuÍado como ampìificâdor não está satuÍado, isto significa
que a ddp entÍe as duas entradas deve ser quase nula, Vr =V, V = 0. Esta regra é
essenciaÌ para a compreensão do funcionamento dos circuitos que se seguem.

Amplifrcador inveÍsor

Com o amp op montado como se mostra na fi-
gurâ. a maìha de real imenraçào e apenJ\ consr ' -
tuída peÌa resistência Rr.

O ganho pode ser facilmente d€terminado
tendo em arenção as caractení ica. do âmp op
ideal ja reÍeridas e as ddp e correnLes repÍe\en
Ìaoas no esquemâ segutnte,

Assjm temos que o potenciâi na enrÌâda jn
v e r \ o r â  V  d e v e  \ e í  n u l o  j á  q u e  V ,  =  0  e
V, - -V. -V * 0 tregÌa do amp op ideal náo sa-
turndo). O valor da intensìdâde de corrente i que
entrâ no ampÌìfìcador devení ser apÍoximada-
mente zem pojs a impedância intema R, é muiro
elevada e o potencial V- é prâticamente nulo.

Pela lei dos nós, se i = 0 então i L = iz. À ddp à entrada V" e d€ saída V" são res-
pectivamente iguais a

Y = - i 2 R , = - i , R ? =  V " . R ,
R

= R ,
R 1
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A tensão de saída encontra-se em oposição de fase r€lativamente à tensão de €ntrada
e daí este amplificador ser designado por inversoÍ EsÌa caracteística resulra do facto
do sinal de enúada ser aplicado na entrada inveÍsorâ. O ganho do ampÌificâdor com rea,
limentacão v€m dado Dor



Ampliffcâdor não iÍv€Ísor

Vejamos agora como determinar o ganho de um
amp op montado na configuração dâ figurâ, em que
agord o "inal de enlrâda e âplicado nx entradr niu in
versora do amp op. Tal comojá foi dito. continuâmos
a consìdeÍaÍ que V. =V* V = 0, e que i =0 (o que
faz com que i r = i ,) como representado no segundo es-
quema. A ddp de entrada é dâda por

V . = V .  + i , R , =  j , R ,

enquanto que a ddp de saída

V = i l  R r  +  i ,  R ,  =  i ,  ( R , +  R , )

O ganho vem âssim igual a

^=l  = ' .1
A sâída tem o mesmo sinal da entrada e o âmplificadoÍ é designado por não

I)imensionâmênto dâs resistências da mâlha de r€âlimentâção

Em princípio pâra se obter um det€rminado ganho basta usar Íesistências cujo vâlor sa-
tisfaça as rclações obtìdâs. CoÍtudo na práticavalores muitoelevados (>1 Mçl) ou muito
baixos (<100 O) não são aconseÌhados. A implementação de circuitos com resistênciâs
de valores muito elevados, leva â que as intensidades de corrente que circuÌam nas
malhas de Íealimentação sejan da oldem de grandeza das intensidades de correnle que
entÍam no amp op, pelo que as aprcximâções feitas deixam de ser váÌidas. Por outÍo
lado o uso de resistências muito pequenas leva a que as inÌensidades de corrente sejam
elevâdas, o que também é inconveniente pois os amp op's têm limitações na corÍente
máximâ que podem forneceÍ à saída.

CiÌcuito soma

O circuìto da fisura constitui um somador de sinais.r80



Ele é basicamente um amplificâdor inversor com múÌtiplas entradâs pelo qu€, como
foi visto acima. o ponto X comportâ-se como uma massa virtual, isto é, encontÍa se âo
potencial zero. Assim o sinal em câdâ um dos pontos de entrada A, B, erc. não é âfec-
tado peÌa preseúça dos restantes. A intensidade de corÍente que circuÌa na resistênciâ R,

e dadr por i  ,  -  i ,  + i  ,  + .  Arendendo r que i , :  
f , '  

" i , -  
f , '  

.  , . r  . "

-v . -v ,  F -  v ,  l '  -

No caso de todas as resistências terem iguâl valor Rr= Rr= R, = . o valor de V é
simplesmente iguâl ao simétrico da soma das rensões de entrâda Vr + Vr + ...

CiÌcuito s€guidor d€ tênsão

O circuito seguidor de rensão rem ganho igual a I, sendo o sinal de saídâ igual ao da

A sua utildade eíá no lacto de apre\entar uma impe- |ì._
dàLncia de enlrada muito elevadd e uma impedáncia de .arda .. l )--r-
baixa. Como vemos na figura a enrrada não inrer.ora encon- 

": 
fV | ï

Ì ra-.e l igada di Íecramenre d sdida. togo V-v. -L 
-  

I

Um exemplo de aplicação desre circuito encontrâ-s€ na figura a seguir.

Um voltímetro ânalógico encontra-se ligado à saída do
amp op. Desta formn consegue,se melhorâr consideravel-
menie a resistênciâ inlema do voltímetro.

Um grande númeÍo de outras aplicações do amp op podem ser consrruídas a partir
das configuraçõ€s básicas estudadas. Consoânte o tipo de componentes que são co-
locados à enÍada do circuito e na malha de Íeâlimenração do aÍnplificadoÍ não inver-
sot assìm podemos coostruir ciÌcuitos que realizem opemções matemáticas como deri-
vação, integração, exponenciação, logaritmação e inversão.
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LEITURA 5

O que é Temperatura

7-FEMPERATURA e a grande/r que nos di/ quão quente ou frio esrá um corpo.
I Depende não sd da energia internr do corpo. como da sua masa e da. 'uas carac-

Os objectos, sisÌemas físicos, com que lidarnos habitualmente e que são sujeitos à
nossa observação e experimentação, são constituídos por um imenso âglomerâdo de áto-
mos e moléculas, cujo número é da ordeÍn do Número de Avogadro (6.02x104 paÍí-
culâs por mole). Atendendo a que estes átomos e moléculas se encontram ligados entre
si e em constante movimenÌo, é extraordinário como necessitamos apenas de umreduzi-
do número de parâmetros paÌa descrever completmente o estado macroscópio de um
sistema. PoÍ exemplo, um pêndulo simples em oscilação fica completament€ caracteri-
zado pela sua massa, voìume, velocidade, posição, temperatuÍa, susceptibilidade mag-
nética e alguns outros paÌâmetros adicionais. A descrição microscópica deste mesmo
sistema envolveria o conhecimento da evolução ao longo do tempo de cercâ de 10,4 va-
riáveis, o que é impossível, mesmo paÌa os meios de cálculo hoje postos à nossa dis-
posição.

Uma das principais razões paÌa a simpÌicidade da descrição do mundo macÍoscó-
pico reside no facto de o tempo necessário para se realizar uma medição simples ser
muìto superior aos períodos caÌacteísticos dos movimentos âtómjcos, da ordem de
l0 r5s. Se pÍet€ndermos conhecer por exemplo a posição do pêndulo com umâ preci

I\áo de 
lft 

s. podemo, usJÍ uma máquina torosráfica pdÍa es.e ereiro. Simpìes-

mente. durante o tempo de exposição do fìlme as paíículas constituintes do pênduÌo
executâm mais de 10rr cìcÌos de um movimento de inteÍâcção complexo, A conclusão
a tirar é que â imagem revelâda é de facto a mé.dia de um grande númerc de movimentos
micrcscópìcos. É deste prccesso de média estatísticâ que resulta a simplicìdâde dâ des-
crição dos sistemas macroscópicos.

A Mecânicâ e o Electromagnetismo conslituem doÍúnios da Físicâ que estudam con-
juntos particulaÍes de variáveis sobrcvìventes deste prccesso de simplificação como se-
jam o voÌume, pressão, módulos elástìcos, permeabilidade eÌéctrica. momento dipoÌar
eléctsico, etc. A estas v[iáveis encontÍâm-se associadâs dìfeÍentes foÍmas de eneÍgia.
como sejam a energia potencial gBvíticâ, energia cinética, energia potencial elecFostá-
ticâ, etc, No entânto, os modos intemos de movimento apesaÌ de se ânulaÌem quase todos
durante o prccesso de médiâ, têm a eles associâdos uma eneÍgia que pode ser quantìfi-
cável e cuja soma tem de facto um efeito macÍoscópico, é a ENERGIA INTERNA do

A energia inteÍna resulÌa da conÌribuição das eneÍgìas cinética de úanslação, rota-

ção e vibração dos átomos e moÌéculas que constituem o sistema físico, e aìnda da
energia potencial associada à iÍteÍacção mútuâ das paÍtículas oÍganizadas na estÍu
tura constituinte da matériâ. A temperaturâ é a grandeza macroscópica mais simples
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LETTIIR,{ 5

que é usada para medir a cncrgiÂ ìnlerni ì .  Ela encontra-se direcrâmcnlc associad.r
às nossas sensações de lìio e quente. embora a sensação lísìca de quenÌe/frio pro-
vocâda por um corpodependâ ainda de outros lìclores como sejam a sua câpâcidadc
caìorí I ica e conduct ibì Ì idade lórÍnica. Microscopicamente, â tcf fpcfalura Ìnede
apenas a energiâ c;nól ica média do movìmenlo de translação do centro de nÌassa dos
átomos c moléculas do sìsÌenìa f ísìco. Podcmor ter assim sistemas à mesma rem
peratura mas com vâÌorcs nìui tc '  di lèrcntes de energia interna. O cxompÌo Ìnais sim-
ples é o câso da água n.ìs fâses líquidâ e gâsosa. à mcsma teìnperatura de 100.C.
Na làsc ì íquìdrr a eDergiâ potencìâÌ dc ìnlcracção moleculâr é muito imporlânre.
enquanto que na Íãse gâsosâ a\ interacções são muito nìenos inlcn!as e quâse des-

Crìlor e tÌabalho são duas lbnÌas gcnéricas de forneceÍ ou cxtrair energia a um siÍe-
ma. Por isso. càloÍ e r'abalho não são fornìas de cncrgia Ìnas apenas energìa cÌn !Íân
silo. c as suas unidades são as dâ cncrgìa. jouìe (J) no sisteìÌa Sl. A classilìcâção do ti,
po de trocâ de energìa dcpende da ìratufeza da caüsa quc prcvoca a rransierência. Se a
trânsterência ó rcâìizada de fofma ordenada, conro pela apìicâção de uma Íìrç.ì ou urì
c.ìmpo. tcndo coìno resultâdo umâ vaÍìação nìâcroscópica mensuÍálel: \,ariação de !o,
ìuììe. deslocaDrcnto dc un1a Íoìça. vâdação da polârizâção ou vâ acão do núnìefo de
moles, cntão essa tmDsferência reâlizoü-sc sob a lòrìÌa de trabalho. respectivaìÌcnrc:
trab,ìÌho mecânico dW = PdV ou dW = Fdl. trabâlho eléctrico dW = EdP. trabaìho quí-
mico dW = pdN. clc.

Quando um sìstema â uÌn,ì duda lomperatrÌm é posto em conlacto coìì outro a unra
teìÌperâtÌrra dìltrcÍle. o coìrtr'âste existente entrc.ìs cììcryias nrédias de trânslação das
parlícuÌas constituintes teÌn tendência a anul,ìr se progressi\,anìenlc â1ìavós cìc choques
sucessrvos- perdendo âs ìÌolóculâs rápidas energia para as noìócuÌas lenras. Como resul
tado. deu-se uma translèrência de energia entre os sislemas da quaì resulra uìÌa vaì.ia
ção du energia intema afeclândo apcnas os modos inteÌnos de movimcnlo. selì ter mais
nenbumiL consequênciâ rÌrcroscópica além da variação dc tcmperarura. É esta forma de
sordenâdâ dc ransferência de energiâ, excìLrsìv,ìmenre detenrììnâda peÌa tcnìpcralura.
quc sc de\igììa por calor.

Quando uiì,r boìa é deixada cair e bate no chão. eìa ressâlta sem atingìÍ no cntan|o
a mesma âltura inicial. Durânte o choque dá se a deÍòfmação quer dâ bola quer do chão.
com v.Ìriâção dâ formâ e dimensões Dacroscópicas, sendo rcàlizado trabauro. No en1ânto
parte da encrgia cìnétìc,ì dâ bolâ é conveÍtidâ cm energia interna. âÌrmenrando o esrado
de âgìtaçào das ììoléculas do chão e da boÌâ, não podendo por ìsso ser Íccuperada quan-
do se dí o ressâlto. A boh ÍessalÌa mâis baixo nìas a uma tcmpcrarurd mâis elevada deì
xândo o chão Ìa.nbém mâis quente.

A terìÌperatura ìnlÌucncir as propriedades de ceÍos maleÍiais. basta lembrar os malc
íais qre se tomaìÌ supercondutor€s pârâ baixas tcmperaturas or â dìlaração dos corpos
consoante â tempeÌaturâ a que os sujcllâmos,
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Escalas de temperatura

A temperatura pode ser Íeferida adiveÍsas escalas, anaÌisemos as mais vulgares:CeÌsìus,
Fahrenheìt e âbsoluta.

Escâla absolutâ d€ t€mperatura

A escâlâ absoluta ou de Kelvin foi introduzida pelo físico W. Thompson (Lord Kel-
vin). Os vâlores da temperatura nesta escalâ designam se por keÌvin e repÍesentam
-se por K.

Como a temperatuÍa não pode ser expressa em termos de massâ, comprimento ou
tempo tbi oecessário introduzir uma nova unidade no sistema inrernacionâl e a adoptâ-
da foi o kelvin.

O valor de um kelvin é equivalente â um gÍau Celsius, isto é exisrem cem kelvin
entÍe a temperatum do gelo e Â do vapoí de água.

À escala absoluta bâseia-se no facto de que existe uma temperatum, denominadâ
ZERO ABSOLUTO, paÌa a qual um gás ideaÌ deixâ de exeÍceÍ pressão.

A relação enrre a e\cdla ab.oluta e a Celsiu.  e

T (K) = TfC) + 273 15

Quando um gás, confinado â um volume constante, é aquecido a agitação mole-
cular é maior e a pressão aumenta. A relação entre o volume V e a pressão P é dada
pela lei de Boyle-Mâriotte. Quando se ârÌefece a pÍessão diminui. Fazendo variaÌ a
temperatura e Íegistando os vaÌores da pressão a volume constante, obtém-se uma
recta conforme a traçada no gráficojunto. A sua extÍapoÌação paÍâ um valor de pres,
são zero dá a temperatura mínimâ que se pode.á aÌingir e o seu vâÌor situa-se â
273.t5.C.

t 6 ì
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Na realidade todos os gases conhecidos Ìiquifazem-se ântes de atinsir o zero ab,
solìrto. o hélio e o hidrogénio são os que se liquifazem às temperaruraimais baixas.
Tudo faz prever que, em sisremas macroçcópicos, nào se possàm obter remperaruras
infeliores ao zeÍo absoluto pois corIesponderiam a pressões negativas, noção sem
sentido.

A tabela seguinte dá a tempemtura de aÌguns fenómenos.
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Escâlas Celsius e FahÌ€nheit

Em ambas as escalas os pontos de referência são os mesmos: as temDemtuns de con_
gelação e ebuliçào da água à pÍessào de I atm. A diferença Íeside no iacro de na escala
de Celsius o valor afÍibuído à primeiÌa temperatura ser O"C e à segunda 100"C enquanto
na escaia de Fahrenheit são respecrivamenÌe. 32 e 212"F. O gÌau Celsius é Ínaiorìue o
* _  _  1 t n
tsahrenne't 

ffi 
lezes ou seja í . A escala Fahreúeir é corÍenre nos tsüados Unidos.

rF=+rc+32€

Vejamos üm exemplo de conveÍsão de 37"C ên graus Falìreúeir. primeiro devenos cal_
cular quanros gÍaus PahÌenheit late o inüen alo 0 - l7'C. pâJa ral bastã DulipticâÌ por 

? 
. dan .

do 66.ó'F. Depois devemos somar 32, â diferençâ de origem de escaÌa. portanto remos que â
lempeÍâtura do coÌpo humâno nesra escala é de 98.6"F.
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Medidores de temperatura

Pâra medir â temperatura dos objeclos usam se termómetros. Aìguns teÍmómetros
baseiâm-se no facto dos mâtedais se dilatarcm quando a tempeÍatura aumenta. O tradi
cionâl termómetro de mercúrio utiÌiza a dilatação deste líquido num tubo capilar conve-
nientemente graduado, em que o zero é m:ÌÍcado paÍa gelo fundente e o valor 100 paÍa
o vapor oe âgua.

Outros processos existem pârâ medir temperatuÍas. Por exemplo o vâloída resistên
cia de certos materiais altera-se com a temperatura. donde se calibÊrmos estes siste
mas, isto é, se soubermos as relâções R(T) podemos Ìrsar terÍnómetrcs de íesistêncìa.
Outro processo usa a variação daddp de polarização dos díodos semicondutores em fun

ção da temperatura.

Tfansdutores r€sistivos de temperâturâ

Condütores

A resistência eÌéctrica R de um condutor é diÍectamente proporcionaÌ ao seu comprj-
mento L e iÍveÍsamente proporcional à sua secção recta S

A consÌante de proporcionaÌìdâde p designa'se por Íesistividade e depende das ca-
racterísticas materiâis do condutor, mas não da suÂ formÂ geométÍica. A rcsistividade
depende lambém da tempeÍatura a que o condutoÌ se encontra, Paü muitos condÌrtores
metálicos â Íesistividade (e consequentemente a resistência) âpresenta uma variação
com a temoerâtura do hDo:

^ LÌ ( = p  s

p  ( T ) =  p .  ( 1  + c t  Â T  +  p  À T r + . . . )

onde p" é â rcsistividade do condutor medida a uma temperatura T., o e P são constan-
tes e ÀT = T T,,. Em pequenos intervâlos de tempeÍaruÍa, e dependendo do tipo de ma-
te.iâI, podemos escrever:

p ( T ) = p . ( l + 0 À T )

onde o passa a ser desìgnado por coeficiente de temperatura da Íesistividade-
PaÌa um maÌerial poder ser um bom termómetÍo deve apÍesentâr um coeficiente de

tempemtura d tão elevado quanto possíveÌ, e deve ser Ìargo o intervalo de temperatu-
ras em que apresentâ um comportamento linear. AÌguns dos metais utiÌìzados com estes
fins são o níquel, o tungsténio e a pÌatina, cujas propÍiedades termoÍesútivas estão resu
midas na tabela. A platina, devido ao seu custo. só é geraÌmente usada no laboratóÍio
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quando se pretende fazer uma medidâ de
preendido entre o ponÌo de ljquel4ão do
antimónio (630.74.C).

precisão no intervaÌo
oxigénio ( 182.96'C)

de Ìemperatuns com-
e o Ponto de fusão do

1 . 1 0.0038

0.0045 ,5 6

ó.8 o_006

10.0 0.005

0.001

A resistividade duma liga metálica é em geral superioÌ à dos merais que a consri-
luem. Contudo â influência da temperatura é em geral menos impoÍanÌe. O quadro for,
nece alguns exemplos:

10.0

tarão ('1Oq. Cü, 3oc/o Zt\) 0.00020

conslantan (60./0 Cu, 407. Ni) 0.00001

fero níqueì (759, Fe, 25dl. Ni) 80 0.00009

Termístores

Um termísÌor (resistência sensíveÌ à temperaturâ) é um dispositivo semiconduror que
âpresenÌa uma rápida variâção da sua resisrênciâ com â temperarura. para os lennísro-
res de coeficiente negativo de temperatura (NTC) a sua Íesistência pode ser aproxima-
damente determìnada pela fórmula

188
R = R " e " ì r  r  '

em qÌre B é uma constante positiva, R" é a resiÍênciâ do temístor à temperatum
T., e T é a temperatura absolutâ em kelvin. A remperaturas eievadas estâ iõrmula

R .  " -



O coeficiente de temperâtura da resistêncja pode ser definido paÌa um temístor a
Dartir da exDressão

Os termístores existem sob várias formas e a suaÍesistência pode vaÌiaÍ entre 100 O
e 107 C). Existem termístores que podem suportar temperaruras da odem dos 350'C,
mas muitos dos que estão comercialmente disponíveis apresentam valores máxÍmos de
temperâtura menos elevâdos. O inteÍvalo típico de funcionamento situa-se entre -10'C
e +100'C. As resistêncìas NTC são constituídas à bâse de óxidos de metais como ferro,
crómio, níquel, cobalto, etc. Estes óxidos no estado puro âpresenram uma elevada Íesisti-
vidade, mas podem tomar-se semicondutoÍes por adição de pequenas quantìdades de
um outro metal com umâ valência difeÍente.

Existem também termístores com coeficiente de remperatura positivo (PTC), mas a
dependência da sua resistência com a t€mperaturâ é mais compl€xa que no caso dos
NTC.

TeÌmómetros de jünção semicondutorâ

Os díodos dejunção têm uma tensão de polarização a paÌtir da quaÌ coúduzem sem in-
troduzir quase Í€sistência no cìÍcuito. Esta tensão de polarização VD é uma caÌacteís-
tìca do material de que é feito o díodo, sendo aFoximadamente 0.7 V para díodos de
siÌício. O valor é dado na forma aproximada porque para aÌém de sofrer pequenas vsÌia-
ções consoante o fabico é tâmbém função da temÍÌeÍatura, apresentando para o díodo
de silício um coefìcjente 2.1 mV/'C. Uma vez conhecida a cuÍva de calibração VD(T)
podemos usaÌ ajunção como termómetro.

- . _  |  d R  _  Ê* -  
R  dr  

- -  . t ,
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LEITURA L

Ondâs

ão várìos os fenómenos físicos que envolvem a propagação de ondâs. Em si, uma
onda pode ser vista como a pÍopagação de uma peíurbação. Essa perturbação pode

ter uma base material (por exempÌo as ondas que se propagam numa corda sob tensão),
ou não, como seja o caso da luz que se propaga no vâzio. Muitos dos fenómenos ondula
tórios com que depaÌâmos quotidianâmente, têm uma ÍatuÍeza mecânica e resultam da
deformação de meios materiais. Um exemplo típico é o das ondas formadas na superfí-
cie livre de um lago quândo atiramos uma pedra, ou então o dâs ondâs do mar. O som
é também um tipo de onda que resulta em pequenas vaÌiações de pressão nâ atmosfera
que nos Íodeiâ. Como exemplo de propagação de ondas em sólidos temos as ondâs sís-
micas rcsultantes dos terramotos. Ainda ouro exemplo de propagação de ondas em
líquidos são as ondas do mar que vemos chegar à costa.

As ondas mecâoicas provocam o deslocamento de uma paÌte do meio em relação a
uma posição de equilíbrio, Note se que o meio como um todo não se desloca, mas ape-
nas a pertuÍbâção do mesmo, Lembremo-nos do caso do banhista a boiaÌ no mar que
sobe e desc€ nas ondas mas permânece no mesmo sítio depois da onda passaÌ.

Conforme a direcção d€ oscilação do meio é peÍpendiculâr à diÍecção de propaga

ção ou se efectua na mesma diÍecção, assim as ondas são designadâs por tíansveÍsaìs
ou lonsitudinais.

-$fÍ\^iVV\ryWVW\,4,4/!WV\4^r\ ^t, =,,

lllv1rlwvÌiltwwv\ 4a4 Mz,='.
ww\,!\/!w\'!w\'!wlÍiwvvüz ,=r'

Um exemplo de onda tmnsversal é a que se propaga ao longo de uma coÍda (esti-

cadar quando esta é afastada do seu ponto de equilíbrio. Por ouío lâdo se disposermos
de uma moÌa que esticamos e compdmimos, a onda resultante é do tipo longitudìnâÌ.
As ondas sonoÍas são também um exemplo de ondas longitudinais. Nos sóÌidos exìstem
os dois tipos de ondâs. Nas ondas sísmicas as ondas longitudinais são designadâs por P
e as trâÍsversais por S.

Existem outros fenómenos onduÌatóÍios que não têm origem mecânica, as ondas lu-
minosas são um exempìo. Estas pertencem à Fande farúia das ondas electrornagnéticas.
Como já foi Í€ferido neste caso não é necessáÍio a existência de um meio malerial para â

Fopagação dâs ondas - a luz propaga-se Ío vâzio. As ondas electromagnéticas são trans-
veÍsais. O campo eléctrico (e ÍrÌagnético) vibra num plano peÍpendicular à direcção de
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propagação. As ondâs de rádio tâmbém são ondas elcclÌoìnagnéticas e ocupâm no espcc
úo de ÍÍequôncias â região que se sitüâ entre os 100 kHz (ondas longas) e I CHz (ondâs
de ÍadaÍ). São lambém ondas electromagnéÌicas os raios X e os raios gâmâ cmilidos nâs
desinlcgrações radioactivas (ver tabela com a divìsão do espectro elecrromagnótico).

Equaçào de propâgaçào das ondas

Parr f i \  ideir ,  comecemo\ \om o cd.o de umJ onda r um3 drm(n\JU ,(umú ,eja por
exemplo a ampliÌude de vibração da cordâ da guiÌaÌra). Sejâ cntão Y(x.t) â grandeza
física que apresenta um compoÍamento ondülatório. Notemos desdejá que Y é fìrnção
não só do tempo t mas lâmbém da coordenâdâ espacial x. Que tìpo de função !y podc
então representâr umâ onda? Em princípio não cxjíenì reÍricções às (formas" possí
veis que uma onda pode assumir No entanto. como vâmos verificaÍ, existe uma prc
priedâde comum a todos os tipos de onda. Consideremos a onda represenlada nâ figura.
Vejamos o que acontece com o valor máximo da onda com o decorrcÍ do tempo. No
inslanle t = tr o valor máximo da onda cnconúa-se eÌn x = xr. Num instante de Ìempo
posterior t = tr a onda propâgou sc (com velocidade v) e agoÍa o máxiilo da anplitude
encontra-se em x = x?. DespÍezando efeitos de atenuâção ou do distorção. a onda em si
continuâ a ter a mesmâ Íorma. Conhecida a velocidade de pÍopagação da onda é fáciÌ
obter o valor de x? a paíir de x L

x :  v t z  =  x r -  v t ,  =  ô r

O ( \  _  v  t ì ) :  ô G ,  v ! , )

Então qualquer que seja x'e 1', se verificarem a relação x vt = ôL a anplitude da
onda será igual à do instante Ì = 11. no ponto de espaço x = xr (e que no nosso exemplo
corresponde ao vaÌor máximo). A vaiável O = x vt é designâdâ por fase da ondâ. PaÍa
conhecermos â ampÌjtude da onda não é necessário conhecer x e I individüalmente, bat
tando conhecer â Íàse da onda.

Mâtematicamente â onda pode ser descri|a pelâ seguinte equação diferencìal

a , Y  _  r  a r Y
à x )  v :  â t ,

onde v é a velocidade de propagação (velocìdade de iase). Uma solução possívcì paÍa
esta equação é, conojá vimos. dâda pelâ famíÌiâ de funções do tipo Y(x.!) = (x vt).
Mâs é fácil verilìcar que Y(x,o = g(x + vt) é também uìna solução da equação diíèren
ciaÌ- No nosso exemplo g(x + vt) represenlâ uma onda a propagar-se dâ direiú para a
esqüerdâ coÍn veìocidade -v.
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Dado que ,ì cquação de prop,ìgação das ondâs é Ìineâr em x e t. então se !y e \yl
são soluções da equação de ondâs então Y, +Yr tanìbém é uma solução. A solução
Ìnais geraÌ para Y(x,t) é pois dada por \,= cr lTx vi) + cr g(x+vt)

Fisicamentc a primeira compoDente reprcseìrla umâ onda que se propagâ segundo
o eixo dos XX coìì \,elocidade posiriva (i.c. dâ esquerda par,ì a direila) enquanto que a
segundâ cornponente reprcscntâ unìa ondâ quc se propagâ no sentido oposlo (e poÍanlo
com veÌocidade -v).

Se considerarmos quc num determinado ponto do cspaço x. no insúnte de tempo
t" o vaÌor da função é V(x,,. t"), então o mesmo vâloÍ será reperido para lodos gs pon
tos (x, t)  que veri f iquem a condição x,,  v l , ,=Ì-vt  (ver f igurâ anter ior) .

Como se vê as funçòes solução da equação de pÍopagação das ondâs. nào têm que
ser periódicas. No enlânlo as soluções periódìcas coníituem um importante conjunto
de ciìsos. de entre os quâis se desrâcâm o das funçõcs sinusoidais. Estâ classe dc tun
çõcs ó muiro imporranrc pois a anáÌise de Fourier moslì! nos que quaìquer função pcrió
dicâ <beDÌ compoÍtìda) pode ser dcconìposta numa soìna (série) dc tìnções sinusodais.
Se Íly) for uma tìnção de período T = 2Ílo, enrÃo pode ser expÍcssa coÌ
ltc lìnções sinusoidâis

l(y) = 4,, + â L cos 0Ìy + a, cos 2cDy + .... +
b scn ú)y + br sen 2(oy + ....

em que os coeficientes â", a" e b,, são dado! po.

r  =  - ) ,  I  Ì r y roy ,  r "  =  _ l(y) cos(n(Dy) dy.
-l'

r,, = q'j'rrr ...nrnoyt av

A componcnte com â mesÍna frequência o dâ fììrção f(y) é châmâdâ de iìndamen-
tal e as componentes de frequôncias 2(d. 3(D. etc. de harmónicas.

Dado quc as funções periódicas podem decompor,se nrÌna soma de fnnçõcs sinusoi-
dais. então bâstü nos estudar o corììpoÍamenlo destas úlrimâs.

Ondâs harmónicâs

ConsideÍcmos agorâ o cÂso eìn que â âmpìirude da onda ó descfirâ por ulÌa função si
nusoìdaÌ. A paÍir destas funções é tãcìl chcgar aos concci()s fundamenrajs de conìpri
mento dc oìrda e frequência.

Um osciladof harmónìco pode dar origcìÌ a uÌna onda sinusoidal. poÍ exempto. nnì
âì1ìltìÌ nte que vibra com uÌna fìequência l. dá origem a uììa ondx sonoÍa de igüal iÌc
quênci,r. A aììplitude dc vibfação do oscilador hanìónico eìì função do tempo podc
seÍ dada pof Y(0 = 4,, sen ((,t+ò). Ncstâ expressão â,, fepresenra a ampìitude míxiÌn,ì
de oscìÌação, úr = 2rl a Írequência ângular e ô a fâse iniciât (ver leir ra sobrc o pên
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Dtìs relnções anterioÍes taciÌnìcnlc se retira â reìação existente cntrc o pcríodo rem-
)

poral e o cornpÍimcnlo de onda T= r' . ou relativamente à lìcquôncìa f =.l

A frequência fé uma gÍandeza caÍaclcísticâ da onda e. ao conúário do comprìmento
de onda, não depende do mcio malcriâì cìÌ que a onda se propâgâ. De facto a veìocida-
de de propagaçio dâ onda depende do meio mâteriâl que arravcs5a (lembramos. pol
exemplo. qÌre o tenómeno dc rcfrâcção dâ Ìuz é de\ido à vâriação dâ velocidade da hrz
qÌrando esta lÌ]udr dc ìÌcio). Se â frequêncitì f não dependc do meio nì.rreriâI. enrão o

coDprimento de onda À tem que dcpendcÍ iá quc À = 
; 

.

dulo). Umâ vez que a lìcquôncia é igual ao número de lezes quc um delerminado valor
da âmplitude se repere duÍantc uma unidade de tempo. o período de oscilação T (ou seja
o tempo quc ìcva o osciÌêdor a repetir essc determinâdo vaìor da anrplitude) é simples
mente igual âo ìnvcrso da lìequênciâ

T =  I
I

A ondâ geradâ por um oscilador hrnnónìco ser:i descrila por unra funçâo sinusoi-
dal do t ìpo Y(x,t)  = A. senlk(x vt)  + ò1. NeÍâ cquação 4,,  c k sio constantes posit ì
\,â\. A fiequôncia do oscilador harmónico e dâ onda são idênÌicos peìd que se tem quc

Drdo que â fìnção seno tenì pe odo 2Í, lìxado uìÌ inÍante t exìÍe üm peíodo dè
Ícpclição cspàcial À, desi-enado pol comprinrcnlo de onda. tal que

s e n l k ( x  -  v t )  +  ò l =  s e n L k ( x  +  À  v t )  +  ô l  = s e n Í k ( x - v 0 + ô + 2 i r l

k l , = 2 . o u l = ? l

A constântc k é dcsìgnada por núnrero de ondâ, e é a trequôncia de repeÌição espa
ciâ1. Se "congcìrnÌos' a oìrda no instante de tcmpo r = C cnrão verificamos que o vâÌor
da lunção scn(tx) sc repete ao fim de um comprimcúlo de onda (ver figura).

Ondas de rádio - modulaçâo €m amplitude

Suponhamor que prelendeììos transmitir uma mcn!agem (por exeììplo voz humana) en
lrc um emissor e um receptor usândo ondâr eìectromagnéticas. Poderírìmos pcnsâr em
lransfoÍmar as ondas sonoras em ondas eìcclronagnéticas. da nìesnra frequênciâ (ou sejü
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enúe 30 e 20 Í)00 Hz), que serìaìÌr emìridas. Mas se rodos os emissorcs pe
fâzeÍ o ìnesmo. enÌão as dìversas enììssões iriâm sobrcpor-sel É pois necessário usar
Íìeqüôncias ìnaìs eìevadas n:ì trânsnissào de rnensâgcns. Em râdbdiÍìsão usâm sc em
geraÌ irequéncias acima (ìos 100 kH7. A esta onda dc alta fìequência (onda ponâdora)
é ncccssário âdicioìlar â ìntornüìção quc se pretendc rransnìilir Em geral a transìÌissão
dc ìn Íìn maçào usândo oììdas electronragéticas tìz sc usândo â lÌx)d u Ìâção da onda pona-
dora. Doìs tipo\ haÌìiluâlnìentc urilizrdos são a ìnodulação clÌ amptitude ou lrm fre-
quôncia. No pÍiÍnciro câso â inlìrrnìação encontÍì sc contida n.rs variações dâ ampÌitude
(mÍxììrìa) da ondâ portâdorâ. cnqu:ìnto quc no scgundo câso ó â frequência da o4da pof-
tadofa quc varìa. Coììecemo\ por discurir mai! eìì detalhc o caso da moduÌação em
runìplitudc.

Vamos supor que dìsponos de um gcrador de raclioiÌequôncia (RIr), que nos for
necc uma onda de frequência l, e ânrpliludc DrÍximâ V,. A amplitude dada pelo oscita
dor dc RF eìÌ cada ìnst.Ìntc seÌá dâdâ poÍ VRr = Y,cos (D,,! onde (0,,= 2Í1,,. Noleìnos quc
neÍa discussão inìportì apeÌas considcrêr a pârte reÍnporâl da onda já que rodo o pro
ccsso de modulação sc desenrola num ponto do espqoi o nídio emissor.

Por outro lâdo. unr andar de audiofrequêncìa (AF) dá-nos uÌn sinaì de frequôncia
1,, .  com umâ anìpl ì lude rÌáximâ V,, ,  que pretendemos fânsmir i r :  V^f =V,,  cos (r) , , ,1 c

A nìoduìação cìì aììrplitude da onda RF consisle em fazer variar o seÌr valoÍ ÍnáxiDo
enì toÍno dc V, de acordo com o sinâl de AF. A Y, somnmos o vâlor do sinât AF. pas-
sando â ânplitude máxirìâ da oìrda de lìF a \cr dâdâ poÍ V. +y. cos (D,, r.

Sc subllitui|mos V, por esta última cxpressão em VR| tìcâmos com:

VÂr, = (Y, + Vìì cos (l),,,1) cos (D,,1
= Vi cos (Dot + V,D cos o,,Ì cos o,)l

A Í igura evìdencìa a lòfnra dâ oDda.

tr1lU,qttlU'qttl|t-r

P(,inrenor ilü und.ì nuluhil 
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. LEITURA 6

Se nos lembrarmos que em condições realislas de funcionanrenlo sc lcm at,, > o,,,,
verificÀmos làcììmcntc que a modulação se traduz nuìna (variação lenla" da am
pliÌude máximâ dâ onda pc'ÍtadoÍa de RF (ver figura). AnaliseÌnos um pouco mais
em detalhe a expressão da onda moduÌâda. Recorrendo à relação lr ignoìÌétr ica

ú . c L 6 B -  j . . ' "  p l '  c ^ ' , "  -  í l ì e r p h c : , n J o r e \ p r c . . j o J - o r d r  m o r l u

v p - Y L U s o J , t -  
2  

v , c o \ ' u , l L | ) , ) l  
2  

v , c o \ l í ! .  _  u ,  ) l

Esta última expressão diz-nos que â onda moduÌada pode ser vista como o resul-
tado dâ soma de três ondas sinusoidâis de frequêììcias Í" (onda poÍâdora não modu-
lâda). f, + f,,, (onda lateral superior) e f. - f. (onda ìateraì inltrioÍ).

Na práticà pÍclcndemos Ìnodular a onda de RF com sinais AF que oblemos poÍ
exeììplo de um microlbnc. o!Ì de rma gravâção. O sinal â transmitir não é consliluido
apenas por umâ Irequência, mas poÍ !árjas. Neste câso falamos de bandas laterais. Seia
f",". e f,,," respeciivamenrc o vâlor da IÌcqLrôncia mâis ele!'ada e mais baixâ que se pre'
tende transmitir A banda lateral superior eíá conìpÍccndidâ entre f,,+f,, ,. e f,,+f, ,, e â
banda lateral inferior enÌre f. f",j^ e 1,, [.-. A Iârgüra da banda de freqüênciâs é dadâ por

Áf= ( f , ,  + 1., , )  ( i ,  f . , ")  = 2f, . , , .

Nas emissões enì ânìplitude modulada (AM) uìÌ valor típico pâra f,,,,,^ é 5 kHz. Uma
vez que o espectro de frequênciâs audíveis sc sjlua âpÍoximadamente entre 30 Hz e
20 kHz. vê-se que as emissõe! em AM são de baixa ÍìdcÌìdadc.

É de notar que para dar passagem a esta banda de lÌequôncias o cmissoÍ tcnì que
ocupaÌ urna faixa Àfigual a 10 kHz, naqual Dão podem emìúr outras cslaçõcs. soh penâ
das emissões se sobreporem.

Profundidade de modulação

Define se â pfofìndidade dc modrÌação m como sendo a razào de V,,, arnplitude mí
xima da ondâ AF, por V,,. ampìiludc máxìma dâ onda RF_-

V,,,
ì Ì = w

Quanto maior é a profundidade de ììodulâção
mais ocavada, é a envoÌvente da onda RF (ver fi-
gura). PâÍâ que o sinâÌ tÌânsmitido seja de boa qua-
ìidadc o vaÌoÍ de m deve ser tão eÌevado quanto
possível (i.e. m = I). No enlânlo não interessâ ter
nì > I (sobremodulâção). pois nestc caso âpenâs se
consegüe una inÌersão da fase dâ onda poíâdoÍa.
não sendo aproveitada de uìÌra form.r útil a poten
cia que é foÍnecida a mais.

m = 0.95W@,
M@@
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Reconhecemos imediatameote o circuito já antenormente utilizado na rectificâção
e filtÍâgem de ondas sinusoidas. Neste câso o circuito funciona como deÌector de pico

Sintonizâção

As ondâs emitidas pelas diferentes €stações de rádio são câptâdas pelâ antena. A es-
colha da emissão que se pretende receber cabe ao circuito de sintonização. Esta tarefa
é em geraÌ desempenhada por um circuito LC. A fÍ€quência de ressonância é neste caso,

2Í. . lLC

A escolha da frequência de ressonância pode ser feitâ variando a capacidade C ou
â indutânciâ L. O primeiro caso, é no presente o mais adoptado, recorrendo-se â oondeú-
sadores constituídos por conjuntos de lâminas que entram umas nas outras, ou por dío-
dos de capacidade variável (vaÌicaps). Os indutores variáveis são conseguidos à custa
de núcleos de f€nite que se podem deslocaÍ no interioÍ das bobinâs.

Desmodulâção em amplitude

Uma vez captada no recepÌor. dâ onda RF moduladâ há que rccupeÍd a onda de AF.
Um circuito desnodulador (ou detector) pode ser reâlizado usândo um díodo e um iil
tro capacitivo. Um circuito típico enconúa-se na figuÍa.

M
Entrada

DuranÌe â fase positiva da ondâ o díodo con
du/ e carÍega o condens:ìdor âte âo vdlor de pico
da onda de RfF ne\.r allemância. Entre altemáncias
positivas o condensador descarrega-se através dâ
resìstência. O resuitâdo é o mostrado na figurâ, se
.r conslante de te;npo RC for eçcolhida de forma
adequada.

Por um lado o valor de RC dev€ ser tal, que permita uma descarga do condensador
de formâ a acomDanhar as descidas da envolvente de AF. Mas RC não deve ser excessi-
vamente pequeno. ao ponto da ondulação resídual se tomaÌ impoÍante (ou seja, a descar-
ga do condensâdor não deve seÍ muito Íápida).

O valoÍ de l,4RC deve poÍânto situaÍ se entre a fÍequência de audio mais elevada e
â frequência da ondâ poÌÌâdorâ. O vâlor típico da frequência da onda portadora é da
ordem de I MHz, enquanto que as frequênciâs de AF não ultÍapassam os 20 kHz. Existe
poÍanto üm factor de 50 entre as duas frequências, pelo que a situação reaÌ é ÍìreÌhor
do oue â mostÍada na fisura.

Saída
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LETTIJRA ó .

lVÍodulâção em frequência

Hoie enì d;a são ìnúmeras as eíaçõcs qu€ emitem eÌÌr lnodulação de frequência (FM).
A emissaÌo em FM penÌìite umâ rnâìor lideÌìdâde e uma Incnoì.possibitidade de !c verì-
ficafem inlcÍlìrônci,ìs. sendo reduzido o ruído de lundo. As tìequências a quc !ão feì-
tas as emissõcs cìn FM são mais cÌcvadas que . Ìs de AM. ! i luaDr-se enrre 88 c 108 MHz
no c.ìír dâs cíações de râdiodilìlio, e .Ìindâ mais ,Ìì!ìs pâì!ì âs emìsÍrÍls dc reìevisão.
Ao contr. ' t r io do cìue sucedc coìÌ  as ondas dc ì Ìenor l iequência usudas eìì  AM
(= Ì MH7). as ondas de FM !ôÍn bastânte dificDÌdâdc cm contornâr obstáculos delido
âo seu pcqueno comprirncnro de onda. IÍo obrigâ ì existêncìa dc víriirs retransmisso
fes sc sc prelende enviâro sìnaÌ a grandes distâncias. tenrlo que os cìnisroì.es ser colocr
dos cm ìocais eìevados. Por assim dizer. "o cnrilsof e o recepror rôm que esrar cnì linhll

A ìnodulação cnì Íìequêrciâ conlisrc enì fìLzer larìâr r lrcquência da ondrÌ porta-
dorâ de RF de âcoÍdo coìì â lÌnplìrudc da onda de audiotìequência.

Um olhâr sobre os rádios da actualidade

Os circuitos de rÍdio de anìpìi1ìcação direcú são u'nr "Ícliquia) do passâdo. Uma de-
Í ic iência imcdiatrmente notadâ nedc 1ìpo de circuìto simples é a sua fracâ scÌccrìvìdâ-
de. A sepaÍâçio enÌre duâs esDçõcs ó difícil. TâmbéìÌ a sensibilidâde é má. Apentìs se
conseg cm captar os sinais da\ enlissoras maìs polcntcs. Um possíveÌ nrelborâmento a
int.oduziì seda usâr várìos âìÌplificadores sinronjz dos de RF'. que anplìficârìaÌn ape
nâs Ì lìcquêìrcia con€sponcìcDte à enìissâo quc dssejava receber Só posteriormente o
sinâl scìia detectado e a coÌnl,oìÌente AF xmplilìcada. O problemâ advólÌ da ditjcuìdâdc

frffiililMffiffifrililfril >@- ilffrnilil{ilililfrilililililiflil
Po(an|o a freqüêncir da oìrda portâdor.ì vaì desviar-se tanro mais do seu valoÍ ccn

1rÂÌ quanto Dìaior Íòr a rÌnpìitude cla onda dc AF. A informâção da tiequência da ond,ì
dc AF oncontfâ-se na "rapidez' da varìação dâ 1ìequêncìa da onda de RF. A exprcssão
ìnateìnática que kaduz a modul ção elÌ Íìlquència de uma onda de RF com ÍÌcquênciâ

. , . ú J1,, = 
2T 

por uma ondâ dc AF conr frcquôncìa 1 = é dada por

v = y, ,.n 1o,, t + !9r "en ot 
)

ondc A(l),, é a Ìargura da vuri ção enì frequênciâ da onda porladorâ.
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em mânter vários andares de âmplificação sintonjzâdos numa mcsma lÌequéncia.já que
para cada estação que se pretende receber será necessário ÍàzcÍ a lintonização de todos
os andâres, em simultâneo e com prccisao.

A sohção adoptada nâ maioria dos .ádios modernos é a dada pelo chaìÌado recep-
tor supeÍ-heteÍodino.

O esqucma dc princípio encon!ru se na Í-ìgura.

O sinal caplâdo na Ântenâ é sintonizado e amplificado por um andar dc RF. Esse si
nal é cnlão mistuÍado com ulll sinâl de RF dado por um oscilador locâI. Comojá se viu.
quando duâs frequêrcias fL e fr são mistÌrradas a onda Íesultânlc contém componentes
com frequênciâs fr + f, e lfr - frl. A frequência do oscilador locaÌ ó cscoìhida de tal for-
ma que a difereììça de frequênciâs lf, - f, é sempre conÍânte. Para Ícccptores de AM.
455 kHz é o valor habitualmente escolhido.

O sinal obtido é amplificado por um conjunlo dc ampliÍicadores sintonizados na
frequênciâ de 455 kHz. Desla ibÍma os sinais de outras frequênciâs são eliminados.
A selecção da frequência do oscilador locaÌ ó fcita em simuìlâneo coÌn.r do andar
sinlonizado dc cntrada de RF. Em geral tal é conseguido graças a dois condensado-
res de capacidade variávcl. Íepresentâdos nâ figura anterior e que são accionados em

Por!ânto sempre que se pretende sintonizar uma emissão diferente, a frequência
do oscilador local também varia de lbrma a manter constânte (e iguaì a 455 kHz) ü
diferença enlre a ffequência do emissor e do oscilâdoÍ locâ1. Depois dc amplìíìcâda a
onda de frequêncìa intermédia (455 kHz) é delectada e enviadâ âo âmplilìcador de
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LEITURA ?

Optica Geométrica

^ dptica ocupa-se da luz visitel. A luz é radiaçào elecromâgnélica de lrequència
f1, compreendida entre 3.8 .  t0 ra Hz e 7.7 \  l0 '  Hz. O esquema seguinle si tua a luz
visível na totalidade do espectro da radiação electromagnética.

Conp.iúdlo dc o.da ("n)

Espectro visível

to'10-l d

Coúprimcnro {È ondâ (m)

ro' t ro' to' Ì0.3 toro lo.'t lo t. to 
'6

As ondas ele€trorÌÌagnéticas têm frequências qüe vão desde aÌguns Hz até 10,, Hz.
Conforme a fÍequência, apresentam diferentes caracteísticas, mas a propriedade funda-
úental comum s todas as ondas electromagnéticas é a suâ velocidade de propagação no

A veÌocidade de pÍopagação no vácuo é conhecida com uma precisão de dez âlga-
rismos significativos e é considerada como uma grandeza exacta

td tot rou ro" ro'o ro'' lo'4 lo'ó ror3 tP tf tol

Frcq!ên€ia (Hd

= 2.997 925 4581103 m s '

|  , ^
1 € p

l

20r

onde eo repÍesenta a permitividâde eléctrica e p" a permeabilidade magnétìca do vácuo.
Num meio material não condutot homogéneo e isótropo de permitividade Ê e de

permeabilidade magnética p, a velocidade de propagação das ondas electromagnéticas
é inferior à de propagação no vácuo, poÍque € > €" e p = !"", sendo dada por



LEIÌURA 7

A f.ìzão entíe ft \clocidude! da onda electromagnélicâ no vazio c num meio qual-
qlrcr é por definiçio o írìdicc dc rclÌ cç:io absoluto. n. dessc n1cìo c é dado por:

3!"

1e , , r , ,

No aì leìÌ se v = c devido ao lìct() de €u = €!,. e port.ìnto o íìdicc dc rclÌacção do
.ì Í  ó lnui(o púximo dr nrìdade (n.,  = 1.000293).

O,no a pemìilirid.ìde eÌéctricr I c â pe ìeâbilidade magné(ica p do meio são de-
pendcntc! d.ì íì€quência. âs dìlercnlcs conìponerìÌes monocromálicrs dâ luz branca não
se pí4ragrìn com a rÌìesDrâ !elocidtrdc. oste efèito é conhecido poí dispcrsão.

A gì.tìndcz.r que car.ìclerizâ umr ond:r é ü sua fÌequência. Dcvido ì ì€lação tr,,f =c
(prra o vicuo) tenì-se quc o conìpfiDrcnto de ondâ da r.ìdiâçio dcpcÍde igualÌnenre do
íÌcio dc prop.rgaç:io. Assim. o conìprìmento de ondâ d.ì rxdi.Lção (cdo) nuìì dado Ìneio
n ì â t c r i  l ó d : ì d o p o r :

i ' ^ "

Propriedades dâ luz visível

A\ pÌopì icdades da luz e
sccnìrêsgrupos: ( ípt ic georÌ ìórr ict l .  ( ipr ic! ì  ondularór iâ e óprica quânrica.

O prnìeiro Srupo - â óptìca gconrélica coDrpreendc os lcnónrenos que podem
scÍ dclcrilo\ crscncialmenle em teÍmos dc Íìentes de ondâ e raios Ìuninosos. e dos quais
sc dcst.ìca : propagâçâo rectilínca, rclloxão e refrâcção nâ sLrpcÍÍície de separação de
dois mcjos óplicos e dispersão. ^ óplica onduÌatória comprecndc os lcnómenos que evi-
dcnciaìn a ììalureza ondulâtóriâ da luz. conìo seianì: interÍèrôncia. diÍìacçâo. polârizâ-
ção. Finrlnrcnte â ópÌica quânlicâ âhoÍda os fenóÌnenos em que â Ì!Ìz !c conìpoÍa como
scndo lbfnÌ.rdrì  de pxrt ícul l ts micfoscópicâs -  os lotõcs quc transpoúal] ]  Ì rma
dc{crnìinâda qutìntid,ìde de energiâ dcsigìrada poÌ qídrrr,Ì. E = h1, cnr que h é a cors-
ta lc dc Planck. Neslc últiÍÌìo grupo incÌuem-se fenónìerìos rcÌacionados coìn orbitais
âtr i ì icos. Díveis de energìa. cnrìssão esl imuÌadâ, luz laseÍ e elèi to lbloclédrico. Estes
con'porhìncntos ìrão são e\pecÍlìco! dt' luz !isível. observaff sc par,r quaìquef oDda
eÌelrornagnólìcâ.

lrente de ondâ |j râios luminosos

PaÍa csludar os 1ènóìrìenos dâ líptic.ì gcoìrìétricâ usamo\ o conceìto dc raio Iuminoso e
Íìcntc de onda. Tentemos compÍceÍder o que é 1ìenÌe de ondÍì c unr raio ìuììinoso co-
nìcçando com urnrì anahgia nìccinìcâ.
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Quando se tem uma pequena esfera
cuja superfície vibra harmonicâmente
num meio eÌástico, gera-se uma onda
que se âfasta do objecto com umâ velo-
cidade constante (o mesmo se passâ
quando se atira uma pedra nuÍn charco).

Se desenhamos as superfícies em que todos os pontos da onda estão na mesma fase
de movimento obtemos as frentes de onda como reprcsentado nâ figuÍa, Ao afastaÍmo-
-nos muito do centro emissor as supeffícies curvas podem s€Í consideradas planas e a
pÍopagação da perturbação. perpendiculaÍ às fÍentes de onda, pode ser materializada por
raios. Estes conceilos são igualmente aplicáveis às ondas luminosas e facilitam imenso
a maniDulacão dos fenómenos.

Definimos como raio luminoso as linhÂs traçadas no espaço com a direcção de pro-
pagação do fluxo de energia râdiânte e poÍ frente de ondâ a superfície sobre a qual â
fase de peíubação óptica é constante.

Sendo Í o raio da frente de ondâ num dâdo instante, após um intervâlo de tempo t
o mio será r+ vt. com v a velocidâde de fãse da onda.

A evoÌução da frente de onda num meio e na sua passagem para outro é regulada
pelo PriÍcípio de Huygens que estabelece o seguinte: câda ponto de uma fÍente de
ondâ primárìa constitui uma fonte para ondas esfédcas secundárias e a posição da
frente de ondâ primárià num instante posterìor é deteÍminada pela envolvente de todas
estas ondas secundárias, qu€ se propagam com velocidade e fÍequência igual à da onda
primárìa.

Em meios homogéneos as ondas secundríriâs podem ser consúuídas com raio finito,
em meios não homogéneos o raio deve ser infiniiésimal.

Todos os fenómenos que analisaÌemos são estudados com base em feixe de raios
luminosos paüxial, isÌo é, Íaios que se propagam muito próxjmo do eixo óptico com
inclinâções reduzidas.
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Reflexão € refÌacção dâ luz

Ver um objecto significa qu€ a luz que dele vem enrra nos olhos. Alguns obj€ctos são
emissores de.luz como o Sol, uma lâmpâda ou uma estrela, mas a maioria limita_se a
reflectir paÍe da Iuz que recebe.

Define-se como dioptÍo uma supeÍfície separâdorâ de dois m€ios, umapeçâ de vidÍo
no aÍ, por ex€mplo.

Quando a luz incide numa superfície separadora de dois m€ios ou dioptro, paíe pe_
netra no segundo meio refracta se - e a restante continua no mesmo,meio, .eflectin_
do se. A luz será mais oÌt menos reflectidaou refrâctâda conforme a natuÍeza da superfí-
cre e as caÍacterísticas dos dois meios_

Estes fenómenos são regidos pelas seguintes leis

1." ki daReflexão: as direcções de incidência, refracção e reflexão estão todâs con-
tidas no mesmo plano, que contém também a normaÌ à supeÍfície de separação, no ponto
de incidência do râio luminoso.

2." tfj da Reflexão: o ângulo de incidência 0j é igual ao ângulo de reflexão 0. (me_
dem-se entre a direcção de Fopâgação e â normaÌ à supeÍïcie).

Este tìpo de reflexão é conhecido por reflexão de espelho (observa se por exemplo
nos metaìs polidos. vidro. superfície de liquido\. elc., e é imponanre para dãl,ni, o coln_
portamento dos espelhos,

A maioria dâs supefícies (madeiÉ,
pâpel de parede, etc.) conrêm irregu-
laridades de dimensões diveÍsas ocasio-
nando reflexões em diferentes direcções.
Este tipo de reflexão é denominado por
difusão.
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Lei de SnelÌ dâ Refiacção: a razão enfe o seno do ângulo de incidência e o seno
do ângulo de reíiacção é constânte paÌa cada meio e igual à razão entre o índice de re-
fmcção do segundo meio e o do primeirc.

!!1!-L = ]:-

A razão ::l escÍeve-se como n2l e reprcsenta o índice de refracção relativo entre

os dois meios. Como relerido anteriormente, o índice de reFacção relativo é o inverso
da fizão entre as veÌocidades de propagação nos dois m€ios e portanto d€p€ndente da
frequência da radiação. Quando se fala de índice de refracção de uma substârcia rcfe-
rimo-lo em relação ao vazio e designa-se por absoluto. A tabela seguin!9 mostra o valor
do índice de reftacção absoÌuto de várias substâncias para o cdo médio do espectro de
luz visível (\ = 589 nm).

Diamante 2.4t9 Benzeno 1.501 1.000 293

Dióndo de 1.000 451.52 1.461

Ásua (0'c) 1.309 Ál€oo1 eúico 1.362 Oxigénio 1.000 2? I
205

Cloreto de
sódio

1.50 Água 1.333 Hidrogénio 1.000139

Ouartzo
cristaÌino

1.544 Dissutfrto
de sdio

1.628 1.000 036

Quando nos Ìeferimos ao índice de reftacção relativo toÍÍramos como rcferência o
índice de Íefiacção do aÌ, ao qual se atribue o valor l.
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Reflexão íotâl dâ luz

Quando â luz passa de uìì ììeio de índicc de refìacção maioÍ para um de índice de retiâc
ção menor. por exempÌo de água parâ o âr, o mio refracrado para uma dàda iÌìcidêncìa
pode ìnclinâr-se maìs do que 90', isto é. não pâssa pâra o outro meio. Esrâ situâção é
designad,ì por REFLEXÃO TOTAL. O ângulo de incidência parâ o quat o dc retiacção
é 90' dcsigna se por ÂNGULO CRÍTICO. Nesre caso o raio refrÂctado seguc a supel
lícre de separação dos dois meios. reliacção crítica.

O valor do ângulo crítico 6" obtém-se a paÍtir dâ leì de Snell fazendo e: = 90"

Po. exerÌplo. o ânsulo crÍico para um Íâio luminoso que viaja da água (n = i.ll) pa.a o !r

(n= roo)  c  o .=sen íJ41ì=+r . r .
\  r . r r  /

O âDgulo crítico ó unì dos responsáveis pcÌo rnodo como Ìrm diamante brilha no aÍ.
Conìo o índice de reliâcção do dìamante é müi1o grande os raios a peqÌrcno ângub são
compÌetamcnte reflectìdos.
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Formaçào de imagens com espelhos plânos e c\féricos

Uìì espelho é uÍna superfície onde se dá sobrctudo rcflexão da Ìuz. As imagens de um
of,Jclto podem ser reâis ou viÍuais. São reais quündo se podem pÍojcclar num alvo_ No
câso da ìuz pârecef provir de um ponto. mas se ncnhuma imâgenÌ apâÍeccÍ sobrc um al-
!o colocudo nc!!c ponto, dizemos que â iDageÌn é'r ' i r tuaì.



A construção das imagens dadâs pelos espelhos planos baseia-se nas lejs da refle-
xão, como se pode ver na l'igurâ

A imagem dada poÍ um espelho ptano é:
r Direio;

r Invertida da esquerda paÍa a direjta, isto é. a mão esquerda passâ a diÍeirâ e as
letras âpaÌecem escrilâs dâ direita paÉ a esquerda;

. LocaÌiza-se aúás do espelbo, à mesma distância a que estamos do espelho;
! Tem a mesma dimensão;

A construção de imâgens dadas por espelhos curvos é mais complexâ. A maioíia
dos espelhos cuÍvos são esféricos, obtêm-se polindo uma secção de umâ supeÍfícje esfé-
rica. Se a paÍe poÌida é a interior ou côncava o espelho diz-se côncâvo, se for a paÍte
exterioÍ diz-se convexo.

Um espelho esférico é carâcterizado pelos seguintes parâmetÍos:

r cenÌro de curvaturâ C;
r raio de curvatun R;
I eixo prjncipâl (recta que uneC com o ponto médio

do espeìho, O);
: foco do espeÌho F, situado no eixo principal a iguâl

disúrìcia de C e de O;
. distância focal i distânciâ entre o foco e o ponro

médio do espelho. Vale metade do raio de cuÍvatu-

* . f = ; .
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Se o espelho é conv€xo o centío de curvatura e o
foco siÌuaÍn-se pâÌâ lá do espelho, como se representa
na figura.

Como refeÍido atrás. quândo estudamos a formação de imagens dadas por espelhos
considerâmos só feixes luminosos de pequena abeÍtura relâtivâmente à,curvatura do es-
peÌho, designados por raios paraxìais.

A foÍmação de imagens num espelho baseia-se
nas leis da reflexão, e no facto de que numa calote
esférica qualquer raio da esfera ser perpendicular à
superfície desta. A figum representa a reflexão peÌo
€spelho de um raio luminoso que incide segundo um
ângulo 0, a linha a úâcejado é a normal à superfície
(coincidente com o raio da câìote).

Assim temos três situações particulaÌ€s que auxiliam a constÍução das imagens.

I - Um raio luminoso paÌalelo ao eixo principaÌ Íeflecte-se passando pelo foco;
2 - Um raio luminoso passando pelo foco rcflecte-se paralelamente ao eixo prin

cÌpal;
3 - Um raio lumjnoso que viaje segundo uma linha que passe pelo centrc de cur,

vatura Íeflecte-se segundo â mesma linha inveÍendo o sentido.

As duas prìmeins Ìegras tsaduzem o princípio da reversibiÌidade do trajecto dos
Íaios Ìuminosos. As duas figuras ilustrâm como se obtém a imagemde um dado objecto,
consoante a sua posição em relação ao espelho.

Obiecto entÍe o foco e o centro de curvatuÍa

R I
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Objecto pffa além do centro de curvatura



A formação de ima-
gens num espelho con-
vexo é idênt ica, desde
que se tenhâ em conside-
Íação a posição do foco
e do centro de curva
tura. A f igìrra j lustÍa

como obter â imagem de
um objecto colocado em
frente de um espelho

Equação dos €spelhos €sféÌicos e âmpliâção

A formação de imâgens pode ser determinadâ analiricament€ a paítir dâ EQUAçÀO
DOS ESPELHOS, esta dedìrz-se facilmente considerando o esquemae relações elemen-
taÌes de tÍiânsuÌos sem€lhantes.

Da 1.. figura tem-se

Ì ' =  d ,
h' d'

e dâ 2." figura vem
h. _ d"-f
hr f

Igualândo as duas expÍessões

As distâncias d são positivâs ou negativas confoÍme os objecros e as imagens esrão
à frente ou atrás do espelho.

Com base no esquema podemo( rgualmenre eíabelecer â A\4PLIAçÃO m do
espelho

m _ altuÍa da ìmagem _ i d
alturâ do objecro 

- 
d"

O sinal de mais ou menos destina-se â estabele.er se a imagem é direitâ ou inver-
tida €m reÌação ao objecto.

Parâ os espeÌhos convexos as equações são igualmente válidas, mas â distância focal
é negativa porque se situâ paÌâ úás do espeÌho.

r  l - 1
o , ,  o ,  Í
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Prismas

Desìgna-se por prisma unì meio óptico lnìirado por dois
cen,r ingulu o. A frce opu'r : , : r  e.re inguìu Jcn, min r .(

plxnos que fazem entre si  unr
base do pr isìnr ' .

O trajecto de unl raio luìniìÌoso num pnsÌna de
vidro (n = 1.52) merSulhado no ar (n- l )  eÍ Í  fe-
presentado nâ iìgura. Neste trajecto existem duas
refracçoes. ünìâ na passagem do ar parâ o vìdru e
a segunda dâ passagem do \'idro para o af.

De acordo com as leis da fetfacção e dâ iguâldade entre ânguìos Ìeììos rìs sesuìn-

s e n 0 r = n , , . j ,  s e n 0 l

a = 0 , r  +  0 , :

Defìne-se por ângulo de desvio. õ. o ânguìo forÌnado entrc a direcção de iìrcìdência
e a do raio emergente. E dado por:

ô = 0 ,  + € , r - c r

Os prismas têm ìÌúllipìas aplicaçõcr, por cxcmpìo nâ invcrsão dtls irnagcns. Íìâ vì
sualização de objectos colocados lbra do âlcâncc de visão e coìÌo dìspcrsorc\ dc ìu/.
como exemplificâmos na figura.

Qtrando um feixe de luz br.mca incide
na face esqueÍda de urÌ púsrÌìa de vidÌo mef-
gulhado no ar, a maio. pafe da luz penetm
no prisma e, devido ao índice de r€fi.ìcção
deste ser maior do que o do ar, os raios apro-
ximsm-se da nonnâI. Os raios luminosos ao
âtingíem a face díeitâ do prismâ enìe8enì
no aÍ aiàstÂndo se da normal à fãce. Como
o valoÍ do índice de Íefrâcção depende do comprimento de onda, dentro do prislÌa dí-
se a decomposição da luz brânca nas dilèrentes cores de que é composta. e estâ sepa-

ração é Âccntuada na passagem do vidro para o ar.
Oum excmplo de dispcrsão de luz bnnca nas suas compnentes é o arco-íris de fim do lem-

l1)Ìal cm que a Ìuz do SoÌ penetra nÀs gota-s de chuva e se dìspenja, como se pode ver nâ figurâ.
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R€flexão total nos pÌismâs

Se a luz incidir num dos catelos de um pÍisma recro de vidro (n = 1.52) segundo â nor-
mal, ver figura, atingirá a base do prisma segundo um âogulo superior ao ângulo crí-
tco (e. = 42 j não emeryindo no aÍ mâs sendo totalmente ÍeÍlectida sobre o outro cateto
e emergindo segundo a normal a estâ face.

O interesse deste fenómeno é a mudança de direcção de 90. ou I 80" que é necessá
Íiâ em vários instrumentos de ópÌica tais como periscópios, telescópios, binoculares.

Fibras ópticas

As fibrâs ópticas são fios de vidÍo ou plástico, com uma parte cenrral núcleo ou cor€
de índice de Íefracção elevado em relação a um invóÌucro exrerno, denominado por bâí
nha o! cladding. Devido à trânsparência dos mejos e à relação entr€ os índices de Íefrac-
ção, um raio luminoso que eÍtÍe poÍ uma das extremidades propagar-se-á até à outíâ
através de múltiplas reflexõ€s totais que ocorÍeÍão entre o núcleo e a baínha. A figura
ilustra este mecanismo,

A transmissão dâ luz aÌravés de fibrâs é uma aplicação da Íeflexão total com um
impâcto tecnológico profundo. As fìbÍâs ópticas representam o meio ideal pam tÍansmi
tir sinâis de vídeo, telefónicos e dados de compuÌador. Hoje são já comuns os cabos de
comunicaçõ€s feitos àbase de milhaÍes de fibras, o queé possível devido queràs dimen-
sões do seu diâmetro (da ordem ou inferior ao milímetÍo), qüer à imunidade em relâ-
ção às inteÍf€Íências eléclÍicas. que são frequent€s nos cabos clássicos de cobrc ou nas
transmissões de ondas através do espaço.

A sua flexibilidade peÍmite âinda a aplicação à medicina. Hoje são usadas na obser-
vação e na terapia de muitos orgãos, estando em geraÌ Iigâdas a um circuito de vídeo
que permite uma visualização cómoda.
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Lentes convergentes e divergentes

As lentes funcionam com base na refracção da luz. Uma lenÌe óptica é um meio transpa-
rente limitâdo por duas superfícies, uma curva (em geral esférica) e a outÍa pode ser planâ
ou curva. As lentes que estudaremos são as delgadas. Uma lente é considerâda delgada
quando a sua espessura é pequena quando comparada com a curvâtura das supeÍfícies,

Os parâmetros mais importantes das l€ntes delgadas são:
I O eixo óptico, A Íecta que passâ pelos centros de curvatura de ambas as faces é

designadâ poÍ eixo óptico da lente. Este eixo corta âs supefícies da lente nos
pontos S I e 52 pÍaticamente coincidentes com o ponto O designado por centÍo
óptico da Ìente;

r O foco imagem Fi de uma lente é o ponto imagem, sobre o eixo óptico, de um
objecto pontual situado no infinito;

r O foco objecto F" é o ponto objecto, sobre o eixo da l€nte, cuja imagem se situâ
no infinito:

r A distâncìa do foco ao centÍo óptico desìgna se poÍ distâúcia focal;

r O centro de curvâtura C. situa-se sobre o eixo óptico a uma distância dupla dâ
distância focal.

As lentes delgadas classificâm-se em convergentes e divergentes. Uma lente diz-se
CONVERGENTE ou POSITM quândo transforma um feixe de raios paÌaÌiais parale-
los ao seu eixo num feixe convergente sobre o foco imagem- Os focos objecto e imagem
são rears- Diz-se DIVERGENTE ou NEGATM se transfoma um feixe de mios paÌa-
xiais panlelo ao eixo óptico num feixe diverg€nte. Nesta ambos os íocos são viítuais.

Na figura representamos o símbolo das lent€s converg€nte e div€rgente assinaÌando
os ÍesDectivos Darâmetrcs,

Õs l ipor de lenles ma,\  comunç çào oç \eguintes2 1 2

lates convergent€s

A l / /
I t  t t  |  |
| | |

V \ \ \
Bi@nvoxa Plano- Menisco

L€Dres divõrgonres

V fl \
ì l  ] l  ì l
/ \  |  i l
/ \  L ]  1 J

Bicôncava Plmo- Menisco
-côncavâ côncavo



A formação de imagens com leotes convergentes e divergentes é simples, Bâsta re-
presentar sob a forma de raios a Ìuz que vem dos objectos e que atingem a Ìente. Como
é um meio tÍânspdente, esta Ìuz passa a lent€ e com base nas propriedades do foco e
centro 6ptico estabelece-se esquematicanÌênte a formação de imagens, O quaalrc seguin-
te rcsume as <regrâs> de constnrção de imagem paÌa os dois tipos de lentes.

SITUAçÂO I

O Íâio viâja paralelamenle
âo eixo pÍincipal, passa a
lente, reftacta-se e coÍverge
pâra o fo.o à direita da lente

O Íâio viaja paraÌelamente ao
eixo pÍincipal, parsa a lente,
reftacta-se e drv€Ì8e segundo
uma directão que inleBectâ
o foco à esquerda dâ lente

SITUAÇÃO 2

O raio passa pelo foco à es-
qu€rdâ, refmcta-se nâ lenüe e
emerge à úreitâ viâjâÌìdo

O râio provém do objecto
e sêgue ulna diÍecção que
inteÍsecta o foco à diÍeit4
âo ÍeftâctâÍ-se nâ Ìente.
emerge à dircitâ viajando

SITUÀçÃO 3

O raio passa pelo centÍo
ópúco das lente não sofrendo

O raio pâssâ pelo centro
ópúco das lentes não
sofrêndo desüo âpÍeciável

ReFesentação do trâj€cto dos raios luminosos através de uma lente conveÌgenle
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Equâção das lentes delgadas e ampliação

Como base nâ semeÌhânça de triângulos é fácil deduzir uma expressão anâlíticâ que nos
permitacalculâr â posição dâ imagem de um objecto colocado em ftente de uma lente
mergulhâda no âr (n - 1) e a respectivâ âmpliação traÍsversâl e longitudinal em relação

%i -'---

L _ - ,
o i,rsdncjj

F_ do. d3nrcii obj.tu

L *  L =  L
d . d , f

EQUAçÃO DAS LENTES DELGADAS ou dc Gauss

A relação entÍe a posição do objecto e da imagem tâmbém pode ser estabelecida
através da equâção de Newton. Usândo aindâ â figuru ânterior deduz-se fâcilmente que

x,x  ̂  = f2

Define-se ampliação lateral ou tÌansversal como a r^zão entre as dimensões trans-
v€rsas da irnagem final dada por um sistema óptico e do objecto

-.  al tuÌa da jmagem
' _ 

akura do obiecto
d r  = _  x ;
d " í

Define se ampliação Ìongitudinal ML de um objecto tÍidimensionâI, diÍectamen@
Íelacìonada com a direcção axial, como

. ,  _ d x  _  t ,  _  ^ " ,_ (lx"

Como é evidente ML<o o que significa que a valorcs positivos de dx. coÍrespon
dem valores negativos de dxi e vice-versâ, PoÍ ou[as pâlavras a imagem de um dedo
que apontâ nâ direcção da leÍte âfasta-se da lente,

Tâl como Íos espelhos tem de se respeitar algumâs convenções de sinais isto é. que
sinâl âtribuiràs distâncias d uma vez que objectos e imâgens podem estâr de lados opos-
tos da lente ou do mesmo lado. No caso das lentes Ìemos oue a imasem real se forma
para além da lente, assim:

r d" é positivo se o objeclo está à esquerda da Ìente (objecto Íeal)i

. d" é negativo se o objecto está à direitâ da lente (objecto viÍtual);

r di é positivo se a imagem (Íeal) de um objecto rcâl se foímâ à diíeita da lenÈ:
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i ór|ÌcÀ cEoMÉTRIcA

d, é ncgalivo se a inìagcnr (virtu|l) de urn objsclo real estr'r à esqucrdu dl| leÌre;
. f é posìtìvo paü lentes con\,crgcnrcsl
.  l  é negâLìvo para lentes di \c[entesl

M é positìvo paÍa rs ìnìagens diìcitas eìÌ relaçâo ao objccú':
M ó ncgâli!o pafa âs irìrâgcns iÌì\'eúidâs eìì rclüção ao objecro.

Dclinc sc polôncia de urnâ Ìl-ntc conìo o iDVeÍso d.ì distância focat. EÌn (ìrrica fisio,
Ìógicâ.ì  unidade é a dìoptr ia.  rcpresenra-\e pela Ìcrra D e é o inìeÍso dc lnetfo.  No SÌ

A potêocia das lentes dereíÌin.ì \ âtrâvés da mcdição da distânciâ Íocat.
Prüâ.rs ìentcs converSeote\ usr se aindâ o proccsÍì  de Besset cm quc se ut i l izâm

duas posiçõcr da lenÌc pârâ oblcr duas ì ì ìagens ní idas. s é a dìÍância entre as duas
posições dr lente e d I  dìst incia objecto- im.ìgcm. Manrendo serÌ ìprc Í ìx.r  r l  d i \ tânciâ
obJeclo.irn gcm otrtêìì-se

P = m (ou D)I

4d
( F € l

P râ nìcdir a distâncìa focal de lentes dìvcrgcnres usâ-se a âsÍrcìaçào destas corÌì
lentes corìvcfgenres de potôncìa coìrhecidLr. lòÍmando se unì sisrenìa cle potência p.... Os
dois proccssos mris corÍcnlc\  são o das Ìcnrcs coìadas em q e p,>pd, donde p.
= P,.. P.. c o d s lentes âÍììÍadu! enì que

.  I  ( P . d r  l )
'  d ,  ( d ,  d ( P . d :  t )

SeDdo d a distância entre âs drâs lcntes. dj  a dìsrância do objeclo à Ìcnrc dì!ergenle.
dr rì distânciâ d,ì lente convergentc À iÍnrlgem finâl e P. â potênciâ da lentc conveìlentc.

Após estes Íudimentos sobre as ìeis da óptìc.Ì geomórricâ c do compoÍanìcnro óptico
de espelhos e Ìentcs. podemos estudaÍ coìÌo fìrcionâm aìguììs iÌstrumentos óplicos e
cDtre estes o olho humrÌno, o inÍÍumcnro fundamenraÌ que nos perÌnirc \,cr o mundo

Sistemas ópticos

Olhú humâno

O ollìo hurÌìano podc ser descrito. dc um ìÌodo muiro siÍnpÌes. conro umâ clupì,ì ìen1c
convergeolc ou positiva que forma uma inragern rcrÌ nuìÌ.r supeúícìe scnsíveì à tuz.
E conslituído por diversas pÂÍes. que passamos a dcscrever.

O gÌobo ocuìar é aproxirÌìadamcnre esférico com ceìaâ de 25 nìÌn dc djânretro e no
seu interìoÍ sucedeììì-se uÌna série de Dìeios lransprÍcnles com um dercnÌinâdo índice
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A luz entÍa Ío olho d€pois
d€ passaÍ uma membrana trans-
parente a cómea (n. = l-376).
Esta limìta uma zonâ Ìíquidâ
o humor aquoso - (nh" = 1.33),
atrás do quâl se situa um diâ-
fragma com cor (de naturczâ
muscular) de abe(ura vaÌiável

a íris que conúola a luz que
atravessa uma lente o cnsta
Ìino (n = 1.40)- Segue se uma
grande zona cheia novamente
de um líquido o humor vítr€o
(n = 1.34) e por fim o Í€cep-
td transdutor de luz - a retina.

Quando estimulada pela luz esta envia sinâis elécrricos ao cérebro aravés do nervo
óplico. A imâgem inicialmente inveÍida é convertida pelo céÍebro numa imagem di
relta.

Os transdutores elécúcos da retina, isto é, os elementos que Íânsformam um sinaÌ
luminoso num sinal eléctrico. são estrutums designadas por cones e bâstonetes. A luz
que atinge a retina depende da abertuÍa da íris, também coÍlecida por pupila, cujo diâ-
metlo varia entre 2 e 7 mm conforme existe mujta ou poucâ luz.

A característica do cristaÌiÍo é a sua possibilidade de variar a curvatura devido à
acção do músculo ciliâr

Para uma visão nítida, a Ìuz deve refractar se de modo a formaÌ umâ imagem na
Íetina. A Íefracção mais importante, da ordem de 'ÌO%t ê a qve ocorÌe entre o ar
(n = 1.000) e a córnea (n" = 1.3?6), pois que todos os meios após esta têm índices de
refracção ÍÍruito semelhantes, o cristalino por si conúbu€ só com 20 a 257o na forma-
ção dâ imagem. Como â distância cristâÌino-retina é sempre a mesma, a propriedade
mais important€ destâ lente é a possibiÌidade de alteração da sua curvatuÍa consoante a
distâÍciâ do objecto de modo que a imagem deste se situe na rerina. Esta propÍiedade
do cr i \ ral ino é decignada po. ACOMODAçÃO.

O estado de saúde de um olho é avaliado quer pela distância mínima a que se con-
seguem ver distintamente dois objectos ponto de visão mínima ou ponto póximo
- quer com a distância máxima de visão que corresponderá ao mínimo de acomo-
dação e em que o olho recebe do objecto essencialmente raios paralelos. Esta distân-
cia para um olho são é praticamente infinira e a de visão mínima é de -7 cm numa
crìançâ, -12 cm num adolescente, 25 a 30 cm aos vinte anos e de 40 a 50 cm aos quâ-



óculos

Miopia lentes divergentes ou negatjvas

A dificuldâde de ver ao longe oìì miopiâ deve-se ao facto de a imâgem se formaÌ
antes da retina. Este defejto do cristalino pode ser conigido com a associação de uma
lente dìvergente que. abrjndo o feix€ de Ìuz, pÍovocará a formação rla imagem na retina.

Otho on miopia

Í ì - - - - - - _ . { \---_ - - 
,mgcm r()@daobi4'od,ia,k '{j, -ï5r*"-

knte diveÍgcniE

Hiperm€tropiâ lenresconvergentesoupositivas

Estâ deficiência consiste exactaÍnente no oposto da miopia. A hipermetropia, ram
bém conhecida por presbitia, presbiopia ou (vista cansada>, provoia a formação rta
Ìmagem paÌa aÌém da Íetina imp€dìndo uma vìsão corÍecta dos objectos ao perto.

CorÍige se esra deficiência,
devìda ao endurecimento do cris otho con hip.@nopia

$,ïïïï,i:ïï::.ì".?;.';",.::: õH-=tr\_ ._.
mo se pode ver na frsurr. pìõ'-ì;; '\,-/ 'iã:i$ìi:"

Astigmatismo lentesânâmórficas

Um sistema óptico oìr o oìho humano diz-se astigmático quando não conseguem fa_
zer conesponder a um ponto objecto um só ponto imagem, provocando umâ perda de
nitidez na imagem. Esra deficiência provém do facro da lente ou do cdstalino não Ìer a
mesmâdistância focal paÍa todas as secções principais. Conige-se comum sistemaóptj-
co que tenha diferentes valores de ampliação tÍânsversal o que se consegue com lentes
plano-cilíndricas, esfeÍo cilír ricas ou tóricâ..

Ampliação angular

Todos os instrumentos ópricos que iremos âboÍdar permjtem uma âmpliação angular.
Define-se âmpliação angulaÌ MÁ de um inshumento visual como a razão enrre â djmen_
são da imagem na Íetina quando o objecto é visualizâdo através do instrumento e a
dimensão da mesma imagem quando vista pelo olho desaÌmado à distância normal do
obseÍvador Toma se para esta a disrânciâ mínimâ N (- 25 cm).
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Com bâse nos esquemâs seguintes determÌnamos
culaÍ esta grandeza.

a equação que nos permite cal-

A razão entre os ângulos 0'e 0 definidos pelos raios principais que passam pelo
exÌremo do objecto permite calcular MÁ

" , _ 0

Na aproxirÌraçáo pffa\idl rgo =e = -f,  " pon-,o
L

^ ,  t t , N  , .  d , N'  d " L  '  t l L

em que f é a distância focaì da lente jntÍoduzida. Conform€ os valores da disr.ância da
lente ao olho, I, e da distância da imagem ao olho, L, temos expressões paÍticulares pâÍa
a ampliação angulaÌ

t r u " t , = . = a " l J + l l
\ L  1 1

i M ^ t . = _ = ï

Lupâ

A lupâ ou lente de aumento é uma lente conveÍgente de pequena distâncìa focal.
2 1 8



De unì objccto colocâdo próxìmo dí
uma imâgcm vir tuaì direi ta e maior quc o
objecto como sc pode ver na figüra.

O cstudo dâ ampliação angular fbi feito com basc nuÌn siíemâ óptico
tupa. Donde tudo o qüc sc rcÍtriu ser válido para a lup.r.

Oculâr€s

LJÌna ocuìar é essenciahnenlc uma ìupa que amplìa â i.nagcm não do objeclo inìciâI,
Ìnas dc uma sua iìÌagem ìnteÍnródia fòrììada por üm oulro sistema de lenres que ê pre,
ccdc. O oìho olha âtrâvés da ocular e esta atravós dc uìì sisteìrìa óprico slja ele rÌm
rìicÍoscópio. relescópio ou binócuìo. O objecrivo do Ìrso de oculares é mcÌhorar a ill]a-
gcÍn. libeÍando-a de abcÍrúções. Ern geral a ocuì,ìr é um conjunro de pclo lÌeros duas
lcÍtcs. pojs corn ümâ só ó difícil Ìnelhorar uma jìÌagem. Os.rorrJ sio ocular€s dìo-
ptros âsiëricos dc torôncÌa variável.

Xláquinâ {btográficâ

.À nìáquìnü fotográficâ tìnciona coìÌo o olho humâno. A diferença reside no faclo da
Íclina cstâr representada por um fÌlìÌe e a âcomodiÌçào do crislâlino peìa possibììidade
dc ajustar a distâncìa da Ìcítc ao filme. O esqucna represeìrla unìa míqujna simples.

A qurLntidade dc Ìuz que atinge o filmc
a conlrohdrì por ìrm dialìâgÌÌìa cìrculiÌr c
pelo tempo qlrc cíc ostí abeÍo. Nas nìóqui
nâs lbtográiìcas o diâ1ìagma é conlroÌrdo
em geraÌ Íodando uma espécie de roscâjun
to à lcnlc, conì uma cscala grâduada em 2.8,
,1.5.6. lJ.  c lc.  Este mecanismo fcrmitc !âr i . ì r
o \,aÌor do Íaio de âbeÍufa do diÂlìagnìa por
ÍormÀ a vafinr a qÌranlidâde dc Ìuz âdmitida
scgundo porêìrcias de 2. Na rcaì idade. quan-
do sc passtì de 2.8 parâ 4 o Íaio uìterou de
0.7 ou scja dc 1t CorÌìo a quanÌidadc de iuz
dcpcnde dr supedície e. no caso du cìrcunferêncìa. eía dcpende do raìo ao quadÍado,
o auìÌeDto de luz é de (\1-,r = 2.

Os nrinìeros qre reguÌam a rìbertufa do diatìagnru designam-se por tìclorc! f.
O tcnìpo dc erposìção ó scìeccionável .  O vaÌo.  i25 l ig ì r i1 ìca qÌ ìe o d iaÍ ìagnra deixa

I
f ìLr \ ( . ì r  ru/  uutunre 

I25 
\ .

idênt ico à
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A designâção de câmara de 35 mm refere_se às dimensõ€s dâ porção de filme onde\e forma â imagem. ne\te (ajo num recrângulo de 15 r 24 mm.
No\ dras de hoie a Íìaiorid das maqüinas integram um .en.or de luz e um micropro

ces\ador que execura âuromâticamente rodís as operaçoe5 neces\iirias d uma Íoroeràna.

Associaçào de lenÍes na construção de aparelhos ópticos

A a\socjaçào de lentes e e<pelhos permile oDler rmrgens com uma amDjjfi(acào oueuma sd lenk nào poderia dar. poçsibilirando ao olho humano _ re r - obiec,.. Ìniri,. o"_queno' (microscdpior.  ou muiro longtnquos  ele\cdpio e binoculo).  q nu,r."ru.  u. ' l ì_prraçao dd rmagem lrnal num si . tema muki_lenle podem ser calcutadas â parl i r  da eou.r_
ção das lentes delgadas aplicada a câda lente funcionando a irrragern'Oa t.nte iuìspróxima do objecto como objecto para â lenre seAumÉ.

Microscópio

Quando é nec€ssário um aumento parâ além das possibilidades de uma simples ìupa
lïe,l11.a.sociaçào 

de dÌrâ\ tenks con\ergenre\ conforme o esquema. e renre pr.;_
ìrm€.do obJecto designa-\e por objecl iva e aquelâ arÌave\ da qudi . . rnor.  u o.utr , .
U objectodeve \ercolocado muito prórimo do foco da objeftivâ para gar:ìnrir uma ÊÍandeamplificaçáo e d imâgem dada peta objecrira deue e.rar para af..ï. f".. ã" ã."t_

(.-#l
':í"""

Este tipo de montagem é conhecido pelo nome de microscópio composto.
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O valoÍ da ampliação total do sistema MÂ é dado pelo produto da ampliâção Ìinear
ou transversal da objectiva Mr, e da ampliação angular da oculaÌ MÀ"

Me = Mr, M*

Recordando que Mr = - 
f 

e como na maior pane dos microscópios a distância

(correspondente a xi) entre o foco imagem da objecriva f" e o foco imagem da oculaÍ f.
é 160 ÍÌrn, esta distância coresponde ao vaÌoÍ de L e no microscópio é denominadâ por
comprimento de lubo. Assim. 'e a imãgem f inal  .e enconrra prar icamenre no inÍrniro

e o ponro pÍd\ imo a cerca de 25.4 cm reremos M^ - t  0] !  t  t0 isa r .
A r m â g e m t r n d t  e  i n v e f l i d â  p o Í q u e  M { < 0 .  

L  l  í '  l "  i

Uma objectiva com uma distânciâ focal f" de 0.032 m rem uma ânpliação de 5x. euando
combinada com uma oculd de f. - 0.0254 m, porlanto de ampliaçAo lox, dá um microscópio
com uma ampÌiação de 50x.

Um parâmetro importânte num microscópio é o seu poder de resolução que nos dá
a separação mínima necessária entre dois objectos pontuais de modo a serem discemí
veìs pelo sistema óptico.

Telescópio

Ao conÍifuio do que sucede com o microscópio, que sefle pâra obseÍvar objectos pequenos
e colocados na vizirÌhança da objectiva, os telescópios servem pâm ampliar a inâgem dos
objectos Ìongínquos. São igualment€ constituídos poÍ duas lenresj uÍÌa objectiva, lente con-
vergente de grande distância focal, e uma ocular que pode ser uma Ìente convergeÍte ou uma
divergente de pequena distânciâ focal. A formâção da imagem é como se vê no esquemâ

--T-<

À
Ìl

drsbte H
!t



Na prática a posição da imagem intermédia é fixa e a focagem do ins[um€nto
taz-se poÍ deslocamenro da ocular A imagem final é invertida. para os objectos lon-
ginquos a luz incidente é um feìxe de raios paralelos e â imagem forma_se no plano
focal. A oculaÍ esrá monÌada de modo a que o seu foco objeclo f" coincidâ com o
foco imagem da objectiva f". Os rajos que diveÍgem a pa(ir da imagem jntermédia
emergem na ocular paÌaleìos entÍe si. Um olho normal pode ver a imagem sem aco,
modação.

A âmpÌificação angulaÌ de um telescópio é dâda p

0' h,/f.

. Como se deve captar a luz vjnda de objedos muìto distantes é necessário que a ob-
Jectiva terüa grande diâmetro transvelsaj. A pânir de çeÍos valores é difícil fabricar
tais lentes e toma-se prefeaível construir telescópios que usam como primeiro elemento
óptico um espeÌho côncavo como se vê na figura. São designados poÍ relescópios de
reflexão.

Telescópio
Newtoniano

TeÌescópio
CassegÍainiano222
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Binóculos

Os binóculos ou telescópios terfesúes são
idôìrlicos ao! astronóìÌicos com a diferençâ
do sistena de lentes estâr âìojado de 'nodo
ììais compacto e por forììra :ì pernìitir uma
iììageìn direilâ. facto não muito impoÍ:ìnte
quando se observa um pÌiÌDela rnas âboÍ
recido senìpre que se tenr de ver m eÌcÍìntc
e esle âpârece de pâtâs pârâ o aÍ. A iìÌâgcÌn
direi tâ conseguc'se jüntando uma lcrcci Íâ
Ìente ou usando unì sistcma de pr ismas,
como se vô na i ìgura. Nos sistenas mais
simplcs, como poÍ cxeìnpìo os binóculos de
ópcÍa, ó usâda umâ ìente divergente como
ocular para sc conseguir uma iìnageÌn direi-
ta.  O pr i ì Ìeiro lelescópio conÍruído por Câl i leu

Aberrâções nâs lentes

A âberação consiste ìro facto de vários raios que partcm do mcsnro ponlo objeco atin
girem pontos diferentes dâ imâgem, isto é, perdc sc a coÍespondênciiì ponto por ponto
objeclo-ìmageÌn. Os doìs ripos m.ris comuns dc âbcrÍâçio \ao a eslérica e a cronìática.

A aberrâçio esléÍìcâ nÌpÌìcâ quc ÍrÌios incidenles pâraìelamente ao eìxo da lente não
convergem no foco. os mâi\ periféÍicos convergclÌ mais perto da lente e os mais inter,
nos par.ì alóm do foco. Um modo dc diminuìr â abcÍâçio ó cohcar em frente da lente
Ìrnì dirliâgnìa dc modo a dclìmit,rr Ì tcruÌmente o lèixe.

A aberâção cromáticâ provém do facb do índice de relìâcção da Ìente scr depen
denÌe do compimenÌo de onda da radi.Ìção. Como r lü7 brancâ é umâ miÍuÍadc compri
lnentos de onda. após a pâssage'n pelâ lenlc cxislc olÌt ceÍta dispcrsão. convergindo
prinreiro a parte !ioleta-azul do espectro- Estâ iìbeÍÍrção podc scÍ corÍigida associando
à lente convergente umâ dìvergente de iguâÌ dìstânciâ tìrcaÌ.
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LEITURA 8

Células Fotovoltaicas

efine-se uma céluÌa folovoltaica como um conveÍsor directo da luz soÌâÍ em ener-
gia eléctrica. A corÍente eléctrìca fornecida é contínua, podendo s€r tÌânsformada

em âlterna ou aÍmâzenada. Pode dizer-se que é uma pilha solaÌ que usa como combustí-
vel a luz: não se podem considerâÌ poluentes e o único inconveniente que âpresenram
é impedir o teÍreno onde s€ encontram colocâdas de Íeceber luz solat o que pode ser
um problema se a central fot como €m geül sucede, muito extensâ.

A primeirâ célula solaÌ industriaÌ foì desenvoÌvida pelo Laborâtóúo Bell nos Estados
Unidos em 1954. Devido à expânsão do programa espaciâì. estâs célulâs foram Ìargâ-
mente estudadas e a crjse do petÍóleo no início da decada dos anos 70 implementou o
uso do Sol como fonte de energìâ,

Como os sistemas fotovoltaicos são modularcs podem usar-se em pequeno número
e de dimensões rcduzidas para âlimenÍsr sistemas que exijam baixa potência como reló-
gios, cqlculadoüs ou em sistemas maiores, no âquecimenfo de casa, estufas e mesmo
em unidades industriais pequenas.

O material mais usado na constnrção das células fotovoÌtaicas é o semicondutoÍ nâ
foÍmâ de junções p-n. O parágüfo seguinte explica o que é um semicondutoÍ e como
uma junção pode funcionar como fonte de coÍente eléctrica.

Semicondutores

Uma maneira de pensar na formação de um sólìdo é considerar que isso coÍresponde
â um processo de aprcximação dos átomos constituintes desde dis!âncias muito gran-
des até à distânciâ interatómicâ que se obseÍva no material sólido final. Num átomo,
os estados permitidos para os electrões (orbitâis) correspond€m â níveis de energia
bem definidos, cuja separação varia desde âlguns eV para os níveis mais exÌeÍnos
até alguns kev para os níveis majs interÍos. Quando se aproxìmam vários áromos,
as orbitais idênticas nos átomos jndividÌraìs sobrepõem-se no espaço. Surge assim
uma inteÍacção entre os eÌectÍões de átomos diferenres que impÌicâ vâriações de
energia dos níveis iniciais os estados elecrÌónicos vaÌiam. Como a energia de uma
mesma orbital nos átomos individuais é iguâl e o pÌincípio de excÌusão de PÂuli não
peÍmite que mais do que dois electrões ocupem â mesma orbital (rendo estados de
spin opostos), estas não vão corresponder no sólido â N orbitais idênticas com a
mesma energia, mas desdobram-se em diferentes níveis de energia, muito próximos,
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que se diz const i luírcnl
de energia não se 1ìz em
energia.

u n ì a  b â n d , r .  A r s i m .  n u n  s ó l i d o , ì
lerìnos de ní leis discfetos mas cm

dcscr içào dos n ívc is

lefmos de bandt ìs  dc

r,r- ./

E 2 - - - P

E l -  . -

Áto^o Sólido
isolado

As tÍansições entre níveis electrónicos da mesma bandâ requerem ümâ energiâ
muìto pequenâ (infèrior a mev), Ìogo a condução eÌéctrica ocoÍre fãciÌmcntc sc a bandr
se cncontrar semi-precnchidâ. Podc devcr-se â contribuições dos eÌcctrõcs dc dilcÍcn
lcs bandas desde quc cxista maìs do que uma banda não lotalìÌrsnle prcenchida, No
caso em que uma banda sc cncontÍa quâsc compìclâmcntl} prccnchjda. o movinìcnlo
dos eìeclrões sob acção de um sampo eìéclrico ó mâis lìciìmenk descdto como a
rusèn(iu Je ele(rroe.,burJ(,J. , Inu\erxio se em ,eni iJo opono t  puì.  L, ,rrente lJ lJr
-se em portadores de carga negat iva (electrões) e portadores de carga posit iva

A úlÌima banda coìÌpletaììente preenchida designa-se por banda de vaìênciâ.
Considerem-se âs duas bandas cuio esqueÌnâ se indica na 1ìsura

o

o

Banda de vaÌência Banda de valência

Se se lorneccr cncÍgìa a um clcctÍão da banda dc valôncìa. sulìcicnlc paÍa provocar
a sua tmnsição pârâ una bandâ de energìa supeÍior deìxândo uìn buraco na banda de
vâlêncià. esse efeito é visto como a criâção de um par eÌec!úo buraco.

O efeito fotovohaico baseiâ se neste fenómeno de cfiação de pares electrão buraco
num ììaterial, sendo a energiâ necessáriâ obiida por âbsorção de fotões.

Para que â criação de pares elecÌrão-buraco tenha alguma utilidade, é necessário que
a vida média desses porÌadores de cargâ no materiâl seja süficientemenÌe longa para que
o seu efeìio seja sentido nas pÍopriedades eléclricas. Os semìcondutores são mâterìaìs
onde esÌas característicâs se verifìcâm: é possíveÌ criaÍ pâres elecúão'buÍaco quc tôm
um efèito imDortante no comDoÍâmento do mâteÍâ1.
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O esquema das bandas mais extemas de um semicondutoÍ
sem impuÍezas encontra se repÍesentâdo na figurâ. t{

Em primeira aproximação ele é idêntico ao de um isolânte, mas existe uma diferen
çâ fundamental: a sepaüção de eÍeÍgias entre a banda de valência e a banda seguinte,
dita de condução, é muito pequena (da ordem de I eV ou inferior), o qu€ toma fácil a
excitâção de um elecÍÍão da banda de vaÌência para a banda de condução. IntÍodüzindo
jmpurezas adequadâs. com um electrão a mais ou a menos do que os átomos consÌituin-
tes do semicondutor é possível ter à temperaturâ ambiente porÌadores livres, respectivâ,
mente negativos ou positivos, neste mâterial. A concentração de portâdores existentes
(eÌectrões ou buracos) é aproximadamente proporcionaÌ à concentração de impurezas
que lhe dão oÍigem. A importância fundamental dos semicondutoÍes está em ser possí-
vel controlar com precisão o valor da condutividade eléctrica. controlando a concentra-
cão de imDurezas introduzidas.

É fácii compreender o pâpeÌ das impuÍezas considerando a alteração da distribui-
ção electrónica na sua vizinhança local. Se um átomo tem no mâterial todas as orbitais
de ligação completamente preenchidas, o que acontece nos materiais semicondutores, a
iotÍodução de um átomo diferente (com um electrão a mais ou â menos que o átomo do
semicondutor qu€ substioi) alt€Ía esse equilíbrio. Por exemplo, se no Si se substitui um
átomo de Si por um átomo de P, com mais um electrão, a distribuição dos electrões nâs
ligações passâ de

onde se utiÌiza umâ projecção plana das ligações tetrâédricâs, para
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Se o número de á|omos dc ÍósÍbro ìntroduzidos é suficientemenle pcqucúo. a gco
metria do mâterial iniciâl nâo ó dcs[ruídâ e câda ?ítomo de fósforc adopta,ì conÍiguÍÂ

ção electrónica exÌema do Si que lubstjtui, lìcândo um electrâo excedente nas Ìigações.
Este electrão ocupa uìn nível de eDergia mais elevâdo, muito pouco lisâdo ao ião ió!
lbÍo de.origem e pode liberÌar-se fâcilmeDte delc. O clcclÍão excedente libeÍo da tìcção
do fõsforo é um electrão na bânda de condução do mâlcÍiâÌ.

Se em vc7 do P se iniroduzir B, por exeìnplo. o ìÌateriaì lica

^ z--\ c,r---ì ç,
Àt!_rÀ!'-/À!rÀ!--,À
t.ì 1..ì 1..ì.- 1..ì í..ìv.-,--v.-----v.--.--v.--.--v
Àr!_/À\--!,-,Ã!,-/À\ 

!-/À

. . 1  l . . l  h . l  h . l  h  n
\ /  \ /  \ /  \ /  \ /
í .- :- ì íOÉOsrOí

exiíindo âgora um burâcojunto do boro. que pode lìcìÌmcntc ser ocupado por uÌn eÌec-
lrio, movcndo-se o buraco parâ outro ião. Neste movimento o buÍaco libeÍa-se da acção
do iào boro. passando a ser ìrm buÌaco da b.ìnda de vaÌóncia do Si.

Porque os Ììateriais cons[ituinles dajunção têm confìgurações electrónicas dileÍcn
tes, estâ tem um comportamento não ìincar no que diz respeito à conduÌividâde eìéc
trica. Ajünção é boa conduÌora para um senlìdo dc polaÍização que se designará por dì
rl)cto, e má conduÌora paÌa â polarização inversa. Este compoÍâmento designâ-se por
rectilìcadoÍ e é diÍectamente utilizado num díodo. Podc entender-se de formâ siÌnples
se se pcnsar cm lermos de concentrações de poriâdores Ìivres.

Se o scmicondutoÍ tem impurezas que lhe
dão eleclÍões exccdentes. poÍladores negativos,
diz-se do tipo n. e se tem impurezas que lhe dão
buracos, portâdores posilivos. diz'se do tipo p.

Uma junção p-n é uma junção obtida com
estes dois Ìipos de materiâis.

Quando se âplicâ uma ddp negativa entre o
lado p e o lado n. os portadores livrcs são ex'
rr f ldo. do Iüdü em que e\ i . l (m de lbr m.r 'mnoÊ

tânte e a condução pode ter lugar.
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o
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o

^ o

+ t

No caso inverso. os electrões do Ìâdo n são a1àstâdos da zona da.iunção. assim como
os burâcos do lado p. Cria se en1ão uma zona onde não exìstem cargas livres que se de
signa por zona de deplexão de cargâ. Porque o nìalcÍìaÌ cÍa neulro iniciaÌrìente. os iões
quc sc mântêm fixos (áÌomos que perderam os electÍõcs ou buracos associâdos) criatì
um câmpo eléctrico, com o sinal indicado na figurü. quc sc opõc ao cânìpo eÌécúico
apìicado c coÍresponde a umâ baÌTeira de potenciâl que os poÍt,rdorcs Ìivres têm que
vcnccr parr conlrìbuiÍenì para â condução.
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No caso de não exislir dilcÍença de po@ncial extema apticada, existe ainda uma zona
de deplexão de cârga. Esta resulta de seÍem difcrcnlcs as concentrações de poÍadores
dor dois ìados, D e p. dâjunção. Então. quando se etèctuâ ajunção. os dois tipos dc por
tadores difundem-sc pârâ o ìado ondc !ão mìnorilários alé que o caìrìpo eléctrico âsso
ciado a este deslocamento de caLea seja sìrficienle pâÍa sc opoí ao movimen|o de dìfu-
são. Assim, dcslocam se electrões pam o lado p e bufâcos pâra o lado n. Em cada um
destes lados eÍes portadores recombinam sc com os portadores aí existentes deixândo
najuìrçào ulìa região selì poÍadores livres, â que corresponde unr canpo eìéclrico conr
i  me,mi d re.çin c.cnl idô Jo indj(JJo  J f iËuru -cimJ.

Se nìcidir luz na zonâ de deplexão, levando à cÍiação dc pares electrão-buraco, eÍes
são imcdiâlamcnlc leparados pelo caìnpo elécúico, estandolhe associada uma correnie
eléctricâ. Quanto maior foÍ o númcro dc lb!ões incidentes maior é â coffente eléctrica
gerada. O apareciììrento desta corrente eléctricâ, rcsuÌtanle dü iluminação dâ iunção
desìgna se e1ìito lolovollâico. Se o circuito esÌiver abeÍo. o que se detecia é o apâÍc
cimento de uma diferença de potenciâl entrc os dois lados da junção.

Uma cóìula iblovoltaicâ é essencialmente üma assocìação dc junções p n em série.
Parâ cada uma destas junções. a coÍÌcnlc ó umâ função exponencial da ddp V, entre os
ìados p e n. que se pode representar e escrever do seguinÌc ÌÌodo

em que ké a constante de Boltzmânn (1.38 xl0 :rJK r) .  T é â temperatura absoìuta em
kclvin (0'C = 273 K) e q é â carga do elecúão (- l .6x l0 r 'C).

A expressão anterioÍ traduz o eÍèito rectificador da junção, correspondendo a cor
rentes elevadas para V>0 e a I = l" pârâ V<0. O vêlor de I,, depende forlemente da
lcìÌpcralura drjunção e da concenÌração de transpoÍâdores intínsecos. I, é gÍandc para
os nìateriais com uma pequenâ diÍcrcnça de energia entre â banda de valência e de con- 229
duçt!) lgap etrcrg)).

A corrente Íornecidâ r)cÌa céìuìa é âÌterudâ pela iìuìÌinação dajunção com râdiação
de fìequência adequada para

I  =  l " (e \q / f r - l  ) - Ì '

ondo I,râunrcDta com o ìÌúììero de fotões inciderÍes râ céluÌâ.



O apaÌecimento de IÍ conesponde a uma região de valores (YI) em que â junção
foúec€ potência para o exterioÍ. como figurado abaixo nâ curva caÌacteística I (V).

fueecidÂ

EÍiciência das célulâs fotovoltaicas

A corÍente numa célula fotovoltaica é função do número de pares electrão-buraco cria-
dos por abso4ão de luz e da eficiência de Íecolha destes transportâdores, isÌo é, exis-
tem perdas rcsistivas devido às rcsistências do modelo anterior.

O diagrama ou curva caracteústicâ I(V) representado anteriormente dá os parâme-
tros operacionais da célula: entÍe eles â corrente em curto ciÍcuito I.. e a ddp em cir-
cuito abeÍo V"" e â corÍente e ddp coÌ-respondentes à poÌência máÌima, Íespeclivamente

A potência ideaÌ máxima é dâda pelo produto V., L, mas vários factores afectam o
valor da potência. os quâis são conÌabilizados pelo FâcÌor de SatuÍação FS

'" - Lrv r' ' 
t"v-

sendo o produto I,r V",e a potência máximâ que se pode exFâir dâs células. O factor FS
pode ser determinâdo teoricamente a partir de parâmetros da célula.

Uma céÌula foÌovoltaica pode ser descrita por um modelo. o quâl representa umâ

:"1:::,'ïï:1fl:::"tr"ïi;.:ï:"':;ï;:i:,ïï, -r---é=.
outra em série como representddo no esquema. I t | |" O  I F V  l

t T t  I
l l Ì  I
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"". n = uï]'. *, q* P. = A i F(À) + d). .  A ó â írcâ da célulâ, F().)  o 'núÌnero

dc lìtões pof cm:, por serruDdo c poÍ unidade de compfimento de ondll À.

Nâs céìulas coìÌc.ciais o Íìctor FS situa se enlìc 0.70 c 0.85. PaÌa rm só módulo
tenr-se coÌno valoÍcs !ípicos V.,-0.58 V fluxo dc caÍga (concnte por unidâde de úea)
J."-35 mA/cnì:  c FS-0.8. AssinÌ uma célula de l00cm: produr 1.6 w

Como ,ì ìì,rio.iâ dâs apÌicações púticas exige ìÌaioí potênciâ é necessírio âs$crar
vários ììródulos cm sóne pârâ obter mrior ddp ou om p.ìr.rìch pâr.ì rnâiores corÌenles.
A âssociação dc nóduÌos permite atingir vâlores dâ o.dcìì do Mw

A quaììdade dc unra cóluÌr depende aiDda de uìn ouho parâDìctro dcsignado por fac-
tof de conversâo, quc ó drdo pela ràzão ì entre a potêìrcia da cóÌuh c â poiêncin recebid.t

Bia de cadâ lblào. h a constânle de Plânck e c a vcìocidudo dr Ìur. Enì gcrul a cficiôn-
cia leórica ó da oìdcff dc l0%

Como se vê da exprcssão ânterìor os Ìnaleri.ris semicondutotcs lio scnsí\,eis à coÍ
da luz do Sol. iío ó âo compriÌnento de ord.ì da Ìtìdiação. Par,ì uìn dado conìpÍìrÌìcnro
de onda exislem matcriris quc âhsoÍvcm rììelhor â luz que outìus. Malcriris colrlo o âÍsc
nieto de gál io e o si ì íc io nnìoÍ lo são ÌneÌhores que o si l íc io cr is l . r ì jno. Canradas 1ìn.Ìs do
prinìeiro produzeìì,ì ìÌcsma potência que câììrdâs espessas de tilício cÍìsürìino. Par.Ì
â mesma espessur:ì Ìeììos Íìcorcs dc 50{):Ì. Outra cafâcterísticâ que joga na escoih.t do
nìaleriâl é o vâlor do salto eìÌ eÍcrgia lgdl7 z'rs.gì)entre a b:ìnd.r de conduçào c tÌ dc
valêncìa. Como s.ìbemos o Sol cmitc Íadiâçâo coÌn unì especìro contúÌuo c a ìadia

ção de eneryia próxima da do !aìto ú rbsorvidâ conì mâior elìciéncia. Se a energia iDci
dcntc ior Draio. provoca sobretudo t|git,rção tóflÌììcn. e a energi.ì do Sol é desperdiçâdâ.
Tome'se como exenìto o silício,ìmoÍlb cuja energìa interband.ìs é Ll2 cV donde só
\c aproleitâr a paÍe do especlìo coìÌ compri cnto dc onda enlre 0.4 e Ll pììr. cuja

. h ,
e n e r E i ! - * u . r J d r . 0 . ) ì .  L .  ' ^  <  ì  l e V  A p r u ! ( i r ' -  J .  l r ' q  i ì c i r .

do visí\rcÌ e ainda parte do uìtravioìe( c inlÌalcrmclho.

O Sol como fonte de enersia

A cncÍgia solar que recebeÌnos pìovéìÌ do Iaclo dc o Sol ser um reactor de fusão ìruclear
siluado a cercâ de 150 Ìnilhões de cìuila)mctÍos d! TcÍm. O Sol é cssencialmentc consti
tuído poÍ hidrogénio e a iìsão nuclellr dc\lcs núcÌcos ó rm processo âltrLmenÌe exoenel

É a;licit estaletecer os ualoìes nódìos dx cncrgiâ soÌ.ì| que âlinge .ì Terra. dependc
do nrúÌlipk)s factores como lalitude. estudo dc hunìdâdc do âr, período do aìro. etc...
Conr curúclcr indìcativo pode dizer'-se que a cncrgiâ solâÍ (ÌÌìáxima" dispouível ao meio
dia soìâr. cnr dia ìínpido é da ordem de I kW m r. pâÍâ unìr superfície exposla directa-

menlo ao SoÌ.
Na Ì!ì a!ÌÌoslèra este valor é ììraior. perdendo sc quase 4Í)0 w/nÌr ro ahâvessar tì

tmoslèra. Os prnrcipâìs 1ìctores fesponsíveis pcla diìÌinuição dâ inlensid.ìde da rudia-
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ção que atinge o solo são: a dilìsão pcÌrs noìécuÌas dos gases que consritÌem a ârmos
iera ou peÌas pâÍtícul.ìs em suspensão. a ÍeiÌexão dilìsa pelas goras de águâ dtìs nuvcns.
e a absorção poÍ gases atìnosférìcos. csscìrcialììente pelo oxigénio e azoto nos pcquc
nos comprimenlos de onda. e pelo vâpof de água e anidrìdo caÍbóniso nos grândes coÌì
primentos de onda.

A radiâção gìobal cìue incide à supcÍlície tem porranro duas conponenres. unìa di
recta e oulrâ difusa de menor impo(ância.

Para maxiúìzar o rendimento de unÌ paiììeì Í-otovoìlaico. este deve esraÍ orìcnrâdo
de lormâ r receber o máximo dc Íadiação incidente. Alendendo à altura do Soì e aos
râlores da Íâdiação gìobal mcdidos eìn Lisboa, um esÌudor revelou que pnÍa painéis
orientados a Sul. a jnclinâção ideal vâria entre 0,,em Junho e 60. em Dezcmbro. No
entanlo, unr pâinel com inclinação fixa â 45. permjre a recolha de 90el. dâ Íadiação em
reìação à iìÌcliÌÌação ideâI. Assinr, eìn Lisboa, para um pâinel incÌinado a 45,'a energia
disponível média é de 5.Ì2 kvr'h/di.r/m :.

O rendimento globaÌ de um sistema de conversão fotovoltaico depende ainda de
oulros factofes como scjam:

! temperâturâ da região;

{ potência debilâda:

4 factor de compactação ou 1râcção de áreâ do painel que de fâcto é ocupada coìÌ
células fotovoltaicâs. Pode assumir valores úr ordem dos 807..

Tudo isto faz com que o rendimento do sistema se afaÍc brÍante do rendimcnto
máximo, estìmado a paÍif do material dâ célula.

PaÍa ler um! ordcm de grandeza dâ encrgiâ qüe é possível obtcr corÌ eíe ripo dc convcf
são, consideÍemos uìn sistc'Ìâ de palnéis solares com dime.sões de l0 x t0 km. A radjação inci
derte considerada é a global média eslimadâ pan Lisboa com paiÍén inclìnados a 45,,. O Íendi
menlo globaÌ eíimado incÌuindo os diveÍsos lìcto.es é de E7.. Ao iìn de uDr ano, a cncrgir
eìéctrica pÍoduzida po. um taì sisrema seÍia de L50: l0r! kwh.

A títDìo de conparaçÍo. podemos caìcülar â encrgia pote.cial aÍmazcnada nurÌa rÌbufcira

n . , a l e l  p r p ( J i J J  o c  p r n  u ,  Í l i . l J d l  l 0 0 T c n c , r p . r d n .  . . " r  r g  
I  , . | | . ' -

mos ì .36 x 1 0r kwb. IsÌo significa que para produzìr a mcsnâ c.erSia se leria quc es,âziar a
albultÌa 1000 vezes com un rendiDcnto de 100.á na conversão cm erergia etécl.icd.

Rtlidçã. sbtun út entr.n atrdí.ì.,\ oriotdat d Sul,L Â N,torìeC.v MülÌcs. R.\t\h do
INMC,  I9 I ]  L ,
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APÊNDICE I

O Osciloscópio

osciloscópio é um aparcÌho que permite obseNar nuìÌ ecrã umâ diferença de po
tencial (ddp) em função do lempo ou em função de umâ outrâ ddp. O clemento

sensor é um feixe de electÍões que. devido ao baixo valorda sua massa e por serem par-
tículas cârregâdas, podem ser facilmente acelerados e â suâ úÂ.jectóÍia aìterâda pela
acção de um campo elécÍico.

A ddp lé se Â pâÍir d.r posição de uma mancha lumjnosa ou rpot num ecrã r'ectan-
gìrlar de dimensões aproximâdas 10 x 8 cÌn. A nìancha é provocada pelo impacto de uÌn
feixe de electrõ€s num ecrã revestìdo de marerial flüorescente. Umâ série de divisões
marcadas no ecrã (âs maiores de I cm e as menores de 2 mm) auxiliam na leitura das
cooÌdcnadas do ponto luminoso- O rigor que se obtém é nonÌâììÌenre da ordem de
I mm. mas a precisão da medida depende das escâìas escolhidas para os eixos XX
(lempo ou ddp) e YY (ddp).

Como quase todas as grandezas físicas são mcdidas através dc um sinâl eléctrico o
osciloscópjo ó utilizado em qualquer tipo de lâborâtório c em situâções tão diversas
como o diagnóstico nìédico, mecânica de automóveis, prospccção mineira. etc. Sendo,
em geraÌ. um âparelho de conÌrolo e observação, uma cscolhajustâ dâs escalas permite
medidas com uma precisío de 2 a sEo.

O osciìoscópio, que passâremos a designâr abreviadamcntc por OSC. é essencial-
meDte constituído por duas partes:

& Tubo de raios câtódicos com ecÍã lluofescente;

! Circuitos electrónicos.

Funcionamento do osciloscóDio

Tübo d€ raios câtódicos € circuito de entradâ

O Ìubo de raios câtódicos, em vidro e onde existe vácuo, encena um emissor ou crnhão
de electrões, üm conjunto de gÍeìhas e eléclrodos, dois pares de placas ínetílicas para
lelas (um de placas horizontais e outro de verticais) e um ecrã de sulfureto de zinco,
tudo dispoÍo como se pode ver nâ figura da págìna seguinte.

No canhão de electrões produz se e conÌrola-se o feixe de eÌectrões. Usam se eìec
lrões porque, paÍa aÌóm de seÍem de fácil obtenção, a sua pequena massa (9.llxl0 rr kg)
e o facto de seÍem caÌrcgâdos ( 1.6xl0rqC)fâzem-nosmuiÌosensíveisâpequenasddp.
Um filamenÌo F de tungstónio é aquecido provocando, por efèito termoiónico, a emìs
são de electrões de um maleriaì âlcalino (cátodo C). PaÌa formar e contÌolâÍ a intensi
dade do feixc (bÍilho) e acelerar os eìectrões exisÌe respectivâmente uma grelha W a
potenciaÌ negaíìvo. e um ânodo A:, eléctrodo a poÌencial eléctrico positivo. A ddp exis
tente entre €ste ânodo e o cárodo comunica aos electrões umâ velocidadc horizontal v,.
Um sislema de eléctÍodos G e Ar coìocados entÍe a grelha e o ânodo Ar permite a focâ,
lizâção do tèixe.
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As pÌâcas XrX, e YrY, poÍ onde o feixe posteriormente passa permiÌem fazer a sua
deflexão. Quando apìicâda uÍrìa difeÍença de potenciaÌ â esÌas placas é criado um campo
eÌéctrico que actua sobre o feixe de electrões numa direcção perpendiculaÌ à das placas,
deslocando-o conforme a amplitude da tensão aplicada- A reÌação entre os desloca-
menlos horizontaÌ e veÍtical e as ddp aplicadas é Ìinear

X= K,V, e Y= KtVy

K" e Ky são constantes de proporcionalidade que dependem da dimensão das plâcas,
da sua distância ao ecrã e da velocidade dos eÌecúões. Se o OSC é usado para obser-
var a variação de uma ddp em função do tempo, esta tensão é aplicada às placas hori-
zontais YrYr, prcvocando o deslocâmento vertical do feixe, O deslocâmento vertical é
proporcionâl à ddp Vy aplicada. Às phcas verticais X1X, aplica-se uma ddp V,, foF
necida por um circuito electrónico designado por BASE DE TEMPO. A ddp aplicada
pelo circuito da base de tempo actuará sobre o feixe deslocando-o na horizonral, da
esqueÍda para a direìta, com uma velocidade constante d€signada por velocidâde de
vâÍìmento. No ecrã ter-se á a ìmâgem da função Y(X)=Vy(t). O OSC esrá a funcio
nar em MODO Y-T.

O esquema de blocos electÍónicos da figura na página seguinte sintetiza o fun-
cionâmento do OSC desde a €ntradâ do sinal âté ao aparecimento do ponto luminoso
no ecú. Nos parágrafos que se seguem explica se cada uma das operações repre-
senÌaoas.

Para aÌém do modo Y-T, o OSC também permite observaÌ uma ddp vr em função
de outra ddp vr. Pam se ver vr(vr) deve-se aplicar vr ao paÍ de placas deflectoÍas horizon-
tais (placas Y) € v, ao outro paÍ (placas X): o OSC funciona em MODO X-Y

O OSC é um apârelho que mede diferenças de potencial devendo portanto ter
uma resistência intema eÌevadâ, tâl como é exigido a quaÌquer voltímerro. Na maio
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riâ dos OSC essa resistência é de I MO, podendo ser aumentâda paü l0 MC) com
o auxílio de uma ponta de pÍova apÍopriadâ, que descÍevemos no fim deste apên-
dice,

Os osciloscópios simples permitem observaÌ sinais até frequências de 20 MHz.
Os sinais à entrada Yr ou Y, são sujeitos a um ou váÌios andares de ampÌificação antes
de actuarem sobre âs places deflectons. A sensibilidade máxima que se obtém no OSC
é de I cn/5 mV Este assunto será retoÍnado com majoÍ detalhe num dos pÍóximos pará'
grafos,

VâÌrim€nto € trlgger

Quando seleccìonamos o modo Y-T, designa-se por vaúmento o passeio horizontâÌ do
ponto luminoso â velocidade constante. O desÌocamento começa no lâdo esquerdo do
ecrã e termina à direita. Mas quando e como se inicia?

Devido à frequência dos sinais que queremos em geüÌ observar, o vaÌrimenÌo deve
ser âutomático e rápido. Devido à persistência das imagens na Íetina, não se consegu€
ver a mancha a deslocar-se, mas apenas um trâço contínuo, Se o varrimento se repete
sem interÍupção, só por mero acâso é que as frequências de vârrimento e do sinaÌ se
ajustam, e por isso os ciclos consecutivos de varrimenÌo não se sobrcpõem coerente-
mente, provocando no ecrã uma imagem desordenada. Esta situação encontra-se exem_
pÌificada na Íigura seguinte.



Paía que as imagens consecutivas se sobreponham, permitiodo uma visualização cú
moda, é necessárìo um circuito de sincronismo que inicie o vârrimento do sinal sempre
a paíir do me'mo ponto. O sincronj.mo e desjgnado por dispflro ou r/rgp", . o ,e"pi._
tivo circuito está incluído nâ zona da BASE de TEMPO.

O sincronismo é obtido a partir da
comparação dâ tensão a medir Vy com
uma tensão de referência V,, reglrÌável e
constante, designada por nível de tìgger
ou ./rag€r lewl. No insrante em que Vy
é igual a V, o circuito envia à base de
tempo um impulso e o varrimeúto inicia-
-se pela acção de uma tensão em râmpa
V, de declive constanie, como a da figu-

nprr"a.l r.""_.1 | |* - * * t - ' t t l
._-______=--_

râ, aplicâda às placas veÍticâis. O circuito de sincronismo fàz ainda a distincão entre âs
fa'es sscendente r+i ou descendenre í , do .inâ1. produ,,rndo o disparo para àpena, uma
das situações.

A acção da tensão de vanimonto V, cessa quando o feixe de electrões arinse o lado
dircito. \esçe insmnte o feixe e de<!iado rapidamente para a eguerda e pari fora do
ecrã. O tÍaço de rerorno não é observado porque durante esse lapso de tempo a grelha
é sujeita â uma tensão mais negativâ, impedindo os electrões de atingir o aÌvo. O ponto
lÌfminoso voltâ ao ecrã qudndo a base de tempo recebe um novo impulso de tiggir- As
figurâs seguintes ilustram esra expÌicação pâra diferentes siruações.
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Na primeira figuÍa o sinal é mostrâdo a paÍiÍ de 0 V e a crescer em tensão. Na fi
gura seguinte o sinal é visível a partir de uma ddp superior a 0 V mas aindâ com deri_
vada positivâ em ordem ao tempo. Finalmente na última figura o dispsÌo é â 0 V mas
o varrimento é mais lerÌto permitindo ver um pouco mais do sinal.



Nos exemplos seguintes o sinal é mais complexo e por jsso na primeira figura a
de|tÍtição de trigger Ìevel não é suficiente para se obter uma imagem correcta do sinal-
A melhor imagem resultâ de uma escolha mais convenienle para o nível de trigqerelot)
tempo de varrimento. como se ilustÍâ nas outÍas duas figuras,

Consoante o tipo de sincronismo usado, assim dizemos que esÌamos em modo ZRlc-
GER AUTO ou NORMAL.

. IRIGGER AUTO: o vaÌrimento pÍocessa-se peÍmanent€mente em intervalos re-
gulaÍes, mesmo quando não exista sinal na entrada. Com uma selecção de vârri-
mento lento (s/cm ou alguns mvcm) é possível ver o ponto luminoso a deslocar-
-se horizootaÌmente atÍavés do ecÍã, Para vaÌÍimentos mais rápidos, em vez de
um ponto observa-se uma Ììnha horizontaì, devido à persistência das imagens na
retina. Nos modelos mais simples de osciÌoscópios este tipo d€ tnfger obtém-
-se usândo o controlo do trigger na posição AT.

r ?RIGG,'R NORMAL: o varrimento inicia-se desde que exista um sinal de en-
trada compatíveÌ com o nível de trlg8er seleccionado. Neste lipo de rrigSel não
s€ vê nenhum sinal no ecrã se não houver sìnâl nâ entrada e exige que se regule
frequentemente o nível de trlS8ar quando se obseÍvam ddp diversas.

Conforme a origem do sinal de tensão que é usado paÌa realizar o sincÍonismo, assim
dizemos que se tem o IRIGGER eír, ínodo EXTERNAL oü INTERNAL.

. TRIGGER INTERNAI,: O sincronismo do írígger íeste modo é feito a partir
da(s) ddp(s) aplicadas à entrada do OSC. Nos osciloscópios de dois canais, o
sincrcnismo obtém-se a paÍiÍ da tensão apìicada ao canâl I ou 2, consoânte a
posição do interíuptor TR1G está em I ou Iì. Nestes OSC, é possíveÌ estaravisuâ-
Ìizar um sinal num canal, enquanto que o varrimento é sincrcnizado pelo sinal
aplicado ao outro canal. Parâ obter este efeito basta ter os selectores em MOìy'O
e TRIG IL
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. TRIGGER EXTERNAT: Neste modo só existe vaÌrimento quândo na entÍâdâ de
trigger externo se aplicâ um siÍal. E usado qüando o sinal de entradâ está mis-
turâdo com ruído que se quer eliminar e se dispõe de um outlo bom sinal com
frequência iguaì ao de entrada.

A maioria dos modelos de OSC permitem a €scolha de outras fontes paÌa o sinaì de
sincÍonismo, nomeadâmenle ry e Zü{8. No modo LINE o t igaÉr é conÌândado pela fre-
quência de alimentação da rede. No modo TV o sinâl de sincronismo intemo (l ou tr) é fil-
trado com um Íiltro passa-baixo (- 500 Hz) por foÌma a facilitar a visuatização do sinal de
refevisào. Alguns modelos majs complexos de OSC rèm um çelecror adicional TRIC SLL
que permite seÌeccionaÌ os modos AC, DC, LF e HF que fìltram do sinal de sincroÍÌismo
respectivamente a componente aÌtemâ, contínua, de baixa fiequência ou de alta ftequência.

Osciloscópio de tÌsço simpl€s € duplo

Conforme se pode visualizff, em simultâneo, uma ou duâs ddp assim o OSC é de traço
sìmples ou dupÌo (DUAL TMCE). A maioria dos oscìloscópios é pelo menos dr{al e
actualmente eÍcontram-se facilmente âparelhos com qua[o canais.

Usa-se o OSC em traço simples ou MONO, quando se pretende observaÍ um sinâl
único que se aplica à entrada Yl ou Y2, iúdependentemente do sinal aplicado à entÍada

PâÌâ se obseÍvarem sìmuÌtaneamente dois ou Ìnais sinais, na maioria dos OSC existe
um sisÌema de paÍtilha do feixe de eÌectrões, de modo que com um único tubo de râios
catódicos se possa fazer a visualização de vários sinais. No caso de serem dois, designa-
-se por trâço duplo e deve seÌeccionar-se DUÁt. PaÌa analisar dois sÌnais de ddp vyr e
Vyr, aplicadas às entradas I e 2, o OSC possui um circuito de comutação electónica
que envìa aÌtemadíÌÍnente \r e \, às placas horizontais. Esta comutação tem de seÌ
muito úpida paü que exista penistência das duas imagens.

No modo DUÁ, existem dois tipo de comutação:

: Modo Alierno (ALI) a comutação faz-se após cada vaÌrimento, registando
aÌtemadamente no ecÍã Vyr e Vyr. Para que a altemância não seja perceptível o
vâÌrìmento deve ter um período inferior a metade da pe$istência retiniana, i.e.,
a sua frequência deve ser supeÌior a 50 Hz.

. Modo Repartido (CHOP) - a comutação faz-se a eÌevadâ frequência (100 kHz).
O traço de cada ddp Vy é desconúnuo, aparecendo a tracejado no ecÍã. Se o vaÌri-
mento se fâz lentâmente, com fÍequência ìnferior a I kHz, o comprimento do
tracejado e a distância entre tÍaços coosecutivos é inferior ao diâmeho do ponto
luminoso, o que provoca uma sequência de pequenos tsaços peÍcebida como uma
linha coníÍÌua.

Quando se faz a composição de sinais, paÍtindo do modo Y-T DUAL paÍa o modo
X-Y. a base de tempo é substituída pelo sinaÌ do canal 2. Dâqui rcsulta a composição
da ddp Vr com ela mesma, o que produz no ecrã umâ semirecta inclinada â 45ô. Esta
Dode ser suDrimida Íetomando ao modo MONO.
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Regulações e opções

As entradai e os diferentes botões de controlo estão resumidos na Íìgura ânterior que
repÍesentâ a parte frontaÌ de um modelo de osciloscópio económico e bâstante difundi-
do nos laboratórios de iniciação à Física ExpeÍimental.

Quando se usa o osciloscópio a primeira operação é ligáìo:

. POWER ON píovoca o aquecimento do filamento e a consequente emissão de
electrões do cátodo. Mas atenção, é necessário que o apaÌ€lho estqa aümenrado
com 220 V e uma boa ligação à massa. A ligação à massa tem por e{eito evitar
que se desenvolvam no tubo catódico e ecÍã tensões electrosúticas elevadas,
Uma luz sinalizadom assinala quando o apâreÌho se encontra ligado.

Regulâção do ponto Ìuminoco

O esqueÌÌÌa do canhão de elecüões ilus-
tra quais os comandos oossíveis:

I INTENSITYT A grelha w' a po-
tenciaÌ negativo, repele os elec-
trões obrigândo-os a concentra-
.em-se num feixe. Regulando o
potencial da gelha contÍola-se o
fluxo d€ eleciões, isto é, a inten-
sidade do feixe e portanto a Ìumi-
nosidade ou brilho do ponto Ìu-
minoso. Estas operações são
efectuadas com o botão (Íegula-
doÍ de um potenciómetro) 1&-
TENSITY;

G ^
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. FOCUSì Os ânodos Al, À2 e 43, a potencial posjtivo relativâmente ao cátodo,
permitem acelerar e conc€ntrar o feixe actuando como lentes. A sua tensão é con-
trolada pelo botão (reguiador de um potenciómetÍo) FOCUS. O ânodo A, deter-
mina a intensidade do campo eléctrico a que o feixe de electrões fica sujeito, lo-
go a velocidâde finâl com que s€ deslocam;

. TR (Tracê Rotatiotr) potenciómetro que regula a horizontâlidade do vanimento
dos eÌectrões,

AITNçÃO: se o ponto luminoso for muito brilhante quer dÌzer quç se excitam mui-
tos álomos do ecrã e qrìe se pode destrui. ness€ ponto â câmada de substância fluores-

Entradas

As entradas são as Y e a de TRIGGER EXT. As entÍadas Y têm três Ìipos de acoplâmen-
to ao ciÍcuito de amplificação, ilustradas no esquema:

r DC (acoplamento contínuo): a
ddp à entrada é aplicâda diÍecta-
mente ao circuito de amplifica-

ção;
. AC (acoplamento fÌltrado): só â

componente da ddp variável no
tempo é aplicada ao ampÌifica-
dot a componente contínua é fil-
tÍada pelo condensadoÍ C;

r GD: a tensão de entrada não é aplicada ao amplificador, sendo â entrâda deste
colocada à Ínassa. Esta posição do comutador é usada sempÍe que se quer ajus
tar o nível de tensão zero, também designado por linha de base.

As figuÍas seguintes ilustÍam o efeito de cada um dos tipos de acoplamento.

Junto de cada entrada está o regulador de gaúo do amplificador veÍticaÌ com uma
escaÌa graduada em V/cm, desde 5 mv/cm â 20 V/cm. O ganho deve ser seÌeccionado
de acoÍdo com a amplitude do sinal em observação. Com a altura do ecrã de 8 cm, estas
escalas permitem â obseÍvação de ddp até um máximo de 160 V pico a pico.

Na escâlâ de 5 mv/cm a ddp é aplicada directamente à entrada de um amplificador
de ganho 1400. Em todas as outras escalas o sinal passa antes por um ou váÌios atenua-
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doÍes de modo que à entrada do ampìificador a amplitude do sinal seja no máximo 5
mv/cm, Os aÌenuadores usados são divisoÍes de tensão resistivos. Nas escalas 50
mv/cm, 0.5 V/cm e 5 V/cm â ligação é efectuada através dos arenuadores AÌ. A, e Ar.
Uma atenuação suplementar de um factor 2 ou 4 pode ser obtida pela inserção adicio-
naÌ dos atenuadores Br e Br. A aplicação simultâneâ de A e B permite âtenuâções que
vão de l/2 a l/4000. No total Dodemos ter 12 escalas entre 5 mv/cm e 20 V/cm.
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Para mediÍ uma ddp multiplica-se o número de cenrímerros que o sìnal abrange na
escala veÍtical pelo vâlor do ganho em V/divisão ou V/cm seleccionado. Em qualquer
escalao circuito de eDtrâda tem uma resistência equivalenre da ordem de I Mí). O selec-
toí de escaìâ tem ainda uma posição CAL ou CALIB (calibrado) que gaÍanÌe o valor do
ganho seleccionâdo. Fora dessa posição a amplitude é menoÍ do que a real.

Ao lado das entradâs Yr e Y, exìste uma ligação de terÍa.

Modo Y-T

: BASE de TEMPO, X-POS e Y-POS No modo Y-T os borões X-POS (HORI-
ZONTAL ou ê) e Y-POS (ou1) permitem o enquadramenro no ecrã da linha
de base. O cìÍcuito da base de tempo fomece, como referimos, uma tensão V,
do tipo dente de serra. A seÌecção do período T do varimento, ou seja do perí-
odo da ddp em denre de sena, faz-se com o borão BASE de TEMPO (ZMt
AÁSt). Parâ medir um intervalo de tempo multiplica-se o oúmero de centíme-
tÍos que o sinal abrange na escalâ horizontal pelo valordaescala em tempo/divi
são ou tempo/cm seleccionado. O tempo é dado em unidades de s, ms ou ps.
Quando V* atinge o valor V.- um sinal desviâ o ponto luminoso para íora do
ecrã. O valor mínimo da escala horizontal pode ser alterado usando o selector
x MAGN. O número que acompanha este seÌector indica o factoÍ por que se
Dode muÌtiDlicar esta escala.
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NIVEL de TTGCER (ZEVEL\ e DECLIVE (SLOPE) o primeìro regulador
varia o nível de tensão a paÍir do quaÌ o sinaÌ é visualizâdo e o DECLM per-
mite seleccionar se a âmostragem do sinal é no sentido dâ âmplitude crescenÌe
(slop€ +) ou decrescente (rlop€ -);

MODO de m/GGER (ou disparo): O trigger pode funcionardedois modos dife-
rentes: NORMAL ou AUTO, já rcferidos anteriormente. No modo NORMAL o
t/€gel ocorre desde que a tensão do atyE seja atingida. enquânto que no modo
AUTO o lngg€r ocorÍe automaticamente. A frequência do varrimento depende
da foote de tngger escoÌhìda: INT, TV LINE ou EXTERNAL. /

Modo X-Y

Como já referimos, este modo é usado para estudar uma ddp em função de outÍa. Aplicâm-
-se os sinais às enÍadas Yr e Y: e seiecciona se o modo no bot?io X-Y ou HOR. EXT.
Nesta forma de funcionamento o OSC desliga o ciícuito base de tempo dâs plâcas ver-
ticais e aplica a estas a seguoda ddp. Nos modelos antigos de osciloscópios exìste uma
entrada especial para a segunda ddp assinalada com X,

Grandezas que se podem medir directâmente com o osciloscópio

Ïensões contínuas

Embora vocacionado paÌa a medição de ddp variáveis no tempo, o OSC também pode
s€r usado para medir uma ddp contínua, Não havendo necessidade de sincronismo, o
tr8ger d€ve estaÍ semprc no modo AI-ITO. A tensão de referência, o nível zero ou ÌinÌìa
de base, deve ser ajustado com a entrada do canal ligadâ à massâ (selector em cND).
Com a base de tempo deslìgada, o nível de referência resume-se a um ponto brilhante.
Por isso é mais cómodo escolheÍ uma velocidade de vaÌrimento que produza um traço
contínoo no ecú,

Ao aplicar a ddp desconhecida à entrada do OSC, agora em modo DC. a linha de
bâse realizâ um salto proporcional à ddp. Com um erro de leituÍa de I mm, a melhor
precisão que se pode obter num ecrã de 8 cm é de -17Ò. Para a conseguir é no entanto
necessário que a Ìinha de referência coiocida com uma das divisões extremas maÍcadas
no ecrã e que o ganìo do amplificador verticaÌ seja o máximo permitido pela amplitude
do sinal.

Esta é uma caÌacteística comum â todas as medições de comprimentos feitas no
ecÍã do OSC: paÌa maximizar â precisão de leituÍa, o OSC deve ser ajustado por forma
a que a distância lidâ sejâ a maior possível.

T€nsões alt€rnas periódicas

Para caracteÍizaÌ urna ddp aÌtema é necessário medir a sua amplitude máxima V" e
período T. PaÍa conÌìecer a verdadein grandezâ dâ ddp deve-se ajustaÍ a Ìinha de zero,
tâl como foi descrito paÌa â medição de ddp contínuas, e seleccionar a entrada do OSC

244



em rnodo DC. Com tensões sinusoidâis o mâis cómodo é medir a tensão pico a pico
Vpp= 2V". Mais uma vez o ganho do amplificadoÍ deve ser o máximo permitido pelo
nível do sinal.

No caso de se pretender visualizare medir um sinal de pequenâ vaÌiação mistürâdo
com uma comporente contínuâ muito superioÍ, a entradâ do osc deve ser colocada em
AC. Um exempÌo típico é a observação da osciÌação residual duma ddp rectificada com
uma ponte de díodos, situação descrita na kituÍa 4.

Para mediÌ o período T de um sinal periódico, deve-se ajustaÌ a base de tempo e o
r/rgger por forma a visualizar no ecrã uma figuÍa estável com uÍn pequeno núr4ero de
ciclos compÌetos, Para minimizar o erÍo de leitura, deve-se medir no ecrã o tempo cor-
Íespondente a todos os peíodos repíesentados. Com um ecrã de 10 cm de largura e um
erro de l€ituÍa de I mm, a precisão máxima que se pod€ obter é d€ 1%, ou seja, três
algarismos signifi cativos.

Quando a tensão de entrada é aperiódica, como por exemplo no registo da voz hu-
mana obtido por iútermédio de um micÍofoúe, o OSC permite a sua visuâÌizâção mas a
instabiÌidade da imagem não permite â realização de qualquer medida.

Int€nsidâde de corrente

tmbora funcione essencialmenre como volümeúo. o OSC podè medir inrençidade. de
conente em função do tempo (ou uma ddp), através da medida da ddp aos terminais
de umâ resistênciâ conhecida R, Nestas circunsúnciâs, os valores de ddp lidos na
escala do OSC devem seÍ conveÍtidos em corrente pela aplicação simples da lei de
Ohm.

Diferençâ de fas€ entre dois sinais de igual frequência

CoÍrsìderemos dois sinais sinusoidais, vr(t) e vr(t). erÌtre os quâis existe umâ diferença
de fase íddfl de ò.

r ,ír) = rcoçí(or - O) e y.í,ì - .]cosco em que (l) - 2Tl

A ddf ó pode vaÍiar entre 180" e +180". Quando a ddl é negativa diz-se que vl
€stá atrasada em relação a v, e quando a ddf é positiva, que vì está adiânladâ em rela-

ção a v,.
PaÍa medir a ddf pode-se obseÍvar no OSC, em modo X-Í a composição dos

dois sinais. Com vr aplicada à entrada do canal I (Y) e v, na entrada do canal 2 (X),
o ponto luminoso descreve no ecrã uma figura cujas cooÍdenadas x(t) e y(t) são da-
das por
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Para definir a equação dâ trajectóriâ descrita pelo ponto, eliminamos a variável r
entre as duas equâções, obtendo-se

-  + +  - = l  c o s ó = s e n : ó

que é a equação de um elipsóide
com os eixos principais rcdados.
Desta expressão podemos concluir
que a figura é idêntica paÌa uma
ddf de 1$. Os dois casos distin-
guem-se apeoíìs pelo sentido com
que o ponto descíeve o e[psóide:
no sentido directo se Y estiver atra-
sado em relação a X, ou no sentido
retÍ5güdo em caso contrário, Esta
situação só se pode observar no OSC em modo X-Y paÌa fÍequências muiro baixas.

A figum ao lado ilustra como se processa a composição de sinais e consúução da
elipse para üma ddf de +45".

As figuras seguintes mostram o resultado dâ composição de duas sinusoidais para
diferentes ddf, incluindo os casos paÍiculaÍes: ó=0., em fase; ò= j90., em quadra-
tuü; 0=1800, em oposição de fâse.

PaÌa sinais em quadratura, se â = b a elipse tÍansforma-se num círculo.
Para medir uma ddf + aÌbitÍária, deve-se fazer

a medição das amplitudes Yj e Y: como indicado
na Íigura. As prop.iedades pâÍiculares desses pon-
tos da tÍajectória permitem escreveÍ para a elipse
a cheio que

Ì

I
lôl= sen r(Y,/Yl)

osc PaÍa a eÌipse a tÍacejado, aloúgâda entre o 2.'
e 4.' quadrantes, a ddf é dada por

l0l= 180.-sen1| (Y,/Y1)
À difeÍença de fase pode ser iguâlmente me-

dida com o OSC em modo Y-T, se bem que neste
modo a leiturâ seja menos cómoda. Conhecendo o
peúodo T comum às duas ddp, mede-se o tempo a
de que v, se encontra adiarÌtada em relação a vr.

V e m e n t à o ô = 1 6 0 " +
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Medição dâ râzão de frequências de dois sinâis - figuras d€ Lissajous

Quando se realiza no OSC em modo X-Y a composição de dois sinais sinusoidais de
frequênciâs diferentes,

.r =Ácos(ro.+ô0.) com f,= or,/2T = 1/T,
J = Bcos(oi+d0,) com í= (n,l2T = l/7,

como a frequência dos sìnaìs não é a mesma, a trajectória da mancha dos electrões no
ecrã não é uma figurâ estável, a não ser que a Íazão entre as frequências seja um número
inteiro ou uma frâcção racional. Nestas condições obtêm-se as conhecidas FIGURAS
DE LISSAJOUS cuja forma característica depende da Íâzão entre as frequências dos si
nais e do vaÌor dâ diferença de fase jnjcial, Aôo = ótu -Òo|

Nas figuras seguintes ilustram-se úlguns exemplos de figuras de Lissajous forma-
dâs Ddra diferentes Íazões de freouências.
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Se conhecermos uma das frequências, podemos medir a frequência do oütro sinal a
paftir da expressão

í _ n." de aÍcos tângentes ao eixo horizontal

/; n." de arcos tangentes ao eixo venical

No lâboratório é muitas vezes difícil obter
uma figuÍa de Lissajous perfeitamente está-
tica. Isto deve-se ao facto das frequências oão
obedecerem exactamente à râzão teórica pelo
que a ddf inicial não é constante, variando no
tempo. Este efeito dá a sensação de se ter no
ecÍã uma figura cilíndrica a rodar A figura
ilustra esta situâção,

A formação das figuras de Lissajous não
é om prìvilégio dos sinais sinusoidais elécú-
cos de ddp, formam-se sempÍe que se tem
uma composìção de movimentos oscilatórios.

1:2

1:3
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Ponta de prova

A ligação entre o ponto do circuito onde se quer medir uma ddp e o OSC é, em geÍal.
feita atÍavés de uma PONTA DE PROVA. Estâ é constituída por um cabo coaxial em
que uma dâs exkemidades aprcsenta um contâcÌo em foÍma de gaÍrcho ou crocodiÌo e
a outÍâ uma ficha compatível com a entrâda do osciloscópio. Um cabo coaxiâl tem a
constituição aFesentada no esquema.

Na ponta de prov4 o potencial de re-
ferência, a massa, encontra-se ligada di-
rcctamente à massa do osciloscópio. Por
isso, nos OSC com mais de uma entrada,
os terminais de refeÉncia são comuns. Esta caÌacterísúica deve ser tida em conta quando
se pretendem observÍÌí simuÌtaneamente sinâis provenientes de vários pontos do mesmo
circuito.

A impedância de entrada do OSC vista pelo ciÍcuito sob teste deve seÍ gÍânde,
para não retirar qualqueÌ corÍente a este e poÍtanto não perturbar a medida. Ora a
resistência de entÍada de I MO associada em paÍalelo com uma capacidade da
ordem de 20 pF é poÍ vezes insuficiente pam garantir a fidelidade da medição. Para
evitar este probÌema inseÍe-s€ uma rcsistência de 9 MC) em série com a ponta de
prova,

A esta resistência é associada uma capacidade ajustada ao valoÍ do paralelo da câpa
cidade de entÍadâ com a capacidade do cabo coaxial por foma a obter um ciÍcuito divi-
sor de tensão poÍ 10 paÌa todas as frequências. A impedância de entÍada do osciloscó-
pio atÍavés da ponta de prova seú 10 Mç! em pamlelo com alguns pF.

Em ceÍtas pontas de prova existe um comutador assinalâdo por lX ou lOX que per-
mite a inserção ou não da resistência de 9 MO. Quaúdo se usa uma pontâ de prova com
atenuação de 10, todas as leitums de ddp feitas com o OSC devem ser multiplicadãs por
10, e a sensibilidade máxìmâ deste passa a ser de I cÍn para 50 mV

' i
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APÊNDICE 2

Multímetros

s instÍumentos de medida habitualmente usados na medição das grândezas eléctri-
cas - intensidade de corÍente, diferençâ depotencial e ÍesistêÍcia eléctrica, d€sig

nam-se Íespectrvamente por ampefmetÍos, voÌtímeúos e ohmímetros. Um multímetro
é um aparelho que reúne num mesmo corpo estas três funções. Em relação ao osciÌoscó-
pio, que é um outro instrumento de m€dida de gmndezas eÌéctricas (ver Apêndice 1), o
muÌtímetro tem a vanÌagem de ser de menorcs dimensões e fácil transporte. Aléú disso,
a sua utilização é bastante mais simples e é mais pÍeciso nas mediçõ€s realizadas. No
entanto, um multímetro apenâs mede o valor de grandezas constantes, ou o vaÌor eficaz
de grandezas com vaÌìação periódica, pelo que não permite acompaúaÍ a evoÌução de
grandezas ao longo do tempo, como faz o oscìÌoscópio.

Os multímetros são de dois tipos:

r ANALÔGICOS sensíveis à corrente que os atravessâ. Indicam o vaÌoÍ da me-
dida mediante a posição de um ponteiÌo que se pode deslocaÍ contiouamente so-
bre uma escala:

: DIGIrAIS - s€nsíveis à tensão aos seus terminais. Fomecem directamente o
vâlor numérico do rcsuÌtado da medida.

Começamos por analisar o comportamento dos multímetros analógicos, se bem que
actuâlmente se usem quase excÌusivamente os digìtais, cujo funcionamento se baseia €m
circuitos integrados. Os multímetÍos digitais possuem melhores caÌacteústicâs que os ana-
lógicos e o processo de leituia é mais fácil e preciso, poÍque se lê um númem em vez da
posição de urna aguÌha em face de uma escala. Contudo existem medidas muito sensíveis,
sobretudo de corrente elécúca que exìgem ainda o recurso aos muÌtímefos anatógicos.

Multímetro analógico

GalvanómetÌo d'Arsonvâl

Os medidores analógicos fundamentam
se em gerâl nâ medida de corrente (tipi

camente com um valor máximo de
37.5 p.A ou 50 pA) realizada com uÌn
galvanómeÌro de quadro móveì do tipo

Neste gaivanómetro, a coÍÌ€nte cuja
intensidade se quer medir é obÍigada a
âtravessaÌ o enrolamento de espiras co-
locadas no interior do campo mâgnético
produzido pelo imã. A acção do campo
magnético sobÍe a corrente nas espiÍas
traduz se por um bináÌio que leva àrctâ-
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ção do quadro móvel. Este binário. que é propoÍcional ao vâloÍ dâ intensidade da cor-
reÍÌte, é equilibrado por outÍo binfuio simétrico produzjdo pela deformação angular de
uma mola enrolada em espiral. Desta forma, o deslocamento final sofrido pela agulhâ
na escala fica, pelo equilíbrio das interacções envolvidas, p.oporcionaÌ ao valor da cor

Vejamos em teímos físicos, observando
o esqüema do gal!anómeLro. como çe pro
ces\a a medida e como \e garânre a propor
c i o n a l i d a d e e n l r e  a c o r Í e n t e e o  d e c l o c a m e n -
to angulai.

O binário €lectromagnético, Íesultânte da
interacção entre o campo B do ìmã e â corÌente
i que âo_ave\\a a5 e\piras /com a di\po,içáo da fi-
güÍa\ é dado Vn M = nilN2.r. = niBd em que / e
I são as dimensões da espira, lÌ é a sua áreâ e n
é o número de espiÍas.

O binário mecânico de restituição da mola é proporcional ao deslocamenlo angular
sofrido 0 e vem dado por M= 10, em que /í ó a conÍante mecânica da mola.

No equilíbÍio os dois bináÌios isualam se
^ nBtl

O deslocamento anguÌar da agulha 0 é proporcional à intensidade da corrente i, peÍ-
mitindo a sua medida.

As vaÌiáveis que influenciâm a sensibìlidade deste tipo de instrumento são:
r o campo magnético, limitado peÌas dimensões do imã permanente;

. â áÌea das espirâs. limitada pelo espaço disponíveÌ;

I o número de espjÍas, limitado pelâ exigência da Íesistência do apa-
relho ser o mais baixa possíveÌi

. a constante da mola, limitada pela propriedâdes dos nÌateriais utjli-
zâveis.

Tipicamente estes galvanómetros têm uma resistência interna de
Rc=26704 e para uma corrente de 37.5 pA a agulba sofre deflexão
máxima. O símbolo de um galvanómetro real está repres€ntado no esque,
ma, em que(tÍepresenta um galvanómeÌro ideal de resistência intema
nula.

Amperím€tro analógico

Para a medição de corÍentes usa-se o galvanómetro que pâssa a seÍ designado por ampe-
ímetlo, Associando ao gâlvanómetro resistências em paralelo, teremos um amperíme-
tro com a possìbiÌidade d€ mediÍ correntes superiores a 37.5 !.A e construir um ampe-
rímetro com diversas escalas. O esquema i lustra a const i tuìção interna de um
amperímetro com cinco escalas.

T
thk"
I
Y
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A selecção da escâla é feita mecanjca-
mente com o auxílio de um comutador que
introduz em paÌalelo com Rc as resistêncjas
apropriadas.

Quândo se quer medir a intensidad€ de
umâ corÍente eléctrica esta deve passar no
interior do ampeímerro, donde este dever
ser colocado em série no ramo em que se
efecÌua a medição. PaÍa não alterar o vâÌor

dâ m€dida â resistênciâ intemado
ampeúmetÍo ideal deve ser nulâ.
Estas condições são igualmente
válidas paÍâ os âmperímetros digitais.

O esquema representa o símbolo de um amperímetro com a resoectiva
rc'isrência inrema. O .rmboto @ repreçenta o amperímelro ideal.

Voltímetro analógico

A deflexão da agulha num galvanómetro é devida à passagem de corrente nas espiÍas.
Como o galvanómetro tem uma cena resistência, a estâ pâssagem de corrente está as,
sociada uma ddp, Vc = IcRc. CaÌ i-
brando o deslocamento anguÌâr da agu
Ìha do gâlvanómetro enì volt passâmos
â ter um VOLTÍMETRO. Um volríme,
tÍo com uma escala de I V obtém-se
âssociando em série com um galvanó-
metro de 50 pA uma resistência de
20 kQ, vìsto que 20kox50pA = lV i
Para se l€rem várias escâlas associam
-se ao gaÌvanómetro várias Íesistências

No esqu€ma ilustra-se â constiÌuição intema de um voltímetro com váÌias escalas
construído a paÌtir de um galvanómeúo de 50 pA com resistência intema de 2.2 kO.
Como a corr€nte de fim de escaia é sempre a mesm4 a resislência intema tem neste
caso o vâÌor de 20 kO por volt da escala.

A medição de uma ddp entre dois ponros de um circuito faz-se colocando o voltí-
metÍo em paralelo com o ciÍcuito. Um voltímeúo é bom quândo não coÍsome qualquer
coÍente do circuito sob medidâ, isto é, quando tem uma resistência in-
tema infinjta (voÌtímetro ideaÌ). Assim, sempÍe que se usa um voltíme-
tro dìgìtal ou analógico deve controlâÌ-se com um ohmímetro a resis
tência interna da escaÌa escolhida. Um volt ímetro represenÌa-se
esquematicamente como se indica na figura, em que O é o símbolo
do voltímetro ideaÌ.



Ohmímetro anâlógico

Um voltímetro pode ser utilizado como ohmírnetro. Associândo uma pilha ao I
circuiro de uma resi5réncia conhecida em sene com a re.isrència deçconhecida. A
podemos medir â ddp neste dir isor de tensào e assim medir o vator de.sa re- Y
çisténcia. O\ ohnúmeúos permirem medir resisrèncias de zero a dezenas de me-
gaohm. O seu símbolo é como se indlca na figura.

No esquema de ohmímetro que se segue, a resistência vadável R, ajustável exter-
namente, permite o ajuste do zero (tensão de fim de escala ou VÍ"), tendo em atenção o
valor da ddp da piÌha oiilizada. Este ajuste é feito antes de cada mediáa ou sempre que
se muda de escala, colocando as pontâs de prova do ohmímetÍo em cufto-circuito.

Feito o ajuste de fim de escala, e considerando o voÌtímetro como ideal (R, + R > R)
então a ddp aos terminais de Rr, eÌn que R = Rì ou Rr, vale

v - v .  R
. R ,  -  R r

O valor da resistência Ri determìna a escala com que se mede R,, No esquema têm-
-se duas escalas contÍolâdas por Rr e Rr, Em qualquer dos casos, â ddp medida aos teÍ-
minais de Rr vâria entle 0 e Ví". Quândo R, = @ toda a tensão da pilha é âplicada a R",
a ddp em Rr é nula e a agulha não se deflecte, ângulo de 0'. Quando R, = 0 Ìoda a ddp
ficâ âplicâda em Rr e então a agulha sofre a deflexão máxima, por exemplo de 120',
qu€ é designada poÍ fim de escala. Para valores intermédios de R" têm-se valores de
ddp em Ri, dados pela expressão aÌltenot que não corÍespondem a uma escala linear
nem logaÌítmica. A escala do ohmímetro analógico, Íepresentada na figura, deve ser
constuída com base numa tabela do tipo seguinte

0
R J

2R,
]R,

l 0 R j

t00  R i

I
v2
1t3
v4
1 ^ l
vlol

120'
60'

30'
10.9"
| .2"
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Multímetros

Em geral as tÍês funções de amperímetro, voltímetrc e ohmímetro encontram-se ins-
tâladâs sobre um mesmo galvanómeÌro e selectores mecânicos permitem escolher o
tipo de lunção e a escala. Estes âparelhos designam-se por multímetros analógicos
e a medida oblém-se com bace na def lexão de umâ agulha em frente de umâ escala
convenientemente graduada em volt, ampere ou ohm. PaÍa eliminar os erros de parâ-
Ìâxe na leitura da posição da âgulha, estes instrumentos dispõem de um espeÌhp auxi-
liar. Quando rcaÌizada com cuidado. o eÍo de leituÍa vale metade da menor divisão
que se pode estimar na escala. Os valorcs
numencos nas e.car$ rnarcam o arcance
máxìmo da mesma. SEMPRE que se laz umr
m e d i ç à o  d e v e  r e i e c c i o n a Í  s e  p r i m e i r o  L
e\cah de maior alcance e 50 d seguiÍ  comu.
tar para e.cala. de aìcance infer ior de modo
à ìeitura se fâzer com â agulha no meio do
mo'lrador. Quando se sujei!â uma escala â un.
valoÍ excessivo de corrente, em geÍal o fusí
veÌ do multímetro <queima) ou pode danifi-
caÍ se a aguÌha.

Como para medir resistências é necessá-
rio uma lonre de tensào eçle. aparelhos tèm
umâ pilha. Por isso, quando não uÌilizados
devem ser sempre desÌìgados. Os muÌtímeFos
analógicos têm igualmente um ajuste de zerc
que deve ser regulado antes de uma medição.
A figura iìustra o aspecto físico de urn mul-
tímetro,

Multímetro disital
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Os multímetros digitais reúnem igualmente num só apaÍelho a possibilidade de medir
peÌo menos ddp, coÍentes, alternas ou contínuâs, e resìsÌências. O resultado da medi-

ção é um númerc. São em geral muito mais prccisos que os anâlógicos e permitem medi-
das rnais rápidâs e cómodas. Não possuindo paÍtes mecânicas o aparclho rcsiste melhor
quando sujeito a corcntes elevadas ou de polâÌidade inveÍtida, situações que provocam
nos analógicos movimentos bruscos da mola, por vezes fâtais para esta. Os digitais dão
o Íesultado afectado de sinal quando não estão Ìigâdos de âcordo com â polaridade do



O funcionamento destes multímetros baseia-se em circuitos inÌegrados, não existin'
do qualquer parte mecânica, paÌa além do selectorde função. A figuÍa apresentaconjun
tamente o aspecto físico de um multímetro e o diagrama de blocos de um ciÍcuito de
entrada e medida de ddp.

A ddp V^ a medir é âmplìficâda, A>1. ou atenuada, A<1, os gânhos vaÌiam em geral
por factores de 10. A sâída do âmplificador tem-se um rectificador que actua consoante
a naturezâ do sinal e do modo selecionado. AC ou DC.

Modo DC:

r V, é contínua e positiva o rcctificador não actua;

. V* é contínua mas negativa o ÍectiÍìcador Ìimita se a inveíer o sinal e simulta-
neamente geÉ o sinal no visor.

Modo ACi

r V, é alterna, carácter assinalado com selector, o rectìfìcadoÍ produz uma ddp
contínua de valor idêntico ao RMS do sinal de enrada. O inteÍvaÌo de frequên-
cias em que o rectiicador actua de modo linear situâ-se em geraÌ enÌre - l0 Hz
e -5 kHz.

Estas úÌtimas consideÍâções também são válidas para os multímetros analógicos
funcionando em modo altemo ou AC,

A saída positiva do Íectificâdor é aplicada a um conversor analógico digitaÌ
ADC. Este pode ser de vários tipos, funcionando do seguinte modo: Um circuito de
controÌo gera um sinaì de ddp u(t), em Íampa, decrescente no tempo; este sinal é
continuãmente compâmdo com V, e quando são de igual ampÌitÌrde o cìrcuito de
controlo dispara um gerador de ftequência fixa que emite impulsos até ao instante
em que u(t) se anula. O número de sinais produzidos é por isso proporcional à am-
pliÌude de V, e é este númeÍo que ó contado e afixado no visor. Neste caso o erro
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de leitura é a menor unidâde que se pode leÍ no visor Para minimizar este erÍo
deve selecionâr-se a escala que proporciona o maior número de âlgarismos signifi-

Como vimos, o processo de medição num mÌrÌtímetro não é instantâneo e por
isso se observa por vezes uma flutüação descontínua de valores quando a gran-
deza é variável. Os multímetros digitais permitem medìr em geral ddp no intervalo
l0r a l0r V e parâ um intervalo de frequências de 50 Hz a algumas centenas
de Hz.

O ciícuito descrito é faciÌmente adaptado à leiturâ de intensidades de corente, bas-
tando pâÌâ isso fazer passar a coÍÍente â medir âkavés de uma Íesistência inteÍna conhe-
cidâ e âpÌicâr a ddp gerada à entrada do amplificador Tipicamente estes multímeEos
medem correntes entÍe l0r e I A,

Se bem que o aparelho ideal devess€ ter resistência intema infinita no caso do
voltímetro € nula para o amperímetro, mesmo os multímetÍos digitais apresentam
vâloÍes que não são os ideais, esp€cialmente os de baixo custo. Antes de usar um
muÌtímetÍo deve semprc controlar-se com um outro o valoÍ das resistênciâs internas
de cadâ escala e anotaÍ os seus valores, para eventuais correcções às medições rea-
lizadas.

O erIo que se comete numa medição, devido â não consideraÌ a Íesistência intemâ
da escala seÌeccionada, é do tipo sistemático e pode seÍ eliÍìtinado se medido.

Para medir resistências os muÌtímetros possuem um g€radoÌ de corÍente. Quando se
queÍ medir umâ resistência liga-se as extremidades da rcsistênciâ à enúada assinalada
com ç) e, mais uma vez, o que se mede é a ddp criada pela passagem da corÍente conhe-
cìda na resistência â medir Existem escâlas de 0.1 O â 20 MO. Quândo a bateria está
descarÍegada aparcce no visor a ìndicação de 14, BaÍ1ery,

Quando se usa o multímetro na função de ohmímerro, o botão DC/AC, respectiva
mente assinalado peìo símbolo HIV e LOV, Ealante que a ddp apÌicada é inferioÍ a 3 \,
na posição OUT ou inferioÍ a 600 mV na posição IN. Estâ opção é importante quando
se lê a resistência de componentes sensíveis à ddp, como para a geneÍalìdade dos semi-
condutores, Neste caso, usando o selector em IN (LOy), gaÍante-se que a tensão apli-
câda é inferior â 0.6 V e por isso inferior à ddp de polaÍização da generalidade dos semi-

".- Quando s€ faz uma medição de ddp ou corrente deve seleccionaÌ-se sempre primeiro
a escala de maìoÍ alcance para de seguida comutaÌ para a escala que nos permite ter o
maior número de algarismos signifìcativos.

Dois fusíveis, um para coffentes baixas (<2 A) e outÍo para correÍtes mais eleva-
das (> 2 A), protegem estes apaÌeÌhos de coÍrentes excessivas.
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APÊNDICE 3

Fontes de Tensão e de Corrente Eléctrica

Fonte de tensão

ma fonte de tensão é um disposìtivo que estabelece uma diferença de Dotencial
\J âos seus teminais, independente dâ resistência do circuito que alimentâ, ou s€ja, in,
dependente da coÍrente debitada. Por isso uma fonte de tenúo ideal não tem resistência
intema, As fontes reais apr€sen-
tam sempre uma resistência in-
temâ ainda que possa ser muito
pequena (algumas vezes de ape,
nas I mO). Os gráficos apre-
sentam as cuÍvas caÉcterísticas
de uma fonte ideal e de uma fonte
reaÌ com indicação dâ forma de
calcuìar a sua resistência intema.

Ì

l.

In
I l&-
ï

q,
I

Uma fonte de tensão pode ser altema ou contíÍua, consoanÌe a tensão fome
cidâ varia ou não com o tempo. Urna fonte de tensão real é reDÍesentada DeÌo
mcìdelo do esquema ao lado em que os símbolos --{D- ou --!(-v)...-
Íepresenrâm Ìrma fonte ideai. A) fonte\ que fomecem-ddp vari;ivel ndÍmoo
sáo iguâlmenre de\rgnadas por geradores de sinais.

Na apÍesentâção de uma fonte de tensão, quando não se men_
cionâ o valor da sua rcsistência intema, então ela deve ser conside-
rada como ideal.

São exempÌos dos dois tipos de fonte de tensão:

CONTÍNUA - as pilhas (símbolo represenrado ao lado), as fonres
<electrónicas> em que a ddp é obtida a paÍir da rectificação e alisa_
mento de uma ddp altema.

r AITERNA - os dínamos, a rensão fomecida pela EDp (rede de disúbuição de
electricidade), gerâdores.

Existem muitos tipos de fonre de teúsão contínuâ que podem ser usados no labora-
tório. Um modelo adequado d€ve ter as ddp de mais fÍequente utilização como sejam
duas tensões de t 5 V e duas ddp de saídâ simétricas e reguláveis Vp. isro é, quando
uma é +V! a outra é -Ve. O ajuste sendo feito com o mesmo polenciómetro Dermite a
\ âriaçáo enre 0 v e I t2 ou r t5 V. diferenças de porenciaj nices<áriu" pu- àtirn.nr-
transistores e amp op. As saídas da fonte devem situar-se na paÍe ânterior, assinalada
a vermeÌho a positiva, a azul a negativa e os terminais lìgados à massa (0 V de refe-
rêúcia) a preto.

A estâs fontes pode estar associada Ìlmâ base de contactos que Dermite montar
prordr ipos de circui Ìos eléctr icos. Neçra base podem rer-se iguaìmente disponíveis
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as ddp referidas. Os contactos eléctricos destas placas são em geral como os definj_
dos na fjguÍâ, teÍdo sido feita uma escolha aÍbitÍáía para as lìnhas de âlimentação.
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i I üreó6 6ic8s con dadd
i l  r .MãBneá@s

t._;......1
Ex.npl6 d. rlsuú ligqò.r hoÌizooÉn.

càô sDpo d. 4 oDkd êú ut do
iítlrìeDG, 'B or gaDG sft Eoet

Existem iguâlmente muitos tipos de fonte de tensão variável no temPo (gemdores

de sinais). Daaos o exemplo de uma fonte coostruída no Departamento de Física dâ

sdúúM rddïsú

l

Faculdade de Ciênciâs de Lisboar que pode fomecer duas ddp sinusoidais (principal e
secundária), uma ddp trianguÌâr e duas ddp quadmdas, todas com frequência ajusiável

viE]/
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entre 5 Hz e 50 kHz. A amplitude das funções ÌriângulâÌes e sinusojdais é ajustável entre
0 e l0 V A fase da onda siDusoidal secundáÌia, para uma frequôncia vizinha de I kÌlz.
pode variar entre 0 e 180. relativamente às restantes ondas. Umâ das funções quadra-
das t€m uma amplitude fixa de 15 V e a outÍa regulável entre 0.1 e 4.5 V Um nível de
tensão contínuo pode ser adicio-
nado à ddp sinusoidal principal.
O contÍoÌo extemo da frequência
permite obteÍ um gerador de
vârrimento. A figura da página
aúterior expÌicita as saídas bem
como os potenciómetros de con-
trolo e o selector de frequência.

À figura ao lâdo ilustra um
gerâdor de sjnâis comercial.

Fonte de corrente

Uma fonte de corrente ideal fornece uma conenie cujo valor não depende da ddp aos
seus teminâis, porque têm uma resistência intema infinita. As fontes de coÍrente rcais
não mantêm a ddp constante porque apesar de terem uma .esislência elevada, estâ não
é infinita. Os gráficos apresentam as
curvas caracterísÌicas de uma fonte
ideal e de uma fonte real, com indica-

ção da forma de calculaÌ a suâ resis-
Ìência interna.

coÍÌente pooem

continua ou cle
corÍenae vâriável
no tempo, uma
Ionte de coüente real representa-se pelo modelo da figuÍa em que

o símbolo -_Q- representa uma fonte de coÍÌente ideâI,

São exempÌos de fontes de corrente a célula fotovohaica, fotodíodos e o tÍansístor
O gerador de sinais descrito anteriormente inclui umâ fonÌe de conente que pode

ser constante ou variável no tempo. A coÍente é propoÍcional à tensão aplicada ao ter-
minal de controlo Vr do esquema do referido gerador. O coefici€nte de pÍoporcionali-
dade é I mA./V = I mO 1- A corrente fomecida está em fase com a ddp aplicada e pode
variâÌ no inÌeÍvalo [-10 mA, l0 mA].

As fontes de coÍÌente mais vulgares que existem comercìâÌmente são capâzes de
fomecer uma corrente máxima de 0.5 A, Existem outÍâs fontes que fomecem correntes
de 3 ou 6 A denlÍo de cur lo5 ainda razoá\eir
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APÊNDICE 4

Medidores de Comprimento

deslizante, o nónio. No nónio estão Írìarcadas r? divisões cujo comprimento é equivalen-
te ao de ,r -l divisões da escala principal. Desta foma, cada divisão do nónio Ì é menor
que o comprimento de uma unidade a dâ escala principal, e o seu valor é dado poÍ

n), = (n -1)a ou ) =

Nónio

am se obter na medição de comprimentos com uÍÌú régua graduâda uma precisão
superior a m€ia divisão da escala priocipaÌ âssocia-se a esta uma seguodâ régua

A marca zero do nónio designa-se por LINHA DE FÉ do nónio.
Quando se mede um comprimento que não coincide exactameÍte com uma divisão

da régua, o valor da grandezâ será um númem inteiro de divisões da escala DrìnciDal
mais uma fracção de divisão â delermrnaÍ. A figura amplidda de uma e\cata miiimeLrica
exemplifica esta situaçâo.

Se a úgua tiver associado um nónio, x pode ser esrimado com maior precisão obser-
vando o ponto em que uma divìsão do nónio coincide com uma divisão da escalâ. Su-
ponhamos que isso ocorre pam a divisão I do nónio. Nesse ponto tem-se uma igualdade
de dois comprimentos (indicados na figura), um que é dado poÍ la na escaÌa principal, e
o outlo que é Ì+/), no nónio. Assim, âtendendo ao valor das divisões do rónio, tem-se

n - l
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Tudo se passa como se o nóoio amplificasse a escala principal, dividindo a unidâde
d em n subdivisões, mas evitândo o incómodo da leirura de um tão grande númeÍo de
traços numa escala (alguns sistemas de medida possuem por exemplo uma lupa). Deve-
-se no entanto salientar que o nónio não permite obter uma pÍecìsão superior àqueÌÂ com
que os própíos úaços das escaÌas são marcados. PoÍ isso os nónios mais vulgâres têm
l0 ou 20 divisões, encootrândo-se ainda nónios de 50 divisões.
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No exemplo da figura temos um comprimento L com um vâloÍ entre 5l mm e
52 ÌÌ]m. Sem o auxílio do nónio ele seria medido como l, = 52 mm. Com o auxílio do
nónio, o resultado da medição passa a ser a = 5l.7 mm. Êste valor ó obtido pela somâ
do número exacto de divisões na réguâ (51 mm) com a leituÍa do nónio de I = 0.7 mm.
O valor obtido é pÍeciso à decima de milímero.

A razão lr e clesignadâ por NATURTZA DO NóN|O e e o menor compdmenlo

que se pode medir exactamente com o nónio adaptado à Íégua. A situâção mais vulgar
é teÍ /? = lmm e os nónios seÍem de décimas (n = l0) ou de vigésirnas,(n = 20). O erro
de leitura com um nónio é metade da divisão da escalâ principal dividido peÌo número

de divisõ€s do nónio, ̂ l = * . No exemplo da figura a unidade da escala pdncipal é

o milímetro e o nónio é de décimas, pelo que o erro vale ÀZ = 0.05 mm- A expressão
coffecta das ÌeiÌuras efectuadas com e sem nónio são respectivamente

t = 5 1 . 7 0 1 0 . 0 5 m m  e  L = 5 2 . 0 1 0 . 5 m m

Com o nónio a precisào é dez veze. .uperior.

CÌaveira

A crâveirâ é usadâ para medir diâmetros externos, diâmetros intemos e profundidades.
PaÌa esse efeito, a cÍaveiÍa dispõe de três antepaÌos ABC rigidamente ligados à escâla
principal e que servem de referência. Os antepaÍos móveis A B'C'devem coincidirper,
feitâmente com os fixos, na leitura do zero da escala, PaÍa que estes bordos não se des-

gâstem com o tempo, o materìal da craveira deve ser um metal duro. Parâ mediÍ diâ-
metros extemos (a) usa-se a pâúe inferioÍ dos anteparcs AA e paÍâ os intemos (b) a
parte superioÍ BB'. Paü medir profundìdades (c) faz-se deslìzar o espigão C'. Para uÍna
craveiÍa (como a da figum) com a escâÌa princìpal em milímetros e com um nónio de
vigésimas associado, a precisão dâ medida é de 0.025 mm.

rÍrrrrrr riirrrrrr frrrrr rrírrrrrrrrìiirrrrrriiiurrrìfrrr rrriiurrrrìi "
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Micrômetro ot oalmer

Um micrómetro ou palner é um instrumento mecânico que peÍmite medidas precisas
de pequenos comprimentos ou espessuras. Como se vê na figura a escala principal gÌava-
da num cilindÍo tem associada uma manga com 50 divisões, que se desloca ao longo da
€scala principal por rotação. Este sistema de escaÌas está solidário com duas esperas (A
e B na figura). Uma rotação completâ da manga conesponde a uma abertura das espe-
Ías de 0.5 mm, e poÍanto cada divisão deste tambor vale 0.01 mm. ô comprimento a
medir é colocado entre as esperâs e à leitúÍa da €scala principal deve adicionâr-se o
número de divisões da rmnga que passem ò zero. Neste tipo de instrumento devemos
ter em atenção se o zerc do tambor coinçiile com o zero da escala principal quando as
esperas estão em contacto. No câso de islo não
suceder lemos um erÍo sisremárico na medidd,
conhecido por ERRO DO ZERO. No entanto
este eÍo nào afectarâ o resultado lioal desd(
que ele \eja medido e depois subtraído ou
somado conforme o zerc da mangâ está adìan-
tado ou atrasado em relação à escâla principal.
Os compÍimentos medidos com este apârelho
possuem grande precisào, Õ eno de leitura no
câso do palr?Ér exempìificado é de 0.005 mn
Com uma Íégua normaÌ graduadâ em milímetros o erÍo de leitura é 0.5 mm, donde com
o Dalmer a Ííedida seÍ 100 vezes mais Drecisa.
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APÊNDICE 5

Detector Geiger-Muller

detector de Geiger-MuÌÌer baseia-se na propriedâde ionizânte das radiações pam
as detectaÌ. Em geral é um tubo cilíndrico metálico que encera no seu interior

um gás, por exemplo argon, e um eléctrodo positivo, o ânodo, que está ligado â um ciÍ-
cuito eÌéctrico exterior O invólucro metálico serve de elécfodo a potenciaÌ zero (cá-
todo). Numa das bases do cilindro o metal é substituído por um materiâl menos absoÍ-
vente (micâ ou graÍite) e esta base designa-se pm janela do detector que deve estaÌ viÍada
paÌa a fonte Íadioactiva,

As radiâções detectadas por este tipo de detector são as partículas caÍregadas alfa
€ betâ e mesmo a Íadiação X e gama de baixa eneryia. Estas partículas, ao inteüc-
tuaÍem com a mâtéria, provocam a ionização dos átomos, ì,e,, arÌancâm um eÌectrão
(carga negativa) ao átomo, transformando-o numa carga positiva (ião +). O electrão
é então atraído para o ânodo, positivo, não se Íecombinando com o ião que se des-
locaÍá paú o eléctÍodo a potencial zerc (cátodo), emborÂ mÂis ìentamente por ser
mâis pesado que o electÍão. A ionização primiária é sucedida de outras ionizações em
maior ou menor númeÍo consoante o campo eléctrico que existe em tomo do ânodo.
Cda-se assim, um sinal eléctrico porque os electrões ao atingirem o eléctrodo posi-
tivo pÍovocâm um âbaixamento do potencial deste. O sinâl desaparece quando o ião
atinge o cátodo, uma vez que a ddp original é Íestabelecida. O tempo típico de for-
mação do sinal é de 2xl0_a s. Este sinâl eléctÍico permite assim a detecção da m-
diação que atravessa o detector O vaÌor dâ ddp define o tipo de delector. Só se obtém
um detector GeigeÍ quando a amplitude do sinal é independente dâ ddp apÌicadâ ao
ânodo.

Um sistema completo de detecção Geiger-Muller é constituído pelo detectot uma
fonte de alta tensão para polarìzar o ânodo a um potencial conveniente e um sistema de

@

contagem. Na figuÍa apÍesenta-se o esquema de um sistema de detecção com a des-
crição dos efeitos da passâgem dâ râdiaçâo através do detector e o processo de for-
mação do sinal eléctrico resultante. A capâcidade C tem poÍ função filtraÌ do sinal de
saída a tensão contínua aplicada ao ânodo. O sinal obtido, de centenas de milivolt,

Í, v-
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pode ser obseÍvado ao osciloscópio ou contado num contador digital. PoÍ vezes a pre-
sençâ da radiação é mânifestâda através de um sinal sonoro. Como os contador€s em
gerâl aceitam apenas sìnais positivos, e o sinal geÌado é negativo, existe um inversor
de sinal eútre o detector e o contador. O detector de Geiger-Muller limita-se a reve-
lar se existe ou não uma radiação, sendo incapaz de medir a sua energia ou qualquer
outm caracteristica.
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APÊNDICE 6

Segurança no Laboratório

^ ç regras de segurânça que vamos enumerar devem verilìcar-e no IaboratoÍio ou em
11 qualquer ouno local onde exisrâm instalaçòes e aparelho5 elêctricos. produtos qui-
micos perigosos, substâncias râdioactivas, equipamentos mecâìicos especiaìs ou radia-
ções não ìonizanÌes.

Normas para equipamento eléctrico

Os equipâmentos eléctricos dev€m teÍ sempre ligação à terra (massa ou ground). Està
ligação garante-se nas tomadas com üês pemos. Se os aparelhos não tiverem este tipo
de tomadâ deve impmvisaÍ-se uma massa ligando um fio de cobre do âparelho a uma
tomada de terra. Não se deve usaÍ a ligâçáo a canos de água pois hoje em dia as cana-
lizações são de materiaÌ pÌástico.

Na realidâde, quando um aparelho não possui ligação à terÍa, se por qualquer Íazão
se quebra ou se põe em contacto com â câixa do apaÍelho um ponto do circuito, a caixa
carrega-se eÌectricamente e ao tocârmos nela teremos a conhecida sensação de choque
eléctrico. O ÍÌosso corpo, sendo condutot fecha o circuito e pemite a descarga do
aparelho parâ a terra. Com umâ Ìigação feitâ à terra, a descarga processa-se através
dola e não há perigo de choque. Ambas as situações estão exemplificadas nas fìgurâs

A sensação de choque, ou em caso extremo a morte, é devida ao facto do nosso
corpo apresentar uma resistência eléctrica que pode variar entre l0O e 106 C) conforme
as situações. A Íesistência eléctnca é mínima no caso de termos a pele húmida e máxima
quando caÌçamos ténis ou sapatos de sola de borracha espessa- o que provoca o dano

í1w
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nos tecdos e no comção é â intensidâde da corrente elécúica que passa, donde o vâÌor
da ddp não ser determinante no acidente mas sim o estâdo de conductibiÌidade do corpo.

Vejamos quais os efeìtos físicos consoante a intensidade da corrente

r>200

Ligeim formigueiro

Espasmos muscuÌares iÌnpedindo o indivíduo de se âfâste do

Pode seí Íaral confome existâ trbritação do comção ou parâ-
gem cardíaca. No sêgundo caso, se for râpidameníe inreÍrom-
pida â coEente ou Íêeimadâ a pessoa. o coração pode r€romaÌ

Faiâl na maioriâ dos casos

Resumo das principais rcgrâs de segurança reÌativamente a circútos eléctricos:
: Tomadas com ligação de terrâ;
I Saparos de ténis ou com soÌa de borracha. As solas de boÌracha sâo aconselhá_

veis no labomtório, pois pam além de isolantes eléctricos evitam esconegar;
I Sinalizadorcs de fontes de alta tensão e correntes foÍtes;
r Não manusear o equipamento eléctrico com as mãos molhadas,
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Normas paÍâ equipamento me{ânico

No laboÍatóÍio deve ter-se um cuidado especial quando se utilizam €quipamentos cor_
tanles ou se deslocam gÌandes peças recorÍendo a grua ou guindasre. Èsú üllirna sirua_
ção não ocone num lâbomúrio univeNitário didático, mas pcìde oconer semprc que se
ftequenta â oficina ou labontórios de investigação. parâ minimizar o efeito ie um aci_
dente devem usar-se Ìuvas espessas quando se manuseiam objectos conantes ou de
supeúcie rugosa e usâr capacete no câso de deslocamento de obiectos Desados.



Normas para produtos químicos

Todos os produtos químicos qu€, por umaou outra razão, sejam
peÍigosos não devem ciÍcuÌar livremenie no laboratório. Devem
estar coÌocados num armário com etiquetas correspondentes
à sua peÍigosidade: tóxico. venenoso, explosivo, corÍosivo.
inflamável. etc.

Outlos produtos, como os gases liquefeitos a tempemturas
müito bâixâs, não devem serpostos em contactocom nada, a não
ser com os recipìentes que lhe são destinados, Se bem que o
contacto instantâneo de alguns deles com a pele (âÍ ou azoto lí-
quido) nâo seja perigoso, deve ser evitado.

Os gases compÍimidos exigem cuidados especiâis no que
respeita a âbeÍturâ de válvulas, que devem ser sempre aber-
tas lentameÍte e sob controlo de manómetros, O desloca-
mento dos tubos, que devem estar ligados à pâÍede ou a um
suporte, deve ser reduzido ao mínimo porque em geral são
mullo pesâoos.

I OX1CO

Inflamável

Ĝv-?s

Normas para produtos radioactiyos e radiações ionizantes

Os efeitos prejudiciais da radioactividade são devidos à capacidade ionizante das paíí-
cuÌâs (protões, electrões, alfa" etc.), radiação X e gâma. Assim ao atravessar€m os teci
dos ionizam em especial a água de que somos feitos, provocando â formação d€ radicais
livres p€rigosos e/ou concenrando energia podem provocar a queimadura dos tecidos.
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O efeito das râdiações depende do ripo de íâdiação, da sua energia e do tipo de orgão
âfectado. Os quadÌos que seguem resumem estas acções.

Raios X (E = 20O kev)
Radiêçao gaÍna
Electões

Partículas âlfa

Neuuões Íápidos
Mãos, braços, pés
Ouros

l 0
1 0  a 2 0
3

l0

0.005
p.03

0.075
0.015

O significado dâs unidades Íeferidâs nos quadÍos pode ser consultado na secção das Tabelas.

As fontes radioactivas que existam num laboratório didác-
tico devem ser de baixa actividade, encapsüladas em materiais
ígidos e não porosos (aÌumínio ou pÌáitico). Devem estd sem-
pre assinâladas com o símbolo de radioâctividade e quardo em
uso deve existiÍ uma protecção de chumbo entre eÌas e o utili-
zador. As fontes devem ser arrumadâs em cofÍes de chumbo
fechados. No lâborâtóÌio deve haver um monitor de Íadiações
do tipo GeigeÍ

No ambiente existe uma radioactividade de que não nos
podemos libeÍtaÌ, desde a radiação cósmica essencialÌnenÍe cons-
tituída por muões (pâÍtículas como os electrões só que ceÍca de

Materiais

Radioactividâdê te.restre

Râdioâúiüdade intemâ

400

t80
TecrÌoÌógicâ

DiâgÍósúco médico l&

radioacúvos
300 vezes mais pesados), ao 6K, isótopo radioactivo do poússio vulgar que faz parte
do cimento (aÍeia) usado nâ constxução e que é igualmente constituinte dos ossos, A
tabela dá um Íesumo de como cada fonte mdìoactiva naturaÌ conúibui Dara a râdioacti-
vidade ambiente.

NatumÌ

2'�70
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A radiação ultrâvioÌeta. que faz a fronteira €ntre Íadiações electromagnética ionizân-
te e nâo ionizante, é muito perigosa pârâ os olhos. Quândo se trabalha com este tipo de
radiação e obÍigalório o u.o de ócuìos especiri\

Normas para emissores de radiação não ionizante

LâseÌ

Num laboÍatório com laseÍ, este deve estaÍ sempre assina-
Ìado. O símbolo que indica â plesençâ de um laser é o indi.
cado na figura. Se este for de bâixa potência, ìsto é, com 0.5
ou I mW o seu funcionamento não impede â presença de
pessoas na sala, mas NUNCA se deve olhar dircctâmente
pam o ponto emissor de luz. Se o laser for de alta potênciâ,
quando em funcionamento não se pode estar na sala, a não
ser que o feixe de Ìuz esteja completamente isolado do meio

Radiação
laser

Micro-ondâs

A água é um bom absorvedoÍ de micro-ondâs e a energia que recebe destas provoca a
süa ebulição. Est€ é um facto muiio conhecido desde que os fomos de micro-ondas che-
garam a quase todas as cozinhas. Mas como tâmbém somos feitos de 75% de água é de
evitar a exposição dos nossos tecidos a estâs Íadiações para que não sejamos o nosso
própÍio âÌmoço.

Regras gerais em relação a todos os perigos

. Conhecer os possíveis perigos.

. Não estaÌ sozinho num laboratório.

r Não trâbalhar em estado de cansaço.

I ExigiÍ a existência no laboratório de um caixa de primeiros socorros devidamente
assinalada.

r Estar ateíto e cumpÍir todas as sjnalizações. 2'�71









Expressões Matemáticas

porÈNCTAS DE DEZ e ruomçÀo cretrírrt'e

Em física existem grandezas de dimensões muito pequenas, como a dimensão de um
núcleo âtóìnico (10 i5 m), e muito grandes como a distância médìa da Tena âo Sol
( I 0 + L Ì m). Para não sermos obrigados a escrcver números com muiÌos algaÌismos recorTe-
se à representação em termos de potências de dez, designada por notação cìentífica.

10, = I 000 000 000
l0r = 1000
10 ,  =  t00

l 0 , = 0 . 1
t0 r = 0.001
10 ' �= 0.000000001

Raio dâ Terra = 6 378 000 m = 6.378x 106 m
Raio do Átomo de Hidrogénio = 0.000 000 000 0529 m = 5.29x l0 ìì m

POTÊNCIAS E LoGARITMos

t

l = v " ,

loq !

Logâritmo decimal

y = 1 0 '  o u  x = l o c y

l o g x z = l o g x + l o g z

2'�75

= ì o c x - ì o C z

Ì o g x , = a l o g x



Logaritmo nalural ou n€p€riano

y = e ì  o u  l n y = x

Relação entÍe os doìs tipos de logaritmos:

ln y = ln (10bc D = ln l0 xlog y - 2.3026log y

Logâritmo na base â

,  l n vrog" v = 
rnã

PEÚMETROS, ÁREAS E VOLUMES

PerJmetro da circunfeÍência de Íaio Í P = 2ttÍ

Triãngulo de base b e âìrura h A= 
; 

hh

,Àrea do círculo de raio r
Cubo d€ aresta I  A=6P V=l l
PaÌalelipípedo de arestas a,b,c V = abc

E\lera de raro r A - 4lr 
4

l .  v = _ 1 t 1 .

Cilindro de Ìaio r e altura h V=Ír,h

FTJNçÕES TRJGONOMÉTRICAS BÁSICAS Do ÂNGULO €

lado oposto de 0 * y
hipot€nusa

lado adjacente de 0
hipotenusa

v
x

I

Ìado ooosto de e
'' " Iado adjacente de 0

I
s e c 0 =  _  c o s e c o = cots â = |-  t g o

RELAçÕES TRÌGONOMÉTRÌCAS

cosx + cos y=2 lcos ]t*-vl 
"o. 

] f* + rl l

cos x-cos y = 2 lsen ]t '-vl 
* '] f,. * rl l

sen x + sen y = 2 [cos] 1x y.l sen ] 
(x + v)ì
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l ls e n x - ' e n y = 2 l \ e n  
2  

í \ - y ) c o .  
;  

í x  -  y ì l

cos tx + y) = cosx cos y -sen x seny

cos (x yl  =cos xcos y + sen x sen y

sen (x+y) = sen x cos y +cos x sen y

sen lx - y, = sen x cos y - cos x sen y

2sen x cos y = sen (x+y) + sen (x-y)

2cos x cos y = cos (x+y) + cos (x-y)

2sen x sen y = cos (x y) cos (x+y)

cos 2x = cosz x sen2 y

s e n 2 x = 2 s e n x c o s x

- t _c o s . x =  ( t + C O S t x ì

- t _ .s e n .  x  = 2  ( r - c o s  r x '

DESENVOLVIMENTO EM SERìE

( l : t x ) ' = I i n x + n ( n 1 ) x ' � t T r : . , ; ; r r - - - + . . . s e n < 0 p a Í a x 2 < t e x = l
se n >0 para x real

(r x) " = r nx +!Ol!)4 n(n+lxn+2)xr + ..  se x, < l

e-= r + x+{ + j f  +f  +.. .  na,a*."at

" * - = - -  S - ã - + +  p a Ì a x r e a r

c o . \ = l - ; ,  + ; , - ; ,  + . . .  p a r a  x  r e â l

r o g í r + x ) = x - f ;  + $ - f r  + . . .  x 1 < 1 e  x = t

r o g { r - x ) = - l x + f ; + S . #  -  I  x , < 1 e x = r
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DERIYADAS

Nas fórmulas u e v são funções de x, a e n são constânÌes íeais,

d(au) du

d(uv) clv du

d(loe. u) 1
d x  l n a

d(ln u) _ 1 du
d x u d x

d(sen u)
dx

d(cos u)
dx

dítq') =."", u iq
dr dx

INTEGRAIS

Nas fórmuÌas u e v são funções de x, a e n são constantes reais.

Ja f(x) dx = 3 Jqxl6*

Í ( u + v ) d x = Í u d x + . f v d x

J u d v = u v - J v d u

o a ^

d x ,

dx

d  /  I  ì _  |  d u
d*  l ; l - -  , r  d*

l d u
" d *

d  / u \  1  d u  u  d v
d x  \ v l  v  d x  v ,  d x

d u "  _ n , , "  I  d u
d x - d x

= cos u 3!L

= sen u -9!L
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Jx "dx=-  excep to  pa ra  n=  Ì

J  d x  = l n x

I l n x d x = x l n x - x

NÚMERos CoMPLExoS

z = a + bj é um número complexo, â e b são reais e j = \f I é a unidâde imaginária.
O prìmeiÍo termo (a) é designado poÌ paÍe real e o segundo (bj) por parte imagináÌia.

A pÍopriedade fundamental da unidad€ imaginária é a seguinte:
j  x j  = j ' � = - r

Todas as operações algébricas podem ser efectuadas com númeÍos complexos
(a + bj)  t  (c + dj)  = (a 1c) + (bÌ d) j
(a+ bj) (c + dj) = {âc-bd) + (bc + âd)j

a  +  b | a  + b i )  r c  d i r  ( a c + b d r  r r b c - a d r j
c + d j  ( c + d j ) ( c  d j )  c , + d :

O complexo conjugado de z = a + bj representa-s€ por z* e é igual a
z* = a_bj

O módulo de um númerc complexo, z = â+bj, é o produÌo dele pelo seu conjugado,
I  z |  = |  â +bj |  = (a+ bj)  (a_bt =\ã,+b:

Pode Íepresentâr-se graficamente um número
compÌexo a + bj. PâÍâ tal, tÍaça-se um sistema de
eìxos pÍependicuìaÍes em que o venical é o eixo
imaginário e o horizontal o real. No gráfico junto
estão representados três números imaginâios e

Nos cálculos com númercs complexos, é poÍ
vezes cómodo interpretálos em termos de vec-
ioÍes definidos pela origem dos eixos e pelo
ponto (a,b)- Na figura Íepresenta se o complexo
a + bj e o vector corÍespondente, Existem toda-
via diferenças essenciais entre vectores e núme-
ros complexos. Aqui os vectores são apenas umâ
representação geométÍica.
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O poúto de coordenadas (a,b) fica igualmente definido a partir do comprimento p
do vector e do ânguÌo 0 que este faz com um dos eixos, como s€ pode ver na segunda
figura; a paÉir dela também se pode estabelecer p e 0 em função de a e b

p = r f t r + b ,  e  o = t g , b

Esta formulação designa se por representação trigonornétrica dos números imagi-
niírios, os númercs imaginários podem ser expressos do seguinte modo:

z = a + b j = p ( c o s e + j  s e n  0 )

Existe um teoÍ€ma que permite escrever um númeÍo complexo sob a forma expo-

ejo = cos 0 +j sen €

de modo que z= a+bj = |  z I  ejs = pcos 0 + jp sen 0

Separando o número compìexo em paÍe Ìeal e imaginária tem-se: Re (peio) = p cos 0
e /n (pejo) = p sen 6.

NoçÃo DE ÂNcul-o sóLDo

O espaço incluído na superfície
cónica que projecta uma superfí-
cie S a partir de um ponto exterior
O, deÍine o ângulo sólido dâ su
peíície. O ângulo sóÌido mede-se
pela supeíície Cl que resulta da
intersecção do cone de raios pro-
jectantes com a sup€rfÏcie de uma
esfera de raio unitário, como so
ilustra na figura. PaÌa um elemen-
to de área dS à distância R de O
e com a normal fr a fazer um ân-
gulo 0 com a direcção projectante
OP, o elemento de ângulo vem

.ìS' ^^e A /ìq
dado por drt = 

Ì{r 
= 

Ë

A esferâ de raio unitrário tem uma árca de 4r! pelo que todo o espaço ocupa um ân-
sulo sólido de 4r esterradiano.
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Sistema Internacional de Unidades (SI)

yotâ
z.èÍa

pen

mega
kìlo
hecto

cenÌi
mili

pico

zepÌo
yocÌo

l 0 !
l 0  r l

l 0 , 3
l 0 , 5
l 0 , ,
l 0 q
l 0 ú
t 0 :
10 ,
l 0 l

Y
z
E
P
T
G
M
k
h

da

1 0  |  d
t 0  l

1 0  r

1 0  6  p
1 0  ,

t 0 , 2  p
1 0 , 5  f
1 0 , 3
t 0  n

l o  !  v

Em geral USA

1 0 6

Ì 0 ,
1 0 , ,

milhãoÍnilhão

mil milhões

GRANDEZA DÌMENSÃO UNÌDADE

tempo

quantidade de matéria

intensidade luminosa

ke (kilograma)

s (sesundo)

K (kelvìn)

moì (mole)

cd (cardela)

L

M

T

I

o+
N +

J*

'? esta notação pâÌâ a dimensão não deve ser confundida com as designâções mais coÍ
renles de e pam ângììlo, N paÌa a unidade de força newton e J para a unidade de trabâ
Ìhojoule.
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Cirandcza de Base Unidade de Basc
NoÌrc (SíÌìbolo) Nome (Símboìo)

L

Dìmensão de Ba\c Defìnição
(dâtâ de adopção)

l.]ì]rp, (t)

qui Ìograma (kg)

sel'ündo (t

kcìvin (K)

moic. (ÌÌÌol)

Inì =corÌpnÍ1enro do hr
jccro dâ luz Íìo !a/n) no
lcr Ìpode 1/299792,15i1s
( lel lL
I  kg a m.(( r  do proÌ '
l Ìpo in lcnìrcnnuì  quìk!

M

grnni !  ( l90 l l
T ì s  =  d u r , ì ç ã o  d c

9 1 9 2 6 1 1 7 7 0  p e r í o d o s
da rrdirçao d! lÍai\iç:lo
entrc os dois . íve is  h i
peÍlìnos do cstado lìn,
danìcnta l  do áÌonìo de
$Cs (19ó7)

intensidâdc de am?.Ìc. (,4)

( l )

i ^ = i n t c r s i d , ì d e d e

que nranljdr cnr 2 cÒi-
dutorcs parâlelos. rccri
Ìúreos, de conrprjncnlo
inlìnito. sccção circuÌ!r
dcspreTável c ì disLrn
crr  de In no YMio pro
duz unÌâ lorçr de 2x Ì0 r

N/ÌÌ (19.11ìl
lK= l /273.16 tempcfu
lura tcnÌodinâúica do
P o n t o  l f i p Ì o  d a  i e u r

lenìpcrntura (T)

quâìrlidàde de
matéf iâ (n)

o

N

intensidãdelìndeÌãlaã- l
lunr inosa (1,)

a mole é a quanlidad. de
Í ìarér ìa dc uÌ Ì  s isrcnra
conÌcndo Ìanks enlidddes
elencnlarcs quânÌo os
rtoDos que exrstem cD
0  0 1 2  k s  d c  C r :  ( 1 9 ? ì )
I cd = inlcnsidade iumi-
I)()la numadrdadìfecçãÒ
de lonrequc cmìte râdia-
ção nìoÍocÍorÌritica de
Íìquencia5,l0xì0Lr Hze
cujâ in tensidadc ncssr
d i rccção é l /óE3 Wsi
|919)

(te6l)
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Crandezì de Brse
Nonìe (Sínìbolo)

DiÌnensão de Base Dcl in ição
(drta de adopção)

ân8ulo plano (ü. p.  râdiâno (râd)

1. e)
I  rad = i lnSulo pÌ rno
.omprocndÌdo cntrc  ?
faro!  que,  n!  c Ì rcunlc
Énci .  de u i ì  c í Ícuìo.  i r l
ÌersecLaÌ ì  uÌ r  a lco dc
conìpínìenl ( '  Ìëual  ao
mio desse. í rcu lo (  Ì9ó0)

I  Í= lnguÌo sóÌ ido que
tcndo o vórtice no cen-
lro dc unra eslera. lrter-
scctr na supeúicie deÍr
unra ircr rgurì ì de url
quadrddo tcndo por Ìâdo
o ftìo d! cúirâ i 1960l

.Ìdimensional

ânsulo sólido (O.('l) esterr.ìdiâno (sr)

Dimensão de uma Grandeza Física
É possível exprcssar quaìqucr grânclezâ físicâ Y em lìnção clas grâììdezâs de base

d o S . l . , M .  l . l . l . . , ( ( , r . r r ( p r e . e r , , r ç r o . l e , r f Í r * c | ^ Í t - Q l  A ç 4 O D I N 4 t  \ S t O \ c L .

DIM Y = [YI  = A" BlJ CÌ  Dd.

A, B. C c D reprcseìrlaìì grandezâs de brse e 11, Ê, ïc ò são os expoentes diÌncnsio
nâi\ que iìrdicanr o núÌnero de vezes que a grrndcza dc balc inteNéÌr. A dimensão dc
uma grandezil física deriv:ìda represenu \c cntrc parêìrteses rectos.

Quündo exislem várirs relaçôes matenìálicâs parâ a ìnesnìâ grandezâ. deve vcrilì
car  se a HOMOGENEIDADE DIMENSIONAI-  das cqu ções f ís icas,  ìs to é.  quândo !c
igualaìÌ as durs equaçòes deve haver iguâÌdadc diìnensionâl entre o tcrmo d csqucrd,r
c o da difeita da eqÌração. Estrì homogcncidadc pode ajudaÌ na:ìtrìbuìção dc dincnsio
às consttìntes e a idcntitic rclâçõcs nì.ìlcnìíÌlicr! cntrc diversas gr.ìndezas.

Ercrnpl() l: ^ rccler!ção dx grvLdâdc 3 tcnr ]Dr dine.\ào I-T I Quundo obridr . ptu1ir do

nÍNinrcnlo do pôn. lukJ s i , Ì t les lenFse quc !  é  drdr .  pdr l ! .dc T = 27Ì  1 i1.  N.v. .u.u q r "n,

igualüeDlc, como sc cspcrrvâ, r dim.nsro dc Ì-T I porquc 2n ú urÌ! conúntc rdinrcrsìonrÌ

ExenpÌo 2: tina pa.rícula dc ma$r /, c crr8a eÌécÌricd 4 é sui.ih a um c.mN eÌécürco E
rdqnirirdo unra acelernção d.

A torçr.rÌecânicn" eiì Íìódulo scrti I = rrr c r loÌça eìóclrìcr. rr hóÒr cnr nnlduÌo I:=íE
As drxs 1orça\ são dnìeD\ioülncnrc identica\. Pof unr ìâdo

l F l =  t Q t  t E l =  r  r  L
coìú \c queÍir lnr!fu

l F l = M L T

r l v l = l T r L

283



ExeÌnpÌo 3: Ao fazer umâ experiência sobre a velocidade de pÍopâsação r de ondas lransveÍ-
sais numa coÍda verificou-sê qu€ êstâ é dep€ndente dê rensáo ? a que a corda está sujeirâ e dâ
nassa n da coÍda por unidade de comprimento. A paíir da homogeneidade dimensionaÌ é pos-
sívei estabeìEer como a velocidâde depende da tensão € da massa.

AssiÌn, r é pÌoporcionaÌ a I" nb, v = kT" nb eú qte k é uma constânte âdimênsionaÌ.
Como âs diÌnensões de uma velocidade são [r] = LT-r e a tensão 1é umâ força loso a sua

diÍn€nsão será: [I] = MLTì e a massa poÍ ünidade de comprimento teÌn por dimensão
In) =ML I .

Devido à homogeneidâd€

trl = trÌd t,nlÈ i.e. LT | = (MLTr)c (MLì)o
Obtendo-se pm M 0=cr+p

L  l = a _ p
T  l =  Z s

â s s r m , ( Í =  2 , p = -  2  e p o ' t a r r o v = k

Exemplo 4: A lei dâ aüacção universal estâbelece que a força entre duas massas d e n'a

menos da con\ranre c vdia na ra7ão inverq do quadrado dr drsúncia. ie.. F = C uT . A pann

.ta homogeneidade dim€nsionaÌ estabelece,se a dimensAo de G, que é:

Í F t =  M L r  ' =  
t G l M . L  .  d o n d e  t c l  =  L  M  , T

T

A conslante univenâl da gravitação têm como valor e unidades: C = 6 6?xl0 ,, mr kg i s :

NoÍìe (Símboìo)
Unidâde SI
Nome (SíÌnbolo)

Dimensão Equação
de Bale de Definição

áEa (A)

peíodo (T)

fiequênciâ (f. ,)
fÍequência angulâr (ú))

fase (ó)
comprimento de onda
(À)

ou densidade (p)
força ou peso (F ou P)
momento de uma foÍça (M)

rnetro quadmdo (m,)

sesundo G)

heÍz (Hz ou s r)

(nd s ')
.adiaÌÌo Gad)

(m s' ;

qulogÍêma por neÌro
cúbico (ks mr)

l ' . Ì z
l , . l , . l r
inteÍvalo de tempo no
quâl uÌn fênóm€no pe-
riódico efectua um ciclo

a = dv/dr

Tj

T l

U
L3
T

I
L

L T I

LT{

MLI

MLT '
ML'TI
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Nome (Símbolo)
Unidâdê SÌ
NoÌne (síÍnbolo)

Dimensão F4uâção
de Base de Definição

quantidade movimento
(p.r
momento ângulâÍ (L)

momento de inércia (I)

tÍabalho (w)
enersiâ (E)
potência (P)
tempentura ceisius (t)
carsa elé€tÍica (Q.q)
cmpo eléctrico (D)

diferença de potenciâl

câpacidâde eléctÍicâ (C)
resistência (R)
resistiYidade (p)
impedância (Z)
potência eÌéctrica (P)
cdpo nagnético (H)

indução magnética (B)
fluxo ro8néúco (O)
Ítdutância (L)
distância focal (0
potência de lenre (1/f)

d€sintê8Éção (À)

(rn)

âbsorvidâ (D)

equivâlente (H)

qurbgÌama metro poÍ
s e s u n d o ( k s m s r )

quadrado por segundo
(ks m, s:')

quadrâdo (ks m,)
joule (J)
joule (J)

srâu cêlsius eC)
coulomb (c)
volt por metro (V ni)

volt (V)

fârad (F)
ohln (o)
ohÍn Ìnetrô (O m)
obm (o)

ledâ (T)

henry (H)

becquerel (Bq)
por sesundo G r)

sesundo G)

sray (Gy)

sieveÍ (Sv)

MLT I

MLIT J

ML'

ML'T '

ML'TJ

TI
MLT TI I

ML'T ]I J

M 'L 'TI'

ML'T 3I '

ML}TII '

ML'T ]I '

ML'TI
LJI

MTJI I

MLITiI I

ML?T 'T '

L
L i

Tì
T Ì

T

LZT '

L?T 2

I = tn,r,r

P = dÊ/dr
t = T  2 7 3 . 1 5  K
Q = I t
E = F / Q

c=Q/v

P = RS/L

P = V I

F = I Á l x B
F = B . S
L=Õ/I

D = U m 285



QUANTIDADE siMuoLaJ

J FISICÀS E MÂIEMÂTICAS

VALOR LlNl l )Ar)U PPNtr

c.rea clcnìcnl[ do p(Íio
núÌnc() de ^vogrdrc

.onsÌânrc dc Boltznì!nn
pcrÌitividâde eÌéciricn do razio
pcrÌcúilidâde rìâgnélicu do !rzio

loÌunìc moÌd do gás ideaì (PTN)
constânrc unìvc.sâì dc gÍ!!iÌrçìô

h

l . ó 0 2  t 7 7  t l
ó.022 l16 7
2.997 92.1 58
6.ó26 0t5
t. l rJo 65ri
u . l J 5 . 1  1 8 7  8 1 7 .
t .?56 6:17 061 .
9. t09 389 7
0.5 ì0 999 0ó
r ó7.1918 ó

1 672 ó21 ì
9:ì11.27: I I
l . l 4 l , 1 l 0
ó ó71 59
E . 3 l . t  5 1 0
3. t- l  I  592 651
1 . 7 ì E l Ì 8 r ì 1 8

I O  ' C

l 0 ' r J s
l 0 , ' J  K

l ( l  r  l l  n r
l 0  ì i k g

t0 : '  k !

t0  , r  k !

J n ì o l  ì K

0.01
0.59

0 6 0
lJ.5

0.59
0.10

0: t0
0.59
0.:10

l : lJ
8 . 1

G
R

DE UNIDA'ES PAAA SI
SIMBOLO VALOR NO SìCRANDEZA

grl

7ó0 mm dc mcrcúrn)

0 {)15.1 rÌ
0.:10,18 ú

-  0  l l 0  D ì '

t 0 . N
Ì 0 ' J
Ì  ô( l lx l0 r ' r  J
I  l8 lx l i )  , i  kg
1 0  r T
1 K
l .7x i0 I '  Bq
l /2.997 92.1 5811( l  C
i . 0 l l 2 5 x l 0 J \ n r  l
|  0 l l 2 5 x l 0 ' \ m  :
l . 0 l l  l 5 x l 0 r \ n r

l . { ìE:1r10r i  n ì
.+. t86l i  J

;

G o u c s

C i

nn Hg

C! l
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Sírnbolos GráÍicos pâra Circuitos Eléctricos
usados neste Mânual

l l

ôË**'.::r*r" l* ô**"* --"'*
I Pilh. I Intênupúor

I L'sação à | r-,gaao e .-----r- I]--r-
4 

-_ 
.: 

" - 
Rsisr,àch R6iíércü vúiávël

I
__l_ | | t-_LF 

ì- 
-7,- "0000-

PoiencióõetlD Cond@sador CondeNadü lrdürd
vüiávèl

l l t l âilÉ(L  ( ?__? i l L
r t t l

Galvmónetro Volímao Ampeím€tro OhÍím.r.o Thrstmdor

| /l

t\ïy 
-t- -->r --t\-

iosiloeópio Díôdo LED (díodo DlódôZrM
.nj$q d. tuz)

ì- J*"-* -+--..-
-)F -írF {

Díodo ì TÌNBror Amptificâdor
vmcâp Fotodíodo I NPN op4eional Mp{p

OUTROS STMBOLOS COMUNS USADOS NOS CIRCUITOS EúC"IruCOS

l r ì---,w\- --7- ìl--1F_
RshÉncia R6istência CondÕsdd poleizado

vúiÁvel
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Código de Leitura de Resistências

I Resistências de baixa dissipação (P< 2w)

Código de cores: 4 riscas coÌoridas no colpo da própria resistência

0
I

2
l
4
5

7
8
9

1 0 0
1 0 ì
1 0 ,
1 0 3
101
1 0 5
l0ó
1 0 7
103
l0e
l0 j
10j

lEô

o.5%

5%
n%
20Eo

EXEMPLO

R = 4 ? x  1 0 o + 5 %  o u  R = 4 7 M Í l

2 Resistências de Média e Elevada Dissipação (P>2w)

São em geral Íesistências bobinadas, com suporte cerâmico sobre o qual se enÌola
um filo metálico. O conjunto é montado dentro de uma estrutuÍa cerâmica de forma para-
lelipipédica sobre a qual se escÍeve o valoÍ da Íesistência e a toleÍância. Na escdta a le-
tra R tem a função de víqula e nas Íesistências de valor elevado usa-se o pr€fixo SI es-
crito em maiúscula no lugar da vírguÌa.

EXEMPLOS

R47 = 0.47 O, lRO = 1.0 Q, 470R = 470 O, lK8 = 1.8 kO, l8K = 18 kO, lM8 = 1.8 MO

a) (10 )
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Código de Leitura de Capacidades

Nem semFe é fácil ler o vaÌoÍ de uma capâcidade escrito p€lo fabdcânte, depon-
dendo muito das dimensõ€s físicas do condensador. Contudo a sinalização do vâloÍ não
obedece em geral a nenhuma norma como no caso das resistências. deDendendo mesmo
do fabricanre.

CONDENSADORES ELECTROLITICOS são em gelat de dimensão suficiente e
o vaÌoÍ da capacidade vem escdto nomaÌmente,

Por exemplo: +500MF em que o sinâl+ significa polaridade (a ÍespeitâÍ) e MF sig-
niÍica microfarad.

EnMPLOS de alsumas Íegrâs seguidas poÍ v€zes nos co.densador€s d€ reduzidâs dimensõÉs
Tipo Tântâlo: cilíndricos e pmteâdos. Uma norâção do tipo +4R7p significa 4.7 pF ou +4?SK é
o mesmo que 4?x105 pF Í10% de rolerâncja.

Como os vêloÍês das capacidades são pequenos, em seral refeÍenciâdos êm relação ao UF,
quando aparecem dezenâs ou cenüenas em geÌal são pF.

Tipo Mylar: cilíndricos e amarelos, uma notação do ripo o.IMFD pode representar 0.01 ÉF

Tipo Cerâmico: foÍÌnaro de bolachâ

Disco

Cubo

ZsU 75U dpo
.02M 560 .02 pF e56OpF M - 20% de toleÍânciâ
lkv lkv tensão máxima que supoÍam

CKO5
l0lK 100 pF K- l0% de tolerância
200V tensão Íúxima que suportâm.

Aceleração da Gravidade em Vários Locais da Terra
(ao nível do mar)

Equador
Lisboa
Greenwich
S. Pittesbourg
Pólo Norte

0.00.
38.71"
51.44"
s9.95"
90.00"

9.780 3l
9.800 54
9.811 70
9.819 30
9.832 32 289

g = (9.806 l2 - 0.025 865 cos 2ô + 0.000 058 cosr 2ó - 0.000 00308h) m s'
ô - latitude geográIica, h altitude



Espectro de Frequência
das Ondas Electromagnéticas

CompÍmmto dê ondÂ (m)

conpriúdro de olda (n)

."2

l0' lor0 lor)  
_Ì ì r t - -1016 

ro ' r  to ,  ro,  toà

rot  roto ro0 rd' t  rotó

U$ mdítino e donáuti@

108 MHz
22 MHz

1625 Wlz
350 kHz

ro8 to6 to4

lo3

l0rr10r0105l0' l0ó 107 lo3

FR4uêtrciâ (Hz)

FM (Erequenq ModuLltion)
sw (,-ho Vave)
Mw (Medíun Vírve)
Lw @w Vave)

88

525
150

a

a
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cor vioÌeta
c.d.o (nm) <435

azlrl verde
435-490 490-570

amaÍelo Ìaranja vemelho
570-595 595-605 >605



PÍobíbi l idade P í0 < \--1!  
a r l6ç um \ator se si tudÍ\ o l

entre a média e r desvios padÍão

0.00 0_0r 0.02 0 03 0.04 0.05 0.0ó 0.07 0.08 0.09
0.0
0.1
0.2
0.3

0.5
0.6
0.1
0.8
0,9
1,0
l . l
\ .2
t . 3

1.5

| . 1

ì . 9
2 A
2 . t
2,2
2.3
2_4
2.5
2.6
2.7
2 8
2.9
3.0
3 . 1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.1
3.8
3.9
4.0

0.0199
0.0596
0.0987
0.1368
0.173ó
0.2088
o.1422
o.27J4
0.3023
0.3289
0.3531
0.3149
0.3944
0.4115
0.4265
0.4394
0.4505
0.4599
0.4{?8

0.4?98
Q.1842
0.48?8
0.4906
0.4929
o.4946
0.4960
0.497Q
0.4978
0.4984
0.4989
o.4992
0.4994
0.4996
0.4991
0.4998
r,.4999
o.4999
0.4999
0.5000
0.5000

0.0239
0.0636
0.1026
0.1406
0.1712
0.2t23
0.2454
0.2764
0.3051
0.3315
0.3554
0.3710
0.3962
0.4t  31
o.4279

0.4515
0.,1ó08
0.4ó8ó
0.4?50
0.4803
0.,1846
0.4881
0.4909
0.493 t
0.4948
0.4961
0.4911
0.4919
0.4985
0.4989
0.4992
0.4994
o_4996
o_4997
0.4998
0.4999
0.4999
4.4999
0.5000
0 5000

o.0219
0.06?5
0.1064
0.1443
0.1808
o.2151
o.2486
o.2794
0.10?8
0.3340
0.3571
0.3790
0.3980
0.4147
0.4292
0.4418
0.4525
0.461ó
0.4ó93
0.4756
0.4808
0.4850
0.4884
0.4911
o.4932
0.4949
0.4962
0.4972
0.4979
0.4985
0.4989
0.4992
0.4995
0.4996
4.4991
0.4998
0.4999
0.4999
0.4999
0.5000
0.5000

0.0319
0.0714
0.1103
0.1480
0.1844
0.2190
0.25t1
o.2423
0.3106
0.3365
0.3599
0.3810
4.3991
o.4162
0.4306
0.4429
0.4535
0.4ó25
0.4699
o.4161
o-4a12
0.4854
0.488?
0.4913
0.493,1
o.4951
0.4963
0.4973
0.4980
0.4986
0.4990
0.4993
0.4995
0.4996
0.4991
0.4998
0.4999
o_4999
0.4999
0.5000
0.5000

0.0359
0.0?51
0 . 1 1 4 Ì
0.1517
0. t 8?9
0.2224
0.2549
0.2852
0.3Ì33
0.3389
0.1621
0.3830
0.4015
0.4\1J
0.43r9
0.4441
0.4545
0.4633
0.4?06
0.4167
0.4817
0.4857
0.4890
0.4916
0.1936
0.4952
0.4964
o.4914
0.4981
0.4986
0.4940
0.4993
0.4995
o.4997
0.4998
0.4998
0.4999
0.4999
0.4999
0.5000
0.5000
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0.0010 0.0040 0.0080 0.0120 0.0160
0.0398 0.0438 0.0478 0.05t? 0.055?
0.0793 0.0832 0.0871 0.0910 0.0948
o, |19 0.1211 0.1255 0.1293 0.1331
0.1554 0.159t  0.1ó28 0.16ó4 0,1700
0.19t5 0.1950 0.1985 0.2019 0,2054
0.2251 0.2291 0.2324 0.2357 0_2389
0.2580 0.26t I 0.2642 0.2673 0.21A4
0.2881 0.29Ì0 0.2939 Q.2961 0.2995
0.3159 0.3t86 0.32t2 0.3238 03264
0.3413 0.3438 0.3461 0.1485 0.3508
0.3ó43 0.36ó5 0.3ó86 0.3708 0.3?29
0.3849 0.3869 0.3888 0.1907 0.3925
4.4032 0.4!'49 0.4066 0.4082 0.4099
0.4192 012ü 0.4222 Q.4236 0.4251
0_4332 Q.4345 0.4357 0.4370 0.4382
0.4452 0.4463 0.4414 Q,4484 0.4495
0.4554 0.4564 0.4573 04582 0.4591
0.464t 0.4ó49 0.4656 0.446,4 0.4611
0.41t3 0.47t9 4.4126 0.4732 0_4138
0.4172 0.4118 0.4783 0.4?88 0.4793
0.4421 0.4826 0.4830 0.4834 0.4838
0.4861 0.48ó4 0.4868 0.4871 0.4875
0.4893 0.489ó 0.4898 0.4901 0.4904
0.4918 0.4920 0.4922 0.4925 0.4921
0.4938 0.49411 0.,1941 0.4943 0.4945
0.4953 0.4955 0.4956 0.4951 0.4959
0.4965 0.49ó6 0.4967 0.4968 0.49ó9
0.1914 4.4975 0.4916 0.4917 0.4971
0.4981 0.4982 0.4982 0.4983 0.4984
0.4987 0.498? 0.498? 0.4988 0.4988
0.4990 0.4991 0.499t 0.499t 0_4992
4.4993 Q.4993 0_4994 0.4994 0.4994
0.4995 0.4995 0.4995 0.4996 0.4996
0.4997 0.4991 0.4991 A.4991 0.4991
0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998
0.498 0.4998 0.4999 0.4999 0.4999
0.4999 0.4999 4.4999 0.4999 0_4999
0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999
0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000
0.5000 0.5000 0.5000 0,5000 0.5000

A coluna vertical dá o vaÌor até às décimas e a horizonÌaÌ âs centésimas.



ValoÍes críticos de t paÌa vários graus de confiânça e número de graus de Ìiberdade

I
2
l

5
'1

9
t 0

l 2
Ì l
1.1
l 5
t 6
1 1
t 8
t 9
20
2 1
22
23
24
25
26
21
2A
29
30
t l
32
l3

35
36
3 1
38
39

,13

48

50

0.325
0.289
0.217
o.211
o.261
o.265
0 263
0 . 2
0.26Ì
0.264
0.2ó0
0.259
0259
0.25E
0.258
0.258
0.25?
0 251
0.251
0.257
0.251
0.256
0.25ó
0 25ó
0.256
0.25ó
0.256
0.256
o256
0.256
0.256
0.255
0.255
0255
0.255
0.255
0.255
0.255
0.255
0 2 5 5
0.255
0.255
0.255
0.255
0.255
0.255
0.255
0.255
0 255
0.255
a 252

0.121

0.584
0.569
0.559
0553
0.549
0.5,1ó
0.543
0.542
0.5,10
0 5 3 9
0 5 3 8
0 5 3 ?
0.51ó
0.535
0.534
0.51,1
0.5:13
0.533
0.532
0.512
0532
0.531
0.53ì
0.531
0.531
0.530
0.530
0.5t0
0.530
0.510
0.530
0.529
0.529
0.529
0.529
0.529
0.529
0.529
0.529
0.528
0.528
0.528
0.528
0 5 2 8
0528
0528
0.528
0 5 2 8
0.52,1

1.3?ó
L061
0.9?8
0.9,11
0 920
0 906
0.89ó
0.889
0.883
0.879
0.8?6
0.8?l
0.8?0
0.868
0.8ó6
0.865
0.863
0.8ó2
0.86t
0.860
0.859
0858
0.858
0.857
0.85ó
0.856
0.855
0.855
0.854
0.85,1
0.853
0.853
0.853
0.852
0.852
0.852
0.851
0.851
0 8 5 1
0  8 5 ì
0.850
0.850
0.850
0.850
0.850
0.850
0.849
0.849
0.8,19
0.849
0,8,12

:1.078
t .886
1.638
Ì .533
1.416
L4,10
L4t5
1.39t
I :18:l
| 112
t .16l
r .15ó
t .350
L3.15
ì  34t
Ì .337
1.331
1.330
1,328
1.125
I 123
t .321
1 . 3 1 9
t . 3 t 8
I . 3 I ó
Ì  3 1 5
1 . 3 1 4
1 . 3 1 3
t . 3 l  I
1 ,3 Ì0
I :109
I 309
ì .308
1.30?
t .306
1.306
Ì .305
Ì.304
Ì.304
1.303
1.303
1.102
1.302
L30t
I  l0 l
I ]00
ì.300
1.299
|.299
t .299
L282

6,1Ì4
2920
2 3 5 1
2.t32
2.015
1.943
1.895
1.860
r.8:13
t . 8 t 2
| .196
| .182
1,111
t . t6 l
t ? 5 3

1.14Q
i.1J4
| .129
1.125
1.721
] . ] 1 1
) . 1 1 1
l . ?  1 ì
I ?08
I ?06
l .?03
l .?0t
1.699
t.691
1.696
t.694
|.692

1.690
L688
l.6ri7
r.686
l.ó85
1.68,1
1.683
r.ó82
1.681
t .ó80
1.619
1.619
l .ó78
) .611

I 645

t5.895
4 849
1..182
2.999

2.612
2 5 1 1
2 449
2398
2.359
2.324
2.301
2.282
2.261
2.249
2.235
2.224
2.214
2 205
2. t91
2 Ì89
2 . 1 8 3
2 . 1 1 1
2.112
2.167
2.t62
2.158
2,154
2.150
2 t41
2. t44
2.141
2.138
2.136
2.r33
2.  Ì : l l
2.129
2.127
2.125
2.123
2. t21
2.t20
2 . 1  t 8
2.116
2 . t  t 5
2  Ì t 4
2.112
2 . 1 t  1
2 . 1 ì 0
2109
2.055

3 1 8 2 0
ó9ó5

1.141
3.3ó5
3 1 , 1 3
2.998
2.896
2.821

2.118
2 ó 8 1
2 650
1624
2.602
2.583
2.561
2 552
2.5:t9
2.528
2.518
2.508
2.500
2 492
2.485
2.479
2.111
2.461
2162
2.151
2.453
2.449
2.415
2 441
2 4 3 8
2.434
2 4tl
2.129
2.426
2 423
2.121
2.414
2.4t6

2412
2 4 1 0
2.108
2 401
2.105
2.403
2 326
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Ì 0,f55 0?08 1.474 1.642 2.106 3.841 5.412 6.635 Ì0.828
2 1.186 1.833 2408 3.2Ì9 4.605 5.99t  ?.824 9210 13.816
3 2.365 2.945 3.6óó .1.6,14 6253 7.815 9.835 11342 16.2ó9
4 3356 4.044 '1 .8?8 5990 ?.781 9488 l Ì .6ó1 13.276 18.468
5 4:15ì  5.132 6.064 1.2a9 9.237 l l07 l  13.188 15.086 205ì6
ó 5148 6.2t1 7.2: l l  8 .558 10.ó45 12.592 15.031 16.8 l ]  22.458'1 6.346 1.2113 8.181 9.803 12.01t 14.Q61 \6.622 ta.415 24122
8 t344 8.350 9.52,1 l l .0 l0 l3 .16l  15.507 ì8. ì68 20.090 26.125
9 8.:14:l 9.414 ì0.656 12.242 l4ó8,1 16.919 19.ó79 21.6ó6 2t.878

l0 9.342 10.471 Ì1.?81 13442 ì598? 18.307 2 l . ló1 23.210 29.589
l l  10.3,11 11.530 12.899 l , l .6 l l  112?5 19675 22.618 24.?25 31.2ó5
l2 l r  341l  ì2 .584 l ,1 .0 l l  15.812 18.549 21.026 24.A51 26?)1 32.911
l t  12.140 D.636 l5 Ì19 tó.985 19.8t2 22.362 25.4?1 27.688 34531
l , l  13.339 14.ó85 16.222 18,15ì  2ì .064 23.ó85 26.8?3 29.141 16.12,1
l5 14.339 t5.?33 t1.322 19311 22.1Q1 2,1.996 28.259 30.5?8 37.ó98
l6 ì5.338 Ì6780 ì8.418 20,1ó5 23.542 26296 29.633 32000 39.253
l7 l6.ll38 l?.82,1 19.5Ìl 21.615 24.769 2758? 30.995 l:1.409 40.790
lli I7.338 18.8ó8 20.601 22.?60 25.989 28.8ó9 32.346 3,1.805 42.111
ì9 r8.338 t9.910 21.ó89 21.900 27.204 :10.ì44 33.687 3ó.191 43 820
20 Ì9.:ll7 20.951 22115 25.Q38 2a.412 3l.,ll0 15.020 l?.566 451t5
21 20.311 21.991 21858 26. l t1  29.615 32.671 3ó.143 38.932,16.?9?
22 21.331 23.03t 24939 2?.301 :10.813 33924 37.659 40.289 48.2ó8
23 22137 21.069 26.0t8 28.429 32 00? 35.1?2 38.968 41.638 49.728
21 23.331 25146 21.@6 29.553 33.t96 36.415 40.270 42.980 5ì Ì79
25 U.331 26143 28.1?2 :10.6?5 34.182 31.652 41.566 141t1 52.62A
26 25.336 21.119 29.2,1ó 31.795 35.563 :18.885 ,12.85ó 45.6,12 54.052
21 26.116 28.214 30319 32.912 36.741 40.113 ,14.140 46.963 55.,1?ó
2A 21136 29.249 11.391 J4.021 31.916,11.33? 45.419 ,18.2t8 56.892
?9 28.336 30.283 32.461 35.t39 39.087 42.557 4ó.ó93 49.588 58.301
30 29336 3t.31ó 33.530 3ó.250 40.256 43.173 41962 50.892 59.703
31 30.336 32.349 31.598 31.359 4).422 44.985 49.226 52.191 6t.098
32 31336 33.181 :15 665 38.466 42.585 46.194 50.48? 53.486 62.48?
33 32.336 34.4t3 36.13t 39.512 43.145 41.40A 5).Ì43 54.116 63.870
34 3333ó 35.4.14 37.?95 40.676 44.901 48.602 52995 56.061 65.247
35 34.316 16.4?5 38.859 4t.778 4ó.059 49.A02 54244 57.\12 66.6t9
36 35.33ó 17505 39.922 42.419 41.212 50.998 55.,189 58.ó19 6?.985
3? 3ó.33ó 38535 40.984 43.978,18.:161 52.192 56.730 59.892 ó9.347
l8 3?.315 39.564 42.0.15 ,15.076 49.513 51.184 5?.969 61,ì62 70.703
39 ]8.315 40.593 43.105 4ó.173 50.660 54.572 59.204 ó2.428 72055
.10 39.335 41.622 4-4.165 4t.269 5t.805 55.?58 ó0.43ó 63.ó9t 73.402
4Ì 40335 42.651 45.224,18.:16:1 52.949 56 9,12 61.ó65 64.950 ?4.7,15
42 11.135 13619 4ó.282 49.,156 54.090 58124 62,892 ó6.20ó 7ó.084
43 42.:135 4-4.70ó 47,339 50.5:18 55.230 59.3M 61.116 61.459 17.419
44 41.335 45.734 48.:t96 51.ó39 5ó.369 ó0.48Ì 65.33? 68.709 ?8.t50
45 44.335 46.761 49452 52.729 57.505 óì.656 6ó.555 ó9.957 80.07?
,ló 45.:ll5 47.r8t 50.507 53.818 58 ó41 62.810 67.t71 7ì 20i 8ì 400
4? 46.3]5 48.814 51.562 54906 59774 ó4.001 68985 72.441 82.?20
,r8 47.315 49.840 52.616 55.991 60.90? 65.1?r 70.t97 73.ó83 84.03?
49 48.335 50.8ó6 53.6?0 57.079 62.038 66.339 ?1.406 74.9Ì9 85.351
50 49.135 51.892 54123 58.1ó4 ó3.1ó7 ó7.505 72.ó l : l  ?6.154 86.661

I En que I d é o nirel de signil'jcânci!.
! Número de gftus de lìberdade
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PROBLEMAS RESOL}TDOS

Expe.iência 0

0.1 A ligâ meú.licâ tÍâtâ-se de uma mistuÍa de elementos. Destâ foÍmâ o volume lotal é iguâl
somã dos voluÌnes de cada um dos €lementos v = v, + v,.

Tomândo o inveno da densidade tem se

I  =  u  = - - l L +  v r  -
P|B

= u' gr+ t -9t
m Ì + m :  m r  m r + m :  m 2

l Ì

Exp€riência I

L3 A anomalia sravjmétricâ é provocâda p€la diferença entre ã nassa do ju iso nrj e â massâ
média da crosta m", e por isso dep€nde âpenâs do contraste de densidãdes Àp = pj p". A mâssa
anómala vale m.=4r R3 (pj - p.) = 5.328x101like. A atracção da nassa dónal4 considerâda
pontual à profundidade h. provocâ um aumento no vaÌor da Bravidade d€

A g = G l i = t 4 2 / t u ^ n t s t

Experiênciâ 2

2.5 D€ âcordo corn a lei do d€clÍneo radioactivo o número N de núcleos exislentes numa amos-

r.a radiorcula em cada lnstanre e dado poÍ N N" expr- | 
r, onde r d " v'da medra e N, o nú-

mero de átomos exislentes inicialmente. O número de desinlegrações poÍ unidade de tempo é
então igual a

A= !+ - -IL .^or- I  ,=A"exp( ì r.

Tomúdo o togaritmo em âmbos o. membro. da expre\";o obrém-.e: ln A In A. - |

que e a equaçáo de uma rera de decli\e m e ordenadá na odgem b=ln 4". Podemo\ en-

tão fâzer um ajuste linear aos pontos expeÌinentais, se tomârmos o logariho de cada medida
efectuada. Em relação aos erÍos devenos contudo ter âlgumâ precâução. Os eÍros associados a
cadâ número de contasens A é isual ã {À mas parâ âchânÌos o eno âssociado a In A devemos
ulilizaÍ â fóÍnula de propagação dos eros- Assin tem-se

, à l n Â :  Ì  Io , ' r n  A ,  =  
f  

" i Ã  
J o i A r = ; ,  A =  A ,

301

ver errata

ver errata



PROBLEMAS RESOLVIDOS

Usando a fómula püa o âjuste de umâ recra a um conjunlo de pontos experimenraú obÌ€

o (Ín) = 0.C01

o ( b ) = 0 0 6 4

A vida média é poÍanro

Í = l l 1 . 1 t 0 . l s

O I, deste âjuste é isual a 15.6 sendo 8 o número de sraus de Ìib€rdadelO Ir reduzido époÍeto igxal a 15.6/8 = 1.96, valor este que é un pouco êho. Conrudo s€ calculam;s a probabiridad€ P(r, >r5) = 0.05. veÌjficâmos que; ainda razoÁva. u-,"r". a" r,.r","a" oJJ,úìiri-cd que ã foÍma escolhida pda a curua de ajuste não é â nelhor, podend; contudo; acei;v;i.

2.6 Pam cêda uma dâs disrribuições caiculamos o vator médio p e desvio padJão õ através das

*= >R'' "= lDõrt-''F- = e N = Irrr,

onde orsão as frequências em cada inte.vâlo, e xr o valor do ponto médio de cada inlervâlo_
ano 90/91 p= 11.3 r=4.1O Número rorâl de alunos N = 126
^no 92/93 p=11.8 o=3.39 Númem tota lde a lunos N = 223

Asora pâra câdâ inúervalo vamos câlcuÌar o vaÌor da írequênciâ esperada de âcordo com urnâdjstribujção normal de média p e desüo padrão o.
Noternos que a probabitidade de se obter a oora x compren.tida entre x, e x, pode ser cal_cuÌada a partir da disrribuição norÌnat reduzida (i.e. p = 0 e o = r ) qr:e se encontrã ìauelada_ De

P , \ . < ( < x r , = p ( r ,  a < \ - r ! < \ : . r . , -  p í ( : B . l  L  <  
* r - !  

ì
\ o o o J

Por exemplo parâ o ano de 90/9t e paÍâ o prinÌeúo inrenalo

P L o < r < ) ) -  P í o  l l 3  < x .  2 - l l J \
\  + . r  4 r  , = P (  

2 7 o < x <  2 2 7 ) = 0 0 0 8 7

ObÉm-se pda os Íírios intervalos

-=a  = -6 .693999

b = ln A, = 4.721

ano 90/91
P ( 0 < x < 2 )  =  0 . 0 0 8 ?
P ( 2 < x < 4 )  =  O . O 2 5 9
P ( 4 < x < 6 )  = 0 . 0 ó Ì 0
P ( 6 < x < 8 )  = 0 . 1 1 3 4
P ( 8 < x < 1 0 )  =  0 ] 6 2 6
P ( 1 0 < x < 1 2 )  = 0 . 1 9 3 0
P (12 < x < 14) =O t779
P ( 1 4 < x < 1 6 )  = 0 1 2 9 5
P ( 1 6 < x < 1 8 )  = 0 0 7 3 5
P ( 1 8 < x < 2 0 )  =  0 . 0 3 4 6

àto 9U93
P ( 0 < x < 2 )  =  0 - 0 0 1 6
P ( 2 < x < 4 )  =  0 . 0 0 8 8
P ( 4 < x < 6 )  = 0 . 0 3 2 9
P ( ó < x < 8 )  =  0 . 0 8 7 8
P ( 8 < x < 1 0 )  = 0 . 1 6 6 7
P ( 1 0 < x < 1 2 )  =  0 . 2 2 5 8
P ( 1 2 < x < 1 4 )  = 0 . 2 Ì 8 3
P ( 1 4 < x < i 6 )  = 0 . 1 4 7 1
P ( 1 6 < x < 1 8 )  = 0 0 ? 3 9
P ( 1 8 < x < 2 0 )  = 0 - 0 3 2 8
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As frequênciâs ftesperâdas teoÍicâínerte de acordo com a dislribuição normal obtêm-s€ mul-
tiplicândo as probabilidâdes P poÍ N. o número rotal de alunos em cadâ ano

f r = P ( 0 < x < 2 ) x N  e t c . . .

O I'� obtém-se a paÍtir da expressão

- íf ür )r
t

I'� = 46.9 ano90l9l

X'� = 55.8 ain92/93

PaÌâ l0 - 3 = ? gmus de liberdâde o valor crítico tj para um níveÌ de significância de 0.05
é igual a Ì4.0 e pâra Ìrn nível de significância de 0.001 é iguâl â 24.3 . Poíanto a hiútese das
distribuições das notâs seguir€m uÍra distribuição normal é rejeitâdâ pêrâ ambos os nÍveis de signi-
ficância.

Experiênciâ 3

3.1 Iniciâlment€ os eÌectrõ€s são acelerados peÌa ddp V, e adquirem uma velocidade v antes de
entrarem na r€giao das placas deflectons. Dado que o tÉbalho ÍeaÌizado pelo campo eléclrico
aplicado aos electrões é igual à variação da sua energia cinética tem-se

w = qv! = Ec = j- mcvr

onde q = 1.6x10ì, C é a caÍsa elútrica do elecrão e m" = 9.tèg: !s â sâ mâssâ. como o

eìeckào e acelemdo segundo o eixo dos yy fica-se colÌÌ ", = ,j ï.' 
= I l. l0 rv..

Quando um eletÌão entÌa na Esião das placâs horizontâis fica sujeito â uína foÍçâ €léc-

trica F. E,q 
i 

q. onde v, é d ddp aplicada às pláca\ denecroms. O elsúào "ofF uma

aceleração a, = ' 
. Apos rer atmres\ado a regiáoda\ placa\ horizonld. a componenre v,' m .

dâ velocidade é dâdâ poÍ

u . = u . , =  f "  o ,
0m.

onde t é o tempo que o electrão levâ a atrâvessar a região das placas. t = !I

Supondo que o electrão efectua sempre uma tajectória rcctilínea desde o ponto O, o úâj4to
percoÍrido nâs cooÍdenadas x e y seÍão dadas por

^y=L,+L,=vyt  em que L,=20 cm é â d is tância ent .e as p lacas e

a* '=J  1 ; - ,  *  s ,1=  ]  &  1 , , t , * t , ,
vr I Vld

se âdnilirÍnos qu€ â ddp aplicada à placas é da ordem de 12 v obtemos ̂x'= 1.2 cm.
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Pâra fazeÌmos o cálculo exaclo dividimos â trâjectóriâ do eleclrão em duâs panes: uma tÍa-
jectóriâ pâÍâbóÌicâ no interior das ptâcâs, e umâ trâjectória rectilínea fora d€ssa zona. Enre âs
placâs o detvio ̂ x I sofrido pelo eleclrão é dâdo por

.  I  I  V ^  L i '  I  V "
a \ , =  

2  
a , r r = . 2  

. . i q  ç  
=  

4  v Í L , '

e fora dâs placas â distância peÍconida vale

1 V .
a x , =  

\  
L , = 7  

v J  
L r L ,

e podanro o desvio totaÌ sofrìdô pelo ele.trao é

Âx=Âr +Ár:= 7 V.i;  L'r-,  '7 !ã L '  obrendo.se À^ = r. r cm

O eno rclativo colnetido a fâzeÍ-se a âproxirnação dâ ÌÍâjectónâ rêcÌilínêâ é iSual â
L , '

" ^ x ^ r 2
L t  

= ' '

À x  L  L 4 + -

3.2 A atenuação é dada pela ruão entre a ddp d€ saída V, e a ddp de enúada V"

^ _  v "  _  R ,
^ -  

ú  
-  

R . + R

A resislênciâ de sâída (do âtenuadoÍ) R, é constituída pelo pâraÌ€lo entre a resistênciâ de
ÌMO de entrâdâ do âmplifi€âdor do OSC e â resistênciâ que se en€ontÍâ à mâssâ ern câda uÌn
dos âtenuâdores. A resistênciâ de entmda do OSC é pois iguâl â R* = R" + R.. ToÍrândo coÌno
ex€mplo o âtenuâdoí Al tem-se

f io^ ln íY ì
A r e n u a d o r A r : R . = ; ; ; ; m o = c o K  R .  =  c 0 0 K  l o s o

= 0 . 199

pâra os outÍos atenuâdores obtém-s€
A 2 :  A  = 0 . 0 1  A 3 : A = 0 . 0 0 1  B l :  A = 0 . 5

tendo se em todos os casos R"{ = lM.

3.3

R " . = 9 0 0 + 9 9 = 9 9 9 K = l M
90O + 99

82. ^ = 0.25
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Bcda horibotd 2 nr/m
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Bcala horibord 2 n /m Vb aplicado .ó €Drl X

Esc.h hdizonÌat 2 V/cn

Expedênciâ 4

4.2 â) A equação de cârsa do condensado, ë v = v.  
I r  

. , ,  (  ^c ) ]  n.r"  c".  ," .""0"

v" = 3v, v" =5v, R = Rr = 3.3K e C = l00pF vêm

,  ì ,
t =  l n t r  s  l R c = 0 . 1 0 s
b) A iniensidade de correníe nesse insrante podê seÍ facilmente câlcutadâ noiando que, a queda

de Fn,ão em R, é iguâìâV,  = vo-v.  =5 J = 2V e pela te i  de Ohln r . . ,  = ] -  O.oOO*e.

c) No inslâÌìte em que se ligâ o intenupior I, â ddp V, na resistência R, vâle 5V. Logo pelâ

lei de Obm remae i: --a = . . 
".^ 

- = 4.55 nA

d) Na situação de equilíbrio a intensidade de corÍente que sai do condensador é nula p€lo
que a intensidâd€ dê corente que âtÌave$a Rr é igual à que arravessâ R? peto que se teml

i=of t ,  .  v ,=rr ,pelo que v,=v" ït; 
=1.25v

4.4

305



PROBLEMAS RESOLVIDOS

z3

4.7 a) A imp€dânciâ equivâlenrê vista entÌe os pontos A e B oblém-se subÍituindo a fonle de
rensào pela sua resis!éncia inremâ. que vmo\ \upoÍ \er nulâ Nese cdso veriÍrcmo\ que Z fica
em paÌaÌelo com Z, e que Zr fica em paralelo com Zr, ou s€jâ

/  ,  / .  7 .2"Z a = z . I  z , + z , t z a  t " E  Z - ,  ; , ' . ? , ' i i ï

O vâloÍ da ddp dada pelâ fonte de tensâo equivaÌenle de Thevenin é isuaÌ à ddp enrre os
pontos A e B qumdo não passâ coÍrenre enrre estes dois ponros.

7 ,  , / "
AssiÍn a queda de rersào em z' e ieu"t a 

7;2, 
v! e em z, é isual a 

7",iv". 
e ddp

entÌê A e B é e.tão dada por

v q = v À - v E = l ; : + -  +  - + l v ,

b) Sê V^ Vs=0enrãov€m:

Z I

é a condição de equilíbrio da ponte de Wheât!íone.

-  ^  -  ^  -  i  -  - i  R  c .
4 ;  @ - ê L 4 =  

- ó ^  0 e  , o r m a  q u e  s €  n c a  m m  
R l  

=  
c  

r e i &

ção que é indepeídênte da Íi€quência ú) do sinal usâdo.

Experiôncia 5

5.2 â) O díodo @tificâ o sinaÌ, deixando pâssd apenas as altemânciâs positivas.

l 0
3
6

b) Conecemos por admiú que o condênsâdo. se carÍega até ao valor Íúximo da ddp dada
pelo geÌâdor. De facto, se a inüensidad€ de corÌente que atÍavessa o díodo é p€quena â queda de
üensão é tambéa pequena (ver curva caÍâcterísticâ do díodo) e pode ser desprezadâ fâce à ddp
dâdâ pelo gerador- Pelo conüÌíÍio, se nâs altemânciâs en que conduz a in0ensidâde de coFenre
qu€ atravessa o díodo é apreciáveÌ (âlguns Ìniliânp€re) enrão temos que teÍ em contâ a queda de

i) A paÍir do vaÌoÍ máximo dâ alüemância positiva o condensador vâi-se descaÌresd atÌa,
vés de R. A queda de tensão nâ resistência (e também no condensador) em cadâ insrânre será

dada pela equação de descâr8a do condenladoÍ v = V, e Rc . Tomando o rempo rorál em que
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o condensadoÌ s€ descüesa como pndo aproximadmente isual a um peíodo T (esta aproxi-
mação é válida sempre que a vüiação da ddp no condensador é p€quena face a V") a mplitude
total da veiação da ddp em R vem dada por

av=v"  vr r r=v"{L " - " " ' l

que no caso em que I < Rc se reduz a av = % -LRC

ii) No instante em que o condensador se começa a descarregaÍ a intensidade de corÍenle i

que atravessa R é igual â 
É 

. Ad-itinao qu" ," .ântém âproxiÍìâdâmente consiânt€ durmte

o tempo de descdga (que tomdemos tmbém como sendo iguaÌ a um peíodo) veml

a v = ^ Í i a t = ^ J * a = u #

sub{ i ru indo o\  va lore.  numér ico(  R I00m. C I00 nF.  v ,= lOV eT= fa = O.OOI ,  o l

o Dâ equâção de d€sca,sa do conden\ador remos: r = v" (r ;r3') Enrào o inlranre de

rempo r pm o qual \e rem v = 0.01v ë dado por 0.01V.=V ll-e 
""' 

J. rcsolvendo em ordem

a t e substiÍuindo-se os vâlores nuÌnéricos obtém-s€: l = 4ó Ins.

5.J aì A ddp na bob'nd e dada por: v, = L 
;; 

pelo qre rommdo os vâlores do gftifico vem

i r r )  
t l ì ì r - 5 \ l 0 r t  

e  V r  = Ì . 5 x < . ì 0 1 = Ì I  t 0 ì V

b) A potência nédia dissipada pelo i.dutoÌ num peíodo de tenpo T é dada por

p= + j (r)v(t) dt = + J z.s x to' x s x to' r at = 1.875 x l0r xT
' 0

Assim tomândo T = I x l0 6 s vem P = I 8.75 W. Ponanto a bobina iú queiÍúr-sel

c) O díodo limita a queda de tensÃo nê bobina a um valor máxino de apÍoximadamenüe 0.6V.
Assim a potência dissipada pelâ bobina é nuiro menori A iniensidêde de correnle que peÍcorÍe 3O.l

a bobinâ passa â ser  dâda po '  :  vr  =L 
dr  

ou sub( t i tu indo v,  =06V e L=1.50H rem

06=1.5;  donde i  = 0.4 |  e  para r= lF\  rem5e i=0.4a4.  A porência médiâ d isr ipada

r T
s e r á  a s s i m  i g u a Ì  a r P =  -  l 0 . 6 x 0 . 4 t d t = 0 . l 2 x T = 0 . l 2 p W  p ê r a  T - l p s

dr S€ â InrÊn.idade de comnre nào vdiâ enráo: .l' = o " v' = v' = O.

ver errata

ver errata



PROBLEMÁS RESOLVIDOS

5.5 â) Gúbo do ampÌificador A, =
R 3
R I

6.7

b) v, = A, v. =Ajvr =-6.7 v, = 13.3v

-3.3 e A,V1= 3.3 x I  =-  3.3 V

v"= A'Vr+ A'v, = 16.6 v

d) o ciÍcuito faz â coÌnbinação linear das duas ddp.

Experiênch 6

6.4 O circuito da figum apresentâ uma solu
ção possível do problema. A resistênciâ R é
o lrânsduror de comprimento. A medida dos
compnmentos fâz-se entre os pontos A (ce,
ro' dâ escâÌâ) e B kfim, da escâìa). A resn-
tência R I limitâ a iníensidade de correnüe que
cìrculâ en R a um valor da ordem dos ÍÁ.
A ddp entr€ os pontos A e B é dadâ por

Í r s
v -=U 

R ;R  
=12  

t . õh j  
=0 .060  v

ond€ se lomou o vãlor de R entre A e B.

S€ pretendemos ter à saída umâ ddp de
- 100 mV qoando o cursor se encontrâ nâ po-
sição B então o sanho c do amplificador dê

v  n l
v e  s e r  r a ì q u e  c  =  

V . =  õ . o o o = - t 0 t
e portanto Rr deve ser ajustada â 1.67K já

ouec=-  I l  e  R,=  r r .. R ,

Se o cursor sê encontraÍ nâ posição A à
saídâ do ânpìificâdor obtemos 0 V se â úen-
são no ponto C for igual a Va. A iensão no

va=12  roõ ; ;  
=0003v

Poftanto â resistência Ra deve sêr âjusrada de forma a termos 0-003 V no ponro C.
Aproximadamente temos

Ì o
vc = 0.001= 12 Ì ;  LoEo R1=40kn

R r
R,
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Experiência 7

7.1 A impedância do circuito LC paralelo é dada po.

Ì Ì
7 ;= ;C ; t . ' c l  " "  " ' = l Ï

A !âzão eÍtre a tensão de saída e de entrada é igual a

.  tv""at  tzLc l

lV ' tu l  {R,+lZL. l ,

CalculeÌnos os valores dê fr€quência o para o qual a ãtenuação A é icual a 
ì;

I  t 7 . ^ 1
A  .  ^ , ' - , ,  d o n d e  R : = l Z , , l :

As duas soluçôes possíveis são

t l
. ,  R =  

I  -  
o u  b ,  R = - -

,,ú 
ú,)c 

õ 
- cDL'

No caso a) obtém-se a equaçâo

úì ,RLC + oL R=0

Lr . , [ , +4LCR.
-  

2RI ,C

_ L I . E , + 4 L C R ,
_ 

2RLC

Dado que a frequência o apresenta sempre valores posiúvos escolhemos â solução

r-+ir-,++I-cn'
- '  

2 R t  C

No caso b) oblém-se â equâção

- ú J , R L C + o L + R = 0
309

Escolhendo a soluçÃo positiva ficamos com

L Ì \ . [ , + 4 L c R ,
' ,  

2RI ,C



,___ *1_*___r-.!q

PROBLEMAS RESOLVIDOS

A laÌgum ^(o dâ curva é pois igual ê ^(D= o, - ú)Ì = 
ÌL. 

Por definição têÌn-se que o fac-
o"

lor de qualrdad€ Q = 
^; 

pelo que se tem Q = o"Rc.

Exp€Ìtênda 8

8.6 A paÍir da lei de SneI tem-se

sen e'
n*= q 

" .o e,  
donde sutsblu jndo nÍ= l .  0r  =61.  ê 0)= 36 '  vem n, , tu  = |  5

O erÍo que afectâ ntu é calculado a paÌtiÌ de
-.----_ -;

or :  I  L ìq  o (or ) l  + lãe ,  o ru ' � ) l

ou câlculando âs derivadas e diüdindo âmbos os sen 0'

""  _ i  Í . - ,0,  - ,oJ, . [sq! .  -
, t sen U, I t ..n c' "í0)l

onde os eÌÍos o(er) e o(ot devem ser expÍessos em mdiano. AssirÌL subsüruindo os valores
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os'Ìoscópio 4? 8, 53-5, 61, 235
oscilador harmónlco 132, l9:l

P

paralolo (ver associação)

pmec 286

periodo 45'7, 132 2, I94,
284-5

pefreabilidade magnélica do
vazio 201, 286

pemitividâde elécirica
vaz io  201,286

pi (r) 286
p'.Ò 281

ponta de provâ 48.248

elóclrica 150, t 5ó. ìó1.230,
285

p.eshiopia ou pÈsbitia 217
pnmrino. do túnsfomâdor

inceaeza de Heisenberg 88
da sobreposiçio 51, 149

protagação, velocidade 102,
194

o
qlanlidade de naténa 282

quilo 281

R

cleckomBnética l9l, 201,
190

radiofrequênciâ 74, I 95, 290

receptor. helerodino I 99
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reduzido prob. disr r de srude 292 V
distdbuição nomrl 102, 128 prob. disr.,(, ll7,293

Xr l l9  Íábua,  de  ca l ìbúção 8ó  va lo r  enc@45 7 ,  l5 l  2

Éllexão telescóÍ'io 221 !alo.

rotal ?8. 206 Cassegreiniano 222 numénco 89

lcfracção Newtoniano 222 médio quadrático 45, Ì51
indice de ?8 Eflexão 222 vàriâncid

rejeição, de obse.lqões lO7 Íeftàcç'.o'19,222 esdmada 96 ?, 128
.egÍessão, Iiner 113 remónero I87 rcal 97
relações. L.ìCononér.ìcas 2?ó 7 lunção seniconduÌora ì89 vric P74.113, 197

relàrórìo, de unâ experìência 22 3 mercúno 187 vmimcnto 23?

residual (verlcDsão) tcmpc.atura velocidade 284
rcsiíencia dinâmica 169 absoìuta 183, 282 angultu 30
rcsisrência elécr.icã 145, 285 Celsius 285,6 de fase 192, 203
resisrividade 14ó, l8?. 285 lenpo de da luz 201. 286
ressonâncir (!eÍ tiequêncir) Élaxação 34, 13ó de prcpagação ì92
ressondme, circuìro ?l 3 Ésposla 87 translação 30
reÌind 216 lensão (!er nnbéú diferença vida média 142

rigor 88 dc potcncial)
h le 111 de poladação ló?, 170 fco 208,212
ruído 152 rcsidual 171 inàgeú 20ó 9,213

lista caósadâ 217

c do lìnire cenml 10,1 'olume 28, 276. 284
obÍeposìção 53, 149 lolt ì45, 285

saruraçâo, coreóre Ló9 tera 281 loltimeÌro 47_8. 151,254_5
secundlrio, do trdslomador 165 ternÍs1o! 65-6, 68, I 85
segundo 282 tesla 285
scrÌicondutores 225 teíe do i(r ll?-20, 129 W
sensibilidade 87 Tlìévenin, €quivaledre 150
séne (ver â$ociação) rop (verqüdks) wãÍ 150,28s

deseÍrolliÕenro 27? râbâlho 184, 285 Weber 285
silicio 227 8 transdubres 67. 187
nmbolo. 260 /., 28/ tr"nstormador .G
si.al cléctrìco 15Ì lransístor 6?, 173 Y

degrau 152 tngger 41-8,237
denre de sena 152 auto 239 ymto 281
quadrado 152 intemo 239 yota 281
rânpâ 152 normâ1239
si.usoidal l5l extefto 240
tria.sular l5l trigononérflcas X

sintonização 74. 19? funções 276
Shtcma Iúernacional 281-3 .elâções 27ó-? raios X 192, 265, 270
Snell, lei de 205 dlião 281 3n
sohreposição (ver teorenâ) tubo de nios catódicos 235
sp ió  142 Z
submuk io los  281

"  
, "p ,o . :o t

T  
, .n id "de \

de bà,e do SÌ 281 ' "b\olulo 185
labeh denlrdN 284 5 cro dc 263

prcb. disl. nod.l reduzida iraginária 51, 279 zeta 281
291 up (verquarks) Zene\díodo64,61.112



ERRATA

Onde se lê Deve-se ler

pag. 31, li. 24 concerto conserto

pag. 37, prob. 1.3 g=1.42×10−5 m /s2 g=1.19×10−6 m /s2

pag. 43, li. 31 
2 =0.465 

2 =1.77

              li. 32 7.78>0.465 7.78>1.77

pag. 62, li. 13 Pd=67.7 mW Pd=15.6 mW

pag. 62 problema 5.3 Está mal formulado

pag. 69, li. 1 220 V 220 V eficazes

              li. 4 R: T=1177o C R: T=2556o C

pag. 71 Na figura de fim de página falta uma 

                                     resistência em série com a fonte de tensão

pag. 77, li. 8 e/ou e

pag. 111, li. 16 10-12 10-11

pag. 115, li. 18        K =
∑ x i

∑ x i
2  y i                                          

2
K=

1

∑ xi
2


2
y i onde 

                                                                                                                    
2
y i=

1
N−1∑ y i−Kx i

2

pag. 123, li. 14 yo=3 yo=5

pag. 130, li. 8  f=∣cos x∣y  f=∣cosx∣x

    li. 12 A=
∑

i

x i
2∑

i

yi−∑
i

x i∑
i

x i yi

n 
A=

∑
i

x i
2∑

i

yi−∑
i

x i∑
i

x i y i



                li. 18 K=
∑ x i

∑ x i
2 y i              K

2
=

1

∑ x i
2


2
y i onde

                                                                                                                  
2
y i=

1
N−1

∑ y i−Kxi
2

pag. 132, li. 11 g=l2 g=l0
2



pag. 243, pen. li.  ×MAGN ×5 MAGN

pag. 301, prob. 1.3 ma=4R3 j−c=5.328×1010 kg     ma=4 /3R 3 j−c=1.776×1010 kg

                prob. 1.3 1.42×10−5 m /s2 1.19×10−6 m /s2

pag. 307, prob. 5.2 c) V=V01−e−T /RC
 V=V0 e−T /RC

0.01V=V 01−e−T /RC 0.01V=V 0e−T /RC




